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e*^  Monsieur  ie  MiRift:*  ^ 


MoRSIBIim  LE  Rbctecr, 


DB  l'Insthuctioh  publiqitc 
^teurs, 

Paris,  17  octobre  i838. 


L«»  principaux  Libratrc*8  de  Paria  qui  s^occupeut  de  la  publication 
des  Livres  employés  dans  renseignement ,  en  me  faisant  connaître  qa^il 
existe  de  nombreuses  contrefaçons  de  ces  ouvrages ,  .e  plaignent  de  ,1a  fa- 
cilité avec  laquelle  elles  sont  introdnit4-s  dans  les  Col.éges  et  dans  les  Ecoles 
primaires ,  où  leur  prii  semble,  disent-ils ,  les  faire  préférer  aui  éditiona 
originales.  De  là  le  double  inconvénient  de  propager  fusage  d^éditio*  -  m« 
correctes  et  de  décourager  les  Editeurs  légitimes  qui,  trompés  dans  *  ^ 
prévisions,  sont  souvent  forcés  de  renoncer, au  détrimint  de  la  s'*ience, 
h  améliorer  et  même  à  publier  des  ouvrages  quHls  craigncni  do  ne  j  .  j|r 
exploiter  sans  dommages  et  sans  troubles. 

Vous  voudrex  bien ,  en  conséqnence,  monsieur  le  Recteur,  inviter  les  cbefs 
dVtablissement%  d^nstruction  secondaire  et  d^instruotion  primaire  à  prendre 
des  précautions  pour  qvî'aueunf  édition  contrefaite  ne  soit  à  Pavenir  admise 
dans  les  Collèges  et  dans  les  Ecoles.  Vous  appelleres  leur  attention  sur  les 
inconvénients  c|ui  résultent,  pour  les  études,  de  Vincorreetion  de  cet  édi- 
tiont.  Il  y  a  d'ailleurs ,  dans  le  fait  de  la  contrefaçon  ,  une  action  coupable 
aue  la  loi  et  la  morale  réprouvent  également ,  et  dont  aucun  membre  «le 
PDniversité  ne  voudra,  j^eu  suis  assuré,  se  rendre  complice.  Je  vous  in- 
vite k  rappeler  à  MM.  les  chefs  dVtablissements  de  tous  les  degrés  qu^ils  no 
doivent  employer  que  des  Livres   régulièrement  approuvés   ou  autorisés 

Sr  PUoivcrsite ,  et  à  leur  faire  remarquer  que  comme  Pindicition  du  nom 
l'Editeur  accompagne  toujours  le  titre  des  ouvrages  dans  les  notifications 
des  décisions  dont  ces  ouvrages  ont  été  Pobjet,  toute  erreur  est  facile  à 
éviter.  L^iutérèt  des  études  leur  prescrit  d^  veiller. 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique ,  grand  matire 
de  Wniversité, 

SIgnéSALVANDY. 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvrage,  qui  ne  parierait  pas, 
comme  ei-dessous,  la  signature  de  l'auteur  et  celle  du  libraire, 
sera  réputé  contre/ait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour 
atteindre,  conformément  h  lajoi,  les  fabricateurs  et  les  débitants 
de  ces  exemt 


û 


AVERTISSEMENT. 


Quelques  modifications  apportées  par  le  Conseil 
de  perfectionaemeut  de  TÉcoIe  Polytechnique  au 
programme  d'admission,  mont  engagé  k  retoucher 
dnoe  manière  nolahle  les  derniers  chapitres  de  cette 
édition.  Cest  ainsi  que,  dans  le%econd  paragraphe  du 
huitième  chapitre,  qui  traite  de  la  deuxième  partie  de 
réliniination ,  j  ai  supprimé  complètement  la  méthode 
générale  qui  avait  pour  ohjet  la  détermination  de  la 
véritable  équation  Jinale;  et  ^e  me  suis  borné  à  in- 
diquer sur  des  exemples  nombreux  et  choisis  conve- 
nablement, les  moyens  d'obtenir  exclusivement  tousi  les 
systèmes  de  valeurs  propres  à  satisfaire  aux  équations 
données.  J*ai  fait  voir  ensuite  comment  on  peut  ap- 
pliquer les  piîncipes  de  réiimination  à  la  résolution 
des  équations  irrationnellest'A  une  segle  inconnue. 

lia  résolution  des  équatiotis^  à  deux  tenues  par  la 
tiigoDométrie ,  et  la  décompos^n  des  fractions 
ratiounclles  en  fractions  simples  y  étant  actuellement 
exigées  pour  les  examens,  j  ai  cru  devoir  détacher  ces 
'^écries  des  deux  derniers  chapitres  où  elles  se  trou- 
vaient développées,  et  j'en  ai  fait  un  cinquième  para- 
graphe du  huitième ,  qui  se  trouve ,  comme  dans  les 
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éditions  précédentes  y  suivi  d'une  Note  sur  les  poly- 
nômes rationnels  et  entiers.  Le  neuvième  et  le  dixième 
chapitre  ont  dû,  par  cela  même,  être  remaniés  en 
très-grande  partie.  Quant  aux  sept  premiers,  ils  n'ont 
subi  aucun  changement  important. 
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ALGÈBRE 


INTRODUCTION. 

I.  L'Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l*on  emploie 
des  signes  propres  à  abréger  et  à  généraliser  les  raisonnements 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 
On  distingue  deux  espèces  principales  de  (|uestions  : 
Le  théorème,  qui  a  pour  but  de  démontrer  Texistence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés; 
et  le  problème,  dont  Tobjet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d'après  la  connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers 
des  relations  indiquées  par  Ténoncé. 

Si.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parvenir  à  ce  double  but,  sont  : 

!•.  —  Les  lettres  de  Talphabet,  qui  servent  j\  désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire, 
soit  pour  abréger  les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser,  en 
ce  que  l'on  sent  mieux,  par  l'emploi  de  ces  lettres,  que  telle  ou 
telle  propriété  appartient  à  plusieurs  nombres  a  la  fois;  ou  bien, 
s'il  s'agit  d'un  problème ,  que  la  manière  de  satisfaire  à  son  énoncé 
est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  attribuée  aux  nom- 
biTS  compris  dans  cet  énoncé. 

2".  —  Le  signe  -f-,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres ,  et  qui  s'énonce  plus. 

Ainsi,  25-1-36  s'énonce  25  plus  36,  ou  25  augmenté  de  36, 
De  même  ^a-^  b  s^énonce  a  plus  6,  ou  le  nombre  désigné  par  a , 
augmenté  du  nombre  désigné  par  b. 

3».  —  Le  signe  —  ,  qui  s'énonce  moins ,  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l'autre. 
Àlg.  B.,  io*éd.  « 
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Ainsi  ,4^  —  ^4  s^énonce  4^  moins  24  y  ou  4^  diminué  de  24  » 
ou  bien  encore ,  l'excès  de  45  sur  a4* 

a  —  b  s*énonce  a  moins  b^  ona  diminué  de  6. 

4°-  —  Le  signe  de  la  multiplication ,  qui  est  X  »  ou  un  point  que 
l'on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi ^  36  X  25,  ou  36.25,  s'énonce  36  multiplié  par  25,  ou 
le  produit  de  36  par  25. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres,  on  convient  encore  de  les  écrire  les 
nns  à  la  suite  des  autres  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signifie  la  même  chose  que  a  X  b  oa  a.b\  abc  signifie 
la  même  chose  que  a  X  b  X  ^»  ou  a, b.c. 

II  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plus  sim- 
ple que  celle  aX^oyuaX^X<^>  ne  peut  cire  employée  que 
lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car  si  Ton  vou- 
lait, par  exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6,  et  qu'on 
écrivît,  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  notation  avec  le 
nombre  cinquante^six  écrit  dans  le  système  décimal.  Cetle  re- 
marque est  importante  pour  les  commençants. 

5^.  —  Le  signe  de  la  division,  qui  consiste  en  deux  points  :  que 
l'on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore ,  en  une 
barre  — ,  au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respective- 
ment le  dividende  et  le  diviseur. 

24     ,. 
Ainsi,  24  !  6,  ou  ^,  s'énonce  24  divisé  par  %,  ou  le  quotient 

de  24  pttr  6. 

7  ou  a  :  6  s'énonce  a  divisé  par  b.  On  dit  encore  a  sur  ù. 

.      <*        11.. 
La  notation  7  ^^  la  plus  usitée. 

&*•  —  Le  coefficient,  signe  que  l'on  emploie  pour  indiquer 
l'addition  de  plusieurs  nombres  égaux.  Ainsi ,  au  lieu  d*écrire 
o-^-a-ha-^-a-ha  qui  représente  l'addition  de  5  nombres  égaux 
à  a ,  on  écrit  5a.  De  même,  1 1  a  exprime  l'addition  de  1 1  nombres 
égaux  à  a;  i2aby  l'addition  de  12  nombres  égaux  au  produit 
de  a  par  b. 


iHTEOPtJCTIOH.  3 

Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  à  la  gauche 
d'un  autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres ,  et  qui 
marque  combien  de  fois  on  doit  prendre  la  lettre  ou  le  produit  que 
représentent  les  lettres. 

7°.  —  V  exposant  y  signe  dont  on  se  sort  lorsqu*un  nombre  dé- 
signé par  nne  lettre,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur 
dans  on  produit.  Ainsi,  au  lieu  d'écrire  n  X  «  X  «  X  «f  X  « 
ou  a. a. a, a. a  y  on  écrit  plus  simplement  a^  que  Ton  prononce 
fl  cinq  ;  ou  plutôt  a  S****  puissance. 

On  tp^eWe  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  de  plusieurs 
nombres  égaux 9  et  degré  de  la  puissance,  la  quotité  des  nombres 
égaux  multipliés  entrv  eux. 

V  exposant  est  le  signe  de  ce  degré.  Il  s'écrit  à  la  droite  et  un  peu 
au-dessus  d'une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quantité 
exprimée  par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit. 
Pour  faire  sentir  toute  Timporlanc^  de  Texposant  et  du  coefR- 
cient  en  Algèbre,  supposons  qu*on  veuille  exprimer  un  produit 
composé  de  4  facteurs  égaux  à  a,  de  3  facteui*s  égaux  à  6 ,  et  de 
1  facteurs  égaux  à  r;  on  écrira  a*6^c%  au  lieu  de  aaaabbbcc. 

Vent-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
"  fois,  on  doit  être  multiplié  par  7  ;  on  écrira  ']a*b^c^.  Ceci  donne 
une  idée  du  laconisme  de  la  langue  algébrique. 

8"*.  ~  Le  signe  ^,  dont  on  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu'on 
^eot  indiquer  que  Ton  a  h  extraire  de  ce  nombre  une  racine  d'un 

certain  degré.   Ainsi  ^a  s'énonce  racine  troisième  ou   cubique 

dea,..  .;^b  s'énonce  racine  quatrième  de  b. 

On  appelle  racine  2*^,  3*,  4*>  •  •  •  ^'^^"^  nombre,  un  second  nom- 
bre qui,  éUnt  élevé  à  la  2«,  3*,  4*»-  •  •  puissance,  reproduit  le 
,    premier  nombre. 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  ^  qu\\  partir  du  troisième  cha- 
pitre. 

90.  —  Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  =,  et  s'énonce  est  égal  à,  ou  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  l'excès  de  36  sur  25  est 
^aU  1 1 ,  on  écrit  36  —  25  =  1 1 . 
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C*est-ii-dire  36  moins  aS  est  égal  a  1 1 ,  ou  égaie  1 1 . 

10".  —  Le  signe  d*inégalité  >  ,  dont  on  se  sert  pour  exprimei 
qu'une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a^b  signifie  a  plus  grand  que  b  ou  supérieur  à  bi  a  <^  b 
signifie  a  moindre  que  b  ou  inférieur  à  b  ;  c'est-à-dire  que  l'ouver- 
ture du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D'après  Texposé  précédent,  on  voit  que  Ton  peut  regarder 
TAlgèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à 
Taide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité  Tenchainenient  des 
idées  dans  les  raisonnements  qu'on  est  obligé  de  faire,  soit  pour 
démontrer  l'existence  d'une  propriété,  soit  pour  trouver  la  solu- 
tion d'un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l'utilité  des  signes  algébriques  par 
les  questions  suivantes  : 

PnEmÀ&E    QUKSTIOIC. 

5.  La  somme  de  deux  nombres  est  67  ;  leur  différence  est  19,  . 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

Mode  de  résolution. 

Tâchons  d'abord  d*élabiir,  à  l'aide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnes  et  les  nombres 
inconnus  de  l'énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,  on 
aurait  le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé,  dési-  ' 
gnons  le  plus  petit  nombre  para:;  le  plus  grand  peut  alors  être  ' 
désigné  par  x  -+-  ig,  et  leur  somme  par  x-h  ^  4-  19  ou  2x  -+-  19. 
Mais,  d'après  l'énoncé,  cette  somme  doit  être  67;  ainsi  l'on  a 
l'égalité  ou  V équation,  .  .2x  -4-  19  =  67. 

Or,  7,x  augmente  de  19  donne  67  pour  résultat,  o.x  seul  est 
égal  à  67  moins  19,  ou  j?.j- =  67  —  19,  ou,  en  effectuant  la 
soustraction ,  2x  =:  48. 

Donc  enfin,  x  est  égal  à  la  moitié  de  48,  c'est-à-dire 

48         . 

r  =3    -   —  7/1. 
2  ' 
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Le  plus  petit  nombre  étant  24  »  le  plus  grand  .r  +  1 9  est  24  +  19, 
oa  43. . 
Ed  effet,  on  a     4^  ~**  ^4  =  ^7>     c'    4^  —  24  =  19. 

yoici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  JT le  plus  petit  nombre , 

X  4-  19  est  le  plus  grand. 

/o 

É(f...2jr-Hig=67,  d'où  2a:  =  67  — 19  =  48;  donc  a:=  — =24, 
et,  par  conséquent,  -r 4-19=  24 -h  19  =  43' 
Eneffet,  43-f-24  =  67»     43  — 'M=»9- 

^utre  mode  de  résolution. 

Soit  X  le  plus  grand  nombre , 
a:  —  19  est  le  plus  petit. 

86 
Éq...2x— 19=67,    d'où    2x=67-+- 19=86;  donc  x=  —  =4^» 

et,  pr  conséquent,         x — 19=:  43 — 19=24. 

Od  voit  par  là  comment,  à  Taide  des  signes  algébriques,  on  par- 
vient à  comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnements 
qu'on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  problème  ;  raisonne  - 
ments  qui,  écrits  en  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent  une 
ou  plusieurs  pages. 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  CE  PROBLÈME. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b.  On 
demande  de  trouver  les  deux  nombres  ? 
Soit X. . . .  le  plus  petit  nombre, 

X  -H  6  désigne  alors  le  plus  grand. 

FA|...2x-4-6  =  Ér,  d'oii  2x  =  rt  — ^;  donc  x= = > 


2  2        2 


,       a      b       ,       a      b 
<^t ,  par  conséquent ,     xH-6  = \-b  ■=.--{ 
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Comme  la  fornoe  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a  et  ^,  il  s'ensuit  que 
connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence ,  on 
obtiendra  le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi' somme  à  la 
demi-différence  y  elle  plus  petit  y  en  retranchant  tle  la  demi-somme 
In  demi-différence  • 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  99, 

le  plus  tfrand  est — 2.^22,  ou  — 2 29=3 =  168,  et  le 

^      ^  22  2  2 

,  287      gq  i38       ^ 

plus   peut, — i  —  ^^1  ou  — ="9' 

Kn  effet,  168 -h  69  =  287,     168  —  69  =  99. 

On  conçoit,  d'après  la  question  précédente,  l'utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d*un  problème.  Comme  on  ne  peut 
qu'indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  TArithmétique ,  le  ré- 
sultat auquel  on  parvient  conserve  la  trace  des  opérations  qu'il 
faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les  valeurs 
dos  quantités  que  l'on  cherche. 

,        a       b       a       b  ,, 

Les  expressions  — | —  et »   auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent,  s'appellent,  en  Algèbre,  des  for- 
mules ,  parce  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant 
les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature ,  dans  l'énoncé 
desquelles  on  fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  des 
données. 

On  nomme,  en  général,  solutions  d'un  problème  les  nombres 
susceptibles  de  vérifier  son  énoncé. 

DEUXliME    QUESTION.  —  THÉO&ÈMK. 

tf.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puis- 
sances de  ces  deux  nombres. 

Ainsi,  soient  12  et 9  ces  deux  nombres;  leur  somme  est  21 ,  et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que   le  produit  21  X  3  ou  63  est 
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i-gal  à  i44  4ui  est  le  carré  de  la,  diminué  de  8i  qui  est  le  carré 
(k  9. 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  que 
soient  les  deux  nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettres 
/i et  6.  La  somme  sera  exprimée  para  +  6,  et  la  différence  par 
a-b. 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions ,  on  supposera 
d'abord  que  l'on  ait  à  multiplier  la  somme  a  +  A  par  a ,  et  le  pro- 
duit sera  aX^  +  ^X^»  ou  plus  simplement ,  a  '  +  06  :  car  il 
faut  prendre  chacune  des  denx  parties  dont  a  +  ^  est  composé , 
autant  de  fois  qu*il  y  a  d'unités  dans  a ,  et  ajouter  les  deux  pro- 
duits. Mais  ce  n*est  point  par  a  tont  entier  qu*il  fallait  multiplier, 
c'est  par  a  diminué  de  6;  ainsi,  le  produit  ^ '  + a6  est  trop  fort 
du  produit  de  a  +  ^  par  b^  c*est-à-dire  de  ab-\-  b*.  Il  faut  donc 
retrancher  ab  -h  b^  ou  produit  précédent  a^  -j-  ab^  ce  qu'on  in- 
diquera algébriquement  de  cette  manière  :  a^  -^  ab  —  ab  —  b^. 
.  Comme  d'ailleurs  les  deux  produits  -i-aby  —  ab  ^  se  détruisent 
riHriproquement,  il  vient  enfin  a^  —  6'  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a^ — ^' ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à  a  et  6 ,  il  s'ensuit  que  le  théorème 
eooncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

TROISIKMX    QUESTION.  —  TUiOWJtMM. 

0.  Si,  aux  deux  termes  d'une  fraction  proprement  dite,  ou 
d'an  nombre pitts petit  que  l'unité,  on  ajoute  un  même  nombre 
entier,  la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la 

première. 
5 
Soit  —  la  fraction  proposée;  ajoutant  3  à  chacun  de  ses  deux 

8 
termes,  on  obtient  -=•  Ces  deux  fractions,  réduites  au  même  dé- 
]5 

noniinateur,  deviennent  -^9  -^;  or  la  2*^  fraction  est  évidem- 
i8o     180 

ment  plus  grande  que  la  première. 

Pour  reconaitre  si  le  théorème  énoncé  est  vrai ,  quelle  que  soit 
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a 

]a  fraction  proposée,  désignons  cette  fraction  par  ^9  en  suppo- 
sant a^b. 

Soit  m  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraction;  il 

en  resuite.  . .  -, • 

b-hm 

A6n  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au 
morne  dénominateur  :  il  sufBt  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
termes  a  et  6  de  la  première  fraction  par  b  -{-  m^  et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.  Or  multiplier  a  par  b  -h  m^  revient 
a  prendre  a  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  b ,  plus  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  /ti,  ce  qui  donne  ab  +  am.  On  prouve- 
rail  de  même  que  le  produit  de  b  par  ^  -+-  iw  est  ô  '  -f-  ^ot  ,  ce  qui 

donne —  pour  la  première  fraction.  De  même,  si  1*00  mul- 
tiplie les  deux  termes  de  la  seconde  -, par  b ,  comme  on  Ta 

^  b  -\-  m  ^ 

.11.       «^  -h  bm 
vu  {n«  U),  elle  devient  ^,^^^^- 

Les  deux  numérateurs  ab-i-nm,  ab -^  bm  ^  ont  une  partie 
commune  ab\  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  am  du  premier  numérateur,  puisqu'on  a  sup- 
posé b^a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la 
première  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  d'ailleurs,  par  le  raisonnement  précédent,  qu'il  faut  que 

j  soit  une  fraction  proprement  dite ,  pour  que  le  théorème  soit 

vrai  ;  car  autrement ,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la 
première ,  puisque  alors  on  aurait  ab  -h  bm  <C,ab  -k-  ani, 

7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes ,  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  algébriques  doit 
donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plusieurs  questions.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  dans  la  seconde  et  la  troisième,  on  a  été 
conduit  à  effectuer  la  multiplication  d'une  somme  a  -\-  b  par  un 
nombre  a,  d'une  somme  /?  +  6  par^,  d'un  nombre  a  par  une 
somme  b-^-  m.  D'où  il  résulte  qu'en  établissant  des  préceptes 
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généraux  pour  trouver  les  résultats  des  opérations  qu'on  peut  avoir 
àefTectuer  sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens 
fixes  de  résoudre  par  les  symboles  algébriques  toutes  les  questions 
relatives  aux  nombres. 

Celte  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  La  manière  d'effectuer 
les  opérations  de  l'Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou 
littérales;  c'est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes 
algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride , 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commençants;  mais  il  est  indis- 
pensable de  la  bien  posséder,  si  Ton  veut  avancer  rapidement  dans 
k  champ  vaste  et  fécond  de  l'Algèbre. 


lO  DEFllflTlOlfS    PRKLIMIKAIRES. 

CHAPITRE  PREMIER. 

§  l®"".  Des  Opérations  algébriques. 


Définitions  préliminaires, 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c'est-à-dire 
à  l*aide  des  signes  de  l'Algèbre,  s'appelle  quantité  algébrique  ,  ou 
quelquefois  quantité  littérale  :  c'est  plutôt  rexprcssion  algébrique 
de  la  quantité. 

Ainsi,  3rt  est  l'expression  algébrique  du  triple  du  nombre  a\ 
5a^  est  l'expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a; 
']a^b^  est  l'expression  algébrfque  de  sept  fois  le  produit  du  cube 
de  Oj  multiplié  par  le  carré  de  b. 

3a  —  5^  est  l'expression  algébrique  de  la  différence  enlre  le 
triple  de  a  et  le  quintuple  de  b. 

2fl' — 3fl^-4-4^'  est  rexprcssion  algébrique  du  double  du 
carre  de  a,  diminué ilu  triple  produit  de  a  par  ^,  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  b. 

On  appelle  m o/zd//i& ,  ou  quantité  à  un  seul  terme,  ou  sim- 
plement terme,  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  ù  au- 
cune autre  par  le  signe  de  l'addition  ou  de  la  soustraction  ;  et 
polynôme,  ou  quantité  à  plusieurs  termes,  une  expression  algé- 
brique composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres 
par  les  signes -h  ou — .  Ainsi,  3»,  5//%7fl*^%  sont  des  mo- 
nômes; 3a  —  Sbyia^  —  3ab  -^  ^b*,  sont  des  polynômes.  La 
première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce  qu'elle 
est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un  trinôme , 
comme  étant  composée  de  trois  termes. . . . 

9.  La  valeur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu'on  obtiendrait  si,  en  donnant  des  valeui's  particu- 
lières aux  leltres  qui  y  entrent,  on  effectuait  toutes  les  opérations 
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de  ririlhmédque  que  comporte  cette  expression.  Celte  valeur 
Domérique  dépend  évidemment  des  valeurs  (>articulières  attri- 
baées  aux  lettres,  et  doit  généralement  varier  avec  elles.  Ainsi  y 
20^  a  pour  valeur  numérique  54  y  lorsque  Ton  fait  /?  r=  3;  car  le 
cobede  3  est  27,  et  2  fois  37  donne  54*  La  valeur  numérique  de 
cette  même  expression  est  a5o,  lorsque  l'on  fait  <i:=5;  car  le 
cube  de  5  est  isS,  et  2  fois  i25  donne  25o. 

Je  dis  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
ritjue  d'une  expression  algébrique  reste  constante,  quoiqu'on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y  entrent.  Ainsi»  dans 
l'expression  a  —  by  tant  qu'on  donnrra  à  a  et  à  b  des  valeurs 
croissant  chacune  de  la  même  quantité ,  l'expression  ne  changera 
pas. 
Soit, par  exemple,  a  =:'],  b  ^=^',  ï\  en  résulte  a  —  b  =  3. 
Soit  maintenant  a  =  1 2  otï  7  H-  5,  et  6  =  g  ou  4  -+-  5;  il  en 
résulte  a  —  b  =  12  —  g=:3,  etc. 

La  valeur  nnmériq ne  d'un  polynôme  ne  change  point  lorsqu'on 
intervertit  l'ordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de 
conserver  à  tous  leurs  signes  respectifs.  Ainsi,  les  polynômes 
4û'  — 3fl»^4-5ac%  Sac^  —  ^a^b-h^a*,  4fl^4- 5flr»  —  3fl>6, 
ont  11  même  valeur  numérique.  C'est  une  conséquence  évidente  de 
la  nature  de  l'addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques.  Mais 
cette  observation  sera  très-utile  par  la  suite. 

10.  Des  diiTérents  termes  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  uns  sont  précédés  du  signe  -f-,  les  autres  du  signe  — .  Les  pre- 
miers portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s'appellent 
termes soiistractif s.  On  appelle  aussi  les  premiers,  termes  positifs, 
et  les  autres,  termes  négatifs  ;  dénominations  assez  impropres,  que 
l'usage  seul  a  consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinairement  précédé 
d'aucun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -h. 

11.  On  appelle  dimension  d'un  terme,  chacun  des  facteurs lit^ 
tcraux  qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces  facteui*s 
ou  dimensions.  Le  coefiicient  ne  compte  pas  pour  une  dimension. 
Ainsi,  3rt  est  dit  un   lerme  à  une  dimension,  ou  du  premier 
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degré,  ou  linéaire;  5ab  est  dit  un  terme  ùTdeux  dimensions,  ou 
du  second  degré;  7  a^bc^  étant  la  même  chose  que  7  aaabccy  est 
dit  à  six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

£n  général ,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimedsions  dan  terme 
s'estime  par  la  somme  des  epcposants  des  lettres  qui  entrent  dans  ce 
terme.  A  ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  définition 
même  de  Texposant  (n®  8),  une  lettre  qui  n*a  pas  d'exposant  est 
censée  avoir  i  pour  exposant.  Ainsi ,  le  degré  du  terme  8  a  ^hcd^ 
est  2 -H  I  -4-  I  -4-3,  ou  7. 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont  de 
même  degré:  3a  — a^-4-r,  3ûr' — ^ab-^  b\Sa'^c  —  l^c^  -^  ^c-il^ 
sont  des  polynômes  homogènes;  8û^  —  ^ab  -{-c  n*est  pas  homo- 
gène.   . 

RÉDUCTION    DES    TEBMES    SEMBLABLES. 

iS.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres  afTectées  respectivement  des  mêmes  exj>o- 
sants. 

Ainsi  7  ab  et  3a^,  i\a^b^  et  5<2^^%  sont  des  termes  semblables. 
%a^b  et  7^6'  ne  sont  pas  des  termes  semblables;  car  ils  sont  bien 
composés  des  mêmes  lettres ,  mais  les  mêmes  exposants  n'affectent 
pas  les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme ,  dans  son  expres- 
sion ,  plusieurs  termes  semblables ,  et  alors  il  est  susceptible  de 
simplification. 

Soit  le  polynôme  /\a^b  —  3tf'c  -h  ç^c^ —  ^a^b  -+-  ^a^c  —  6^'  ;  on 
ï)eut  (n"9)  récrire  ainsi  :  4«'6— 2a'^-|-7a'c?--3<i'cr-f-gflc'— 6ô*; 
or,  4<''^ —  2fl'^  se  réduit  évidemment  à  2fl'ô;  7fl'c — 3a'c  se  ré- 
duit 'A  ^a^c'y  donc  le  polynôme  lui-même  revient  à  211'^ -1-4 «'^ 

Que  Ton  ait  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  termes 

H-  7.a^bc\^^a^bc%  -h6a^bc\  —  8a^bc\  -4-  iia^bc\ 

D'abord,  la  somme  des  termes  additifs  -h  ^a^bc- -^Ga^bc- 
-H  II a^bc^  est  égale  à  -+-  ic)a-bc^\  la  somme  des  termes  sous- 
tractifs  —  ^a^bc^  —  Hn^bc^  est  égale  à  —  i2a'bc\  Donc  Tcn- 
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semble  des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à  +  19a  ^^(V-  i2/T^5r% 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit  plus 
forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas ,  on  soustrait  le 
coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  Ton  affecte  le  résultat 
do  signe  — .  Ainsi ,  que  l'on  ait  -♦-  Sa^b  pour  la  somme  des  ter- 
mes positifs,  et  —  6a^b  pour  la  somme  des  termes  négatifs;  comme 
—  8fl'6  revient  à  — 5fl'^— 3a'^,  il  s'ensuit  que  -f-5a'^  —  8a^b 
équivaut  à  4-  5a^ù  —  Sa^à  —  3fl*^,  ou  à  —  3a*b, 

D  où  l'on  peut  conclure  cette  règle  :  Pour  opérer  ta  réduction 
des  termes  semblables^  formez  un  seul  terme  additif  de  tous  les 
termes  semblables  précédés  du  signe  +  ;  ce  qui  se  fait  en  ajoutant 
les  coefficients  de  ces  termes  y  et  en  donnant  leur  somme  pour  coeffi" 
ctent  h  la  partie  littérale  commune.  Formez^  par  le  même  moyen,  un 
feul  terme  soustractif  de  tous  les  termes  précédés  du  signe  — ; 
retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grantle,  et 
donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus  grande, 

(11  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  coefficients  et  jamais  sur  les  exposants.) 
On  trouvera ,  d'après  cette  règle ,  que 

6fl-^  —  8a'6 —  ^a^b   -f-  \5a^b —  a^b      se  réduit  à  -f-  3«'^, 
'jabc^-^abc^  —  fjabc^—  8û^c* -4-  4«6^'S€  réduit  à  —  5«^c*. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espère  d'opération, 
toute  particulière  à  l'Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  V addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  algébriques,  opé- 
rations que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  —  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à  l'esprit  des 
élèves  la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  TArithmé- 
tique,  nous  nous  dispenserons  d'en  répéter  les  définitions,  qui 
doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  l'a- 
rithmétique avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  les  procédés  ne 
peuvent  plus  être  les  mêmes ,  puisque  les  symboles  sont  différents. 
Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à  de  simples  indications,  tantôt 
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Pour  parvenir  à  ce  but,  on  observera  que  si  a,  ^,  r  étaient 
donnés  numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
26  —  3c,  puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu ,  de  4^  ;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  effectuée  dans  Tétat  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  26  de  4^9  ce  qui  donne 
4  a  —  26;  mais  en  retranchant  2  b  unités,  on  a  soustrait  un  nombre 
trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat  en  y  ajou- 
tant 3c.  Ainsi,  Ton  a  /^a  —  26  + 3c  pour  le  résultat  de  la  sous- 
traction proposée. 

Soit  encore  5a'  —  ^ab  ■+•  3bc  —  6'  à  soustraire  de  8a  '  —  naù; 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a'  --  2ab  —  {5a^  —  4a^  -f-  3bc  —  b'). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à  un  seul  polynôme,  obser- 
vous  que  retrancher  5a'  —  ^ab  -h  3bc  —  6'  revient  à  retrancher 
la  différence  entre  la  somme  5a'  +  3  ^c  des  termes  additifs  y  et  la 
somme  4^^  +  ^'  des  termes  soustractifs.  On  peut  d'abord  retran- 
cher 5 a '  -f-  3 ^c ,  ce  qui  donne  Sa'  —  2  ab  —  5a'  —  3^c;  et 
comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  4^^  +  ^S  il 
faut  y  ajouter  cette  dernière  quantité  ,  et  il  vient 

Sa»  —  2a^  —  5a»  —  3^c-|-4^^  +  ^*» 
ou 

8a»  —  2a^  ^5a^  -f-4«^  —  3^c  -f-  A», 

en  rétablissant  Tordre  des  termes;  ou  bien  enfin  ,  en  réduisant , 

3a'-f-2a^—  3/^c4-  b\ 

D'où.  Ton  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  i'un  de  l'autre,  écrivez  h  la  suite 
du  polynôme  dont  il  faut  soustraire^  l'autre  polynôme  en  chan- 
geant les  signes  de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du  polynôme 
résultant^  s'il  y  a  lieu. 

On  trouvera,  d*après  cette  règle, 

I".         5a*  —  4a'6-f-3^'c  ) 

-(3a»^-2a3-8i.'c)   j-7«'-7«'^-^"^V, 

2^  /^ab-^cd    -2^»'4-3a'|  ,     .    o    ,       ;:,, 

ir    I        /     I   .    o  L-,       o    ,\i=  —  au  -\- ôcd — 56». 
—  (5ab  —  4ca -+-  3«»'-f-  3a')) 
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1^.  On  peut  aussi ,  d*aprùs  cette  même  règle ,  faire  subir  à  cer- 
tains poiyDÔmes  quelques  transformations. 

Par  exemple,  G  a- —  3/i^  -f-  2^'    —  :tbc 

revienlcî  6^' — {3ab  — 25*    -+-2^c;. 

Ce  même  7/1'  —  8fl*6— 4*'c  4-6^^ 

rcTicntà  7^*  —  (8a»5-h  4*'^  —  65«), 

ou  bien  encore  à  7  a' —  Sa^b^{^b'r — 6b^). 

Ces  transformations ,  qui  consistent  à  décomposer  \in  polynôme 
en  deux  parties  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  — ,  sont  très- 
utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique, 

16.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est 
géoéralement  admis  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique  {voyez 
pour  la  démonstration  ,  mes  Éléments  d'Arithmétique  ,21*  édition  , 
n^  25  et  {suivants),  c'est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  a  un  monôme  à 
maltipUer  par  un  monôme. 

Soit  7^*6*  à  multiplier  par  4  a' ^-  L'expression  de  ce  produit 
peut  d'abord  s'écrire  ainsi:  7  a  ^5^x4^'^-  Mais  on  peut  la  simplifier, 
en  obsenrant  que,  d'après  le  principe  précédent  et  la  signification 
des  symboles  algébriques  (n®  9),  elle  revient  à  7  X  4  X  aaaaabbb. 
Or,  comme  les  coefficients  sont  des  nombres  particuliers,  rien 
n*empcche  d'en  former  un  seul  en  les  multipliant  entre  eux  :  ce 
qni donne  28  pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à  a*  (7**,  n®  8  ) ,  et  le  produit  bbb  ,  à  5*  ; 
ainsi,  l'on  obtient  pour  résultat  final ,  i%a^b^. 

Soit  encore    i2a*^*c'  à  multiplier  par  8a'^*r/';  ce  produit 
«Tient  à  12  X  8  X  aaaaabbbhhhccdd  j  ou  96a*6*c*r/=. 

D'où  l'on  voit  que,  pour  multiplier  deux  monômes  l'un  par 

Tautre,  il  faut:  i" — multiplier  les  deux  coefficients  entre  eux  ; 

1^^  écrire  à  la  suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à 

la  fois  dans  le  multiplicande  et  le  multiplicateur ,  en  affectant 

Jlg,  £.,  lo*  éd.  a 
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chaque  lettre  d'un  exposant  égal  à  la  somme  des  deux  exposants 
dont  cette  même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs  ;  3**  —  si 
une  lettre  n'entre  que  dans  un  des  facteurs  ^  récrire  au  produit  avec 
l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur, 

La  règle  relative  aux  coerBcients  n'ofTre  aucune  difficulté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposants ,  il  faiil 
observer  qu'en  général ,  un  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit,  qu'ilTest ,  tant  dans  le  multiplicande 
que  dans  le  multiplicateur.  Or  (n°  8) ,  les  exposants  des  lettres 
marquent  le  nombre  de  fois  qu'elles  entrent  comme  facteurs; 
donc  la  somme  des  deux  exposants  d'une  même  lettre  mar- 
que le  nombre  de  fois  qu'elle  doit  être  facteur  dans  le  produit 
demandé. 

On  trouvera,  d'après  la  règle  précédente,  que 

Sa^bc^  X  '}abcd^  =    56a^b^c^d\ 
:iia'b'cd>::8abc^    =  i68a'b'c*d, 
^abc  X  7<3{^        =  7&abcdf 

17.  Passons  à  la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d'abord  deux  polynômes  a-^-b-^ceid-^f^  com- 
posés de  termes  tous  additifs  ;  on  peut  présenter  le  produit  sous  la 
forme  {a-^  b  -^  c){d  -f-/).  Mais  on  a  souvent  besoin  de  former 
un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué  ;  et  dest  en  cela  surtout 
que  consiste  la  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or  il  est  évident  que  multiplier  la  somme   a-^b-^-c  par  i 
d  '\'  f  revient  à  prendre  a  -4-  6  -4-  c  autant  de  fois  qu'il  y  « 
d'unités  dans  </,  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans/,  et  à  | 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a  -h  ^  -f-  c  par  d ,  c'est 
prencfre  d  fois  chacune  des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les  j 
produits  partiels,  ce  qui  donne  ad  -^  bd  -{-  cd.  De  même,  mul- 
tiplier a  -f-  ^  -h  c  par/,  c'est  prendre  /  fois  chacune  des  parties 
du   multiplicande,   et  réunir  les  produits  partiels.  Donc  enfin 
(fl  -h  6  -h  c)  (rf  -+-/)  =  arf  -4-  W  4-  crf  -*-  a/H-  A/ -H  cf. 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  termes 
tous  additifs ,  //  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du 
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multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multiplicatenr  y  vt  ajoutri 
tous  les  produits. 

Si  les  termes  sont  affectés  de  coefficients  et  d'exposants ,  on  suit 
les  règles  prescrites  (n°  16)  pour  la  multiplication  des  monômes. 
Par  exemple ,  {3a^-^^ab'-hb^){2a -h/5 b  )  donne  pour  produit 
6fl^  -+-  8a^b  -+-  2fl6*  -¥•  i5a*b  ^-  aofl6*  H-  5^*,  ou  réduisant , 

Pour  nous  rendre  compte  du  cas  le  plus  général ,  commençons 
par  remarquer  que  y  si  le  multiplicande  renferme  des  termes  addi- 
tifs et  des  termes  soustractîfs,  ce  facteur  exprime  une  difTérence 
enlre  le  nombre  d'unités  marqué  par  la  somme  des  termes  addi- 
tifs et  le  nombre  d'unités  marqué  par  la  somme  des  termes  sous* 
tractife.  Même  raisonnement  par  rapport  au  multiplicateur.  D*où 
il  suit  que  la  multiplicatioa  de  deux  polynômes  quelconques  est 
ramenée  à  la  multiplication  de  deux  binômes ,  tels  que  a  ^  b  , 
c—d  [a  désignant  la  somme  des  termes  additifs,  et  — 6  la 
somme  des  termes  soustractifs  du  multiplicande];  il  en  est  de 
même  par  rapport  au  multiplicateur  c  —  d.  Voyons  donc 
comment  on  peut  effectuer  la  multiplication  exprimée  par 
(a^b){c^d). 

Or  maltipHer  a  —  b  par  c  —  d  revient  évidemment  à  prendre 
a—  6  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c,  mo//»  autant  de 
(bis  qu'il  y  a  d'unités  dans  dy  ou  bien  à  multiplier /i  —  b  par  c, 
«à  retrancher  du  produit  celui  de  a  —  b  par  d.  Mais  multiplier 
û  —  i  par  c  revient  à  multiplier  c  par  a  —  b  (en  vertu  du  prin- 
cipe énoncé  n®  16);  ce  qui  donne  évidemment  ca  —  cb,  ou 
oc-^  bc.  De  même,  le  produit  de  «  —  b  par  d  e%i  ad  —  bd;  et 
comme  on  vient  de  voir  que  ce  dernier  produit  doit  être  reIran* 
<^é dii  précédent  ac—'bc^  il  faut  (n**  14)  changer  les  signes  de 
orf—  bdy  et  l'écrire  à  la  suite  de  ac  —  Ac,  ce  qui  donne  enfin 

(fl  —  b)  [c  —  il)  '=.ac  —  bc  —  û^-h  bd. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
<)^étre  formé,  on  verra  que ,  dans  toute  multiplication  ,  si  l'on  con- 
^flèretous  les  termes  additifs  du  multiplicateur,  il  faut  multiplier 
chacun  des  termes  du  multiplicande  y  tant  additifs  g /ir  soustrnc- 

3. 
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ti/s ,  par  CVS  termes ,  et  affecter  les  produits  partiels  de  signes  sem- 
blables a  ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés;  et  en 
considérant  les  termes  soustracti/s  du  multiplicateur,  maltipiier  de 
même  chacun  des  termes  du  multiplicande,  tant  additifs  que  sous- 
tractifs ,  par  ces  termes  ;  mais  affecter  les  produits  partiels  de  signes 
contmires  h  ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés. 
Quant  a  la  multiplication  partielle  d'un  terme  du  multiplicanfir 
par  un  terme  du  multiplicateur,  on  suit  les  règles  établies  pour  les 
monômes  (n"  10). 

Soient,  par  exemple  ,  les  deux  polynômes 

e\  2fl'  —  3r7^       —  4^'» 

8fl^  —  loa'b  —  i&a^b^  -+-  ^a' b'' 

—  i2«*6-f- i5rï^/-»' -h  24^'^'  —  ^'''^* 

—  i6rt'^'-+-2on'^^H- 32fl^*    —  S^*- 

Sa'  '-T.T.a'b  —  17/1^6' -f-  48/ï»/r'  -h  26^/^'  —  %b\ 

Après  avoir  disposé  les  polynômes  Tun  au-dessous  de  l'autre , 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2/1=  du 
second  ,  ce  qui  donne  8û*  —  lo/i*^—  i&a^b-  -^-^a^b^  poly- 
nôme dont  les  signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multipli- 
cande. Passant  ensuite  au  terme  3a6  du  multiplicateur,  comme 
ce  terme  est  affecté  du  signe  —  ,  on  multiplie  chacun  des  tenues 
du  multiplicande  par  ce  terme ,  en  ayant  soin  d'affecter  chaque 
produit  d'un  signe  contraire  à  celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicande ,  ce  qui  donne  —  1 2  a'  />  -h  1 5  «*  ^'-f  24  «'  b^ —  &ab^ , 
produit  que  Ton  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  4^S  Qui  est 
aussi  soustractif,  ce  qui  donne  —  1 6  a'  ^'  -4-  20  o'  6'  -f-  32  fl6*  —  8  6*. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  ctilon  obtient 
enfin  pour  l'expression  la  plus  simple  du  produit,         -v- ;^ 

8/1*  —  22fl*6—  i7«'6'-j-48fl»6'-f-  9&nb'-^Sb\ 

La  règle  des  signes ,  qui  est  la  plus  importante  à  retenir  dans 
la   multiplication  de   deux    polynômes,   peut  s'énoncer   ainsi  : 


REMABQUES    SUR    LA    MLTLTIPMCATIOX.  ?.  I 

Toutes  les  Jois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multi-- 
plicateur  sont  affectés  du  même  signe ,  le  produit  correspondant 
est  affecté  du  signe  -f-  ,"  et  lorsque  les  deux  fermes  sont  affectés  de 
•(ignés  contraires ,  le  produit  est  affecté  du  signe  — . 

On  dit  encore,  en  langage  algébrique ,  que  ^-  multiplié  par  -f- , 
ou  —  multiplié  par  — ,  donne  -f- ,  et  que  —  multiplié  par  -f-,  ou 
4- multiplié  par  — ,  donne — .  Mais  ce  dernier  énoncé,  qui 
n'offre  aucun  sens  raisonnable  en  lui- même  (puisriu'on  ne  sait  r<^ 
que  signifie:  multiplier  entre  eux  des  symboles,  non  de  quantités , 
mais  d'opérations  arithmétiques) ,  ce  dernier  énoncé,  dis- je,  doit 
être  seulement  regardé  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  D'est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes,  pour 
abréger  le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes,  mais 
qui  ont  l'avantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 

»*'  Exemple.   3/i»  —  5  W  -h  cf 

Pioduitsimpl.—  1 5rt<+37a'ô«/— 29/îV/--2o6V/^4-44^<''(^---S</''- 

2'  Exemple,  i^aH^  —  5fl*^'c-h  8a*^c'  —  Za^c^  —  '^abc' 
7.ab^  —  /^abc    —  nbc^     -4- c^ 

ISa*b*  — iOfl»6*c-h28«'^^c*  — 34/ï^ô'c^ 
—  ^aH'^c^-^iGa*  b^c  -^  i2a^ bc^  4-  'ja-b^c* 
-hi4fl'^c*4-i4«ô'c*--    3fl'r*      —  ']abc*, 

i8.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement.  —  Si  les  polynômes  qu'on  se  piopose  de  multi- 
plier l'un  par  Tautre  sont  homogènes  (n""  iij  (et  la  plupart  des 
questions  qu^on  cherche  à  résoudre  par  le  secours  de  l'Algèbre  , 
les  questions  de  Géométrie  principalement ,  conduisent  à  de  sem- 
blables expressions) ,  le  produit  de  ces  deux  polynômes  est  aussi 
homogène;  c'est  une  conséquence  évidente  des  règles  relatives  aux 
lrtirc*si*r  aux  exposants  dans  la  multiplication  des  quantités  mo- 
n«)mes.  En oulii' ,  le  degré  du  produit  de  chaque  firme  doit  être 
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égal  à  la  somme  des  degrés  de  deux  termes  quelconques  du  muUt- 
plicande  et  du  multiplicateur.  Ainsi ,  dans  le  premier  des  deux 
exemples  précédents  ,  tous  les  termes  du  multiplicande  étant  du 
deuxième  degré,  ainsi  que  ceux  du  multiplicateur,  tous  les 
termes  du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Dans  le  second ,  le 
multiplicande  étant  du  cinquième  degré ,  et  le  multiplicateur  du 
troisième  degré ,  le  produit  est  du  huitième  degré.  Cette  remarque 
sert,  dans  la  pratique,  à  reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par 
rapport  aux  exposants*  Par  exemple ,  si  Ton  trouve  que ,  dans 
Tun  des  termes  d^un  produit  qui  doit  être  homogène  ,  la  somme 
des  exposants  est  égale  à  6 ,  tandis  qu'elle  est  égale  à  7  dans  tous 
les  autres  termes,  il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des 
exposants  ;  et  alors  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes 
qui  ont  formé  ce  produit  partiel. 

Secondement.  — Lorsque,  dans  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes, le  produit  n^offre  aucune  réduction  de  termes  semblables , 
le  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  du  nombre 
des  termes  du  multiplicande  ^  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
du  multiplicateur  ;  c'est  une  conséquence  de  la  règle  (n**  17). 
Ainsi ,  que  l'on  ait  5  termes  dans  le  multiplicande,  et  4  dans  le 
multiplicateur ,  il  y  en  a  5  X  4  9  ou  20 ,  dans  le  produit.  En 
général ,  si  le  multiplicande  se  compose  de  m  termes  et  le  multipli- 
cateur de  n  termes,  le  produit  en  renferme  m  X  n. 

Troisièmement.  —  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables ,  le  nom- 
bre total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoup  moins 
grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  différents  termes  du 
produit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire  avec  aucun  autre: 
ce  sont ,  i^  le  terme  provenant  de  la  multiplication  du  terme  du 
multiplicande  affecté  du  plus  haut  exposant  d'une  quelconque  des 
lettres  f  par  le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  expo- 
sant de  la  même  lettre  ;  2"  le  terme  provenant  de  la  multiplication 
des  deux  termes  affectés  du  plus  faible  exposant  de  la  même  lettre. 
En  effet,  ces  deux  produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre 
avec  un  plus  haut  ou  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres 
produits  partiels  ;  par  conséquent,  ils  ne  peuvent  ôlre  semblables 
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aax  autres  produits.  Cette  remarque ,  dont  la  vérité  se  déduit  de 
la  règle  des  exposants ,  sera  d'une  très-grande  utilité  dans  la 
division. 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a  rapport  h  la  multiplication  algé- 
brique, nous  ferons  connaître  différents  résultats  de  multiplica- 
tion, d'un  usage  fréquent  en  Algèbre. 

i**.  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance  • 
d'an  binôme  a  +  b.  On  a,  d'après  les  principes  connus, 

c  «t-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  tjuantités  se  compose 
éi  carré  de  la  première  quantité,  plus  le  carré  de  la  seconde,  plus 
le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi,  soit  à  former  le  carré  de  5a*  -f-  8rt'^;  on  a,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  (5/z' -f- 8fl«ô)»  =25««-h8oa'ô  -+-64û*^'. 

2".  Soit  à  former  le  carré  d'une  différence  a  —  b. 

On  a      (a  —  by  z=i  (a  ^  b)  {a --  b)  =z  a^ --  nab  H-  b^; 

c'csl-à-dire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  com- 
pose du  carré  de  la  première ,  plus  le  carré  de  la  seconde,  moins  le 
double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi      (7fl»^»— i2/i6»)»=r49fl«/i<— i68fl*^*-f-i44û**S 

3'.  Soit  proposé  de  multiplier  a  -^  b  par  a  —  b. 
On  a  (a  +  ^)  (^/  —  b)=za'*  —  b^.  Donc  la  somme  de  deux  quan- 
tités, multipliée  par  leur  différence  ^  donne  pour  produit  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés,  (C'est  le  théorème  démontré  n°  15.) 

.\insi      (8  «=  4-  7  ab^)  (8a*  —  7  ab^)  =  64/i«  —  49  aH\ 

On  peut,  en  combinant  ces  différents  résuluts,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  pro- 
cédé ordinaire.  Soit,  par  exemple,  à  multiplier  Sa'  —  ^ab  -h  3  A' 
par5fl'  —  ^ab  —  36*j  si  l'on  remarque  que  la  première  de  ces 
denx expressions  est  la  somme  de  deux  quantités  Sa' — ^ab  et  3^% 
^  la  seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mêmes  quantités , 
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on  trouve  de  suite  pour  le  produit , 
(5a'  —  ^aby  —  (3^') '  =  25«'  —  4ort^^  4-  iGa^d^  —  g^*. 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  Ton 
vient  d*obteuir,  on  voit  que  leur  composition ,  ou  la  manière 
dont  ils  se  forment  à  l'aide  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, est  tout  à  fait  indépendante  des  valeurs  particulières  qu'on 
peut  attribuer  aux  lettres  a  et  ^  qui  entrent  dans  les  deux  fac- 
teurs. 

En  principe  ,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme  h 
l'aide  de  ses  deux  facteurs ,  s'appelle  la  loi  de  ce  pi^duit  ;  et  cette 
loi  reste  toujours  la  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois, 
d'après  son  inspection,  le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  sou- 
vent utile. 

Soit  le  polynôme  26/1*  —  Zoa^b  -f-  i5tf -6'  :  il  est  évident  que 
les  facteurs  5  et  a^  entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5fl'(5/z'  —  i^ab  -f-  3  b-)* 
De  même,  64 «*^®  —  ^Sa^b*  se  transforme  en 

(Sa'b'  -h  5ab'){8a'b'  —  Sab'). 

En  effet,  64 «*^*  et  aSa^b*  étant  les  carrés  de  8a*b^  et  Sab*^  il 
s'ensuit  que  l'expression  proposée  est  la  différence  de  deux  carrés, 
et  qu'elle  est  (n**  19)  décomposable  dans  la  somme  des  racines  de 
ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  des  mêmes  racines. 

De  la  Division  algébrique. 

22.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique  »  a 
pour  but,  étant  donné  un  produit  de  deux  facteurs  et  l'un  de  ces 
facteurs ,  de  trouver  le  second  facteur. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  monômes. 

Soit  à  diviser  72/1^  par  8«^  ce  que  l'on  indique  ainsi  :   ^T' 


DIVISION    USS    MONOMES.  ?-5 

On  (kmantie  une  troisième  quantité  monôme  qui,  multipliée  par 
la  seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d'après  les  règles  établies 
pour  la  multiplication  des  monômes,  la  quantité  cherchée  doit 
être  telle,  que  son  coefficient,  multiplié  par  8,  donne  pour  pro- 
duit 72,  et  que  Texposant  de  la  lettre  a  dans  cette  quantité, 
ajouté  à  3,  exposant  de  la  lettre  a  dans  le  diviseur,  donne  pour 
somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  l'on  obtiendra  cette 
quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de  l'exposant  5  Tex- 

posant  3,  ce  qui  donne  ^—7  =  9«';  et,  en  effet,  on  a 

8û^X9a'  =  72n*. 
On  a,  d*après  les  mêmes  remarques, 

— ^.— =:5rt'èc;     et,  en  effet,     7^^X  5«'^c  =  35«*è'r; 

d'où  Ton  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  Tun  par  l'autre, 
il  faut,  i«  —  diviser  les  deux  coefficients  l'un  par  Vautre; 
2'  —  pour  les  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur ^  écrire 
chacune  d'elles  à  la  suite  du  coefficient ,  en  l* affectant  d'un  expo- 
sant égal  à  l'excès  de  l'exposant  tlu  dividende  sur  celui  du  divi- 
seur; 3®  —  écrire  à  la  suite  et  avec  leurs  exposants  respectifs,  les 
lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le  diviseur. 
On  trouvera,  d'après  cette  règle , 

48«^6VV/        ,   ,^    ,       xSoa^b'cd'       tr  .L.    , 
î- —  =  4  a»  bcd,      -= =z  5  «'  à'  cil. 

[  Voyez  le  n'^Si,  pour  le  cas  où  les  exposants  d'une  même  lettre 
sont  égaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.) 

83.  Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  mo- 
Dômes  est  impossible, /?/vm/er<?/7?e/ir,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 
divisibles  l'un  par  Tautre;  en  second  lieu,  si  certains  exposants 
sont  plus  forts  au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième  lieu,  si 
le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent 
|>as  dans  le  dividende.  Dès  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  trois  cir- 
ronslanccs  se  rencontrent,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un 
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monôme  fractionnaire  j  c'est-à-dire  d*une  expression  dans  laquelle 
entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la  division,  mais 
qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit ,  par  exemple ,  it^ a^b^cdk  diviser  par  8 a* bc *. 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c'est- 
à-dire  un  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  division ,  parce  que  1 2 
n*est  pas  divisible  exactement  par  8 ,  et  qu'en  outre ,  l'exposant  de  c 
est  moins  grand  au  dividende  qu'au  diviseur.  Ainsi*  on  p^s^^^^''^ 

,  .         ,  ,,  ,     ^  iia^b^cd 

le  quotient  demande  sous  la  forme  -7= — -, —  ;  mais  on  peut  sim- 

plifier  cette  expression,  en  remarquant  que  les  facteurs  4»  ^^»  ^ 
et  c ,  étant  communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction,  rien  n'em- 

.111               .               ,.                      .     ,         Zà^bd 
pechc  de  les  suppnmer;  et  1  on  a  pour  résultat,  • 

£n  général,  pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire,  il  faut, 
1  °  —  suppnmer  le  plus  grand  facteur  commun  aux  deux  coeffi- 
cients ;  2°  —  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposants  d'unr 
même  lettre^  du  pliu  grand ,  et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  d'exposants  dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction 
ou  l'exposant  était  le  plus  grand;  3**  —  écrire  les  lettres  non  com- 
munes ,  avec  leurs  exposants  respectifs,  dans  celui  des  deux  termes 
de  la  fraction  où  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera ,  d'après  cette  nouvelle  règle , 

^Sa^b^cd^  _^ad^       S'jab^c^d __3']b*c         'ja^b   __     i 
36a*b^c'de^  3bcê^     6a*  bc^d^'^  6a'd^      \^tFb^'~~  ^ab 

Dans  le  dernier  exemple,  comme  tous  les  facteurs  du  dividende 
se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à  Vunité,  parce 
que  cela  revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le 
numérateur. 

44.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont 
les  mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Soit ,  par  exemple,  à  diviser  9.^a^  6'  par  8<i'  A*;  comme  la  lettre 

b  est  affectée  du  même  exposant ,  le  quotient  ne  doit  pas  la  ren  - 

24  fl^^»  .  .     , 

fermer,  et  1  on  a  ^      ■  =  3«.  Maison  remarque  que  ce  résultat 
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^a  peut  être  niis  sous  nne  forme  propre  à  conserver  la  trace  de  la 

lettre  b  qui  a  disparu  par  TefTet  de  la  réduction. 

b* 
En  effet,  si  Ton  applique ,  par  cont»ention,  à  l'expression  -^7 

b* 
la  règle   des  exposants  (n®  Î2),  il  vient  t-,  =  b"*.  Ce  nouveau 

srmbole  A"  indique  {n?  8)  que  la  lettre  entre  o  fois  comme  facteur 
diQS  le  quotient,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  qu'elle  ne  doit  pas 
rentrer;  mais  il  indique  en  même  temps  qu'elle  entrait  dans  le 
dividende  et  le  diviseur,  et  qu'elle  a  disparu  par  l'effet  de  l'opéra- 
tioD.  Ce  symbole  a  l'avantage  de  conserver  la  trace  d'un  nombre 
qui  Élisait  partie  de  la  question  que  Ton  avait  en  vue  de  résoudre, 
sans  pour  cela  changer  en  rien  le  résultat  ;  car,  puisque  b^  pro- 

b^ 

MeDl  de  -^7  qui,  d'ailleurs  est  égal  à  i ,  il  s'ensuit  que  3ab^  équi- 
vaut à  3a  X  I  on  3a,  De  même 

i5a*b'c*       ^      ^ 
ôa^bc^ 

Comme  il  importe  d'avoir  des  notions  exactes  sur  Torigine 
et  la  signification  des  symboles  employés  en  Algèbre,  nous  nous 
proposons  de  faire  voir  qu'e/i  générai,  toute  quantité  a,  affectée 
de  Vexpasant  o,  équivaut  k  i,  c^ est- à-dire  que  l'on  a  a^=  1, 

En  effet,  cette  expression  provient ,  comme  nous  venons  de  le 
dire ,  de  ce  que  a  est  affecté  du  même  exposant  au  dividende  et  au 

tliviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  c  **  =  -^  (/w  dési- 

;;nant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d*expo- 
^Qt  à  a).  Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même 

^t  1  ;  donc  —  =  1  :  donc  aussi  Ton  a  «  **  =  i . 

Le  symbole  a®  n'est,  nous  le  répétons  ,  employé  ,  par  conven- 
tion, qne  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  lettre  qui 
finirait  dans  l'énoncé  d'une  question ,  mais  qui  doit  disparaître  par 
IVffet  d*une  division  ;  et  il  est  soit  vent  nécessaire  de  conserver  cette 

trace. 
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2».  Soit  il  diviser  5 wi'^* -h  loa*  —  ^8u^b  —  i5^«  -^  ^^ib\ 
par  ^ab  —  5a'  -h  3  b^. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

5\a^b^^ioa'    — 48a'6  — i56'-h4«6'  \       4r/^--5g"-h  3  ^^ 


Sfja'b^ — /^oa^b  —  i5b*  -i- J^ab^ 
— 32fl»ô'-|-4ofl*à  —  24  û^' 

25  rt'^' — 15^*     — ^oab^ 
-^2oab^  —aSa^b^-hiSb* 


Le  but  de  cette  opération  est,  comme  nous  Tavons  déjà  «lit 
(n®22),  fie  trouver  un  troisième  polynôme  qui ,  multiplié  par  le 
second  y  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n°  17)  pour  la 
multiplication  des  polynômes ,  que  le  dividende  est  Tassemblage , 
par  addition  et  après  réduction ,  des  produits  partiels  de  chacun 
des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun  des  termes  du  quo- 
tient cherché.  Cela  posé,  si  Ton  pouvait  découvrir  dans  le  divi- 
dende ,  un  terme  qui  provint ,  sans  réduction ,  de  la  multipUcalion 
de  Tun  des  termes  du  diviseur  par  Tun  des  termes  du  quotient, 
alors,  en  divisant  Tun  par  Tautre  ces  deux  termes  du  dividende 
et  du  diviseur,  on  serait  sûr  d'obtenir  un  terme  du  quotient 
cherché. 

Or,  d*aprèsla  troisième  remarque  du  n°  18,  le  terme  loa*,  af- 
fecté du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a ,  provient  sans  réduction , 
de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du  quotient, 
affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisant  le  terme  loa*  par  le  terme  — 5,«*  du  diviseur, 
on  sera  certain  d'avoir  un  terme  du  quotient  chet*ché.  Mais  il  se 
présente  ici  une  difficulté,  c'est  de  déterminer  le  signe  dont  le 
ti'rmc  du  quoliont  doit  être  affcclé.  Pour  ne  pasélre  arrêté  dorr- 
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savant  a  ce  sujet ,  nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle 
ifi  Signes  de  la  riittixion. 

Comme,  dans  la  multiplication,  le  produit  des  deux  termes  de 
môme  signe  est  affecté  du  signe  + ,  et  que  le  produit  de  deux 
fermes  de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  —  ,  on  peut  con- 
clure :  i*'  —  que,  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  H-,  et  cehti  du 
iii\isrur  le  signe  +  ,  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  H-  ; 
t  ~  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  -h  et  le  ternie  du  divi- 
seur le  signe  — ,  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  — ,  parce 
qn  il  n'y  a  que  le  signe  —  qui ,  combiné  par  multiplication  avec 
le  signe  —  du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  -h  du  divi- 
dende; 3°. —  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  — ,  et  le  terme 
an  (Il visent  le  signe  -H»  le  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  4° —  en- 
fin, ù  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  diviseur  le  signe  — ,  le 
quotient  doit  avoir  le  signe  + . 
Fai  résamant,  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 
•Si  les  deux  termes  du  dtpidende  ei  du  diviseur  sont  de  même 
*'?«<:,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  H-  ;  et  s'ils  sont  affectés 
de  Monts  contraires ,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — .  On  dit 
encore,  par  abréviation , 

H-  divisé  par  -+-,  et  —  divisé  par  — ,  donnent  -\-  ; 
—  divisé  par  -+-,  cl  -H  divisé  par  — ,  donnent  —  . 

Revenons  à  notre  objet. 

D^mslexemple  proposé ,  loa^  et  —  5a'  étant  affectés  de  signes 
(ontraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  d'ailleurs  io«* 
divise  pr  5a'  donne  2 a'  (n°  M);  donc  —  2a*  est  un  terme  du 
quotient  cherché.  Après  l'avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on 
multiplie  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme ,  puis  on 
«lustrait  le  produit  —  8a^*  -h  ioa<  —  6a'^',  du  dividende,  ce 
qui  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des  signes  contraires ,  au- 
dessous  du  dividende,  et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi 
P«ar  résultat  delà  première  opération  partielle, 

570'^'  — 4o/i'6—  \Sh'  -\-  ^aj?\ 
^f  résultat  se  compose  des  profiuils  partiels  de  chacun  des 


30  DIVISION 

termes  du  diviseur  par  chacun  des  ternies  qui  restent  à  déterrainei 
au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comnae  un  nouveau  divi 
dende,  et  raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende  proposé.  0^ 
est  alors  conduit  à  prendre,  dans  ce  résultat ,  le  terme  —  ^oa-  b 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  a,  et  à  le  diviser  par  le  mém^ 
terme  —  5a'  du  diviseur.  Or,  d'après  les  principes  précédents 
—  ^oa^  b  divisé  par  —  5  a'  donne  pour  quotient ,  -h  Sab^  non^ 
veau  terme  qu'on  écrit  à  la  droite  du  premier.  Multipliant  chacur 
des  termes  du  diviseur  par  ce  terme ,  et  écrivant  les  produits  ave^ 
des  signes  contraires,  au-dessous  du  second  dividende,  puis  faî^ 
sant  la  réduction ,  on  trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

25  <i'  ô'  —  1 5  ^*  —  loab^  ; 

divisant  encore  25  a'  6'  par  —  5a  %  on  a  pour  quotient,  —  5  ^%  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  pail 
ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  con^ 
traires,  au-dessous  du  troisième  dividende ,  puis  faisant  la  réduc^ 
tion  ,  on  obtient  pour  résultat,  o.  Donc  —  2a'  -h  8aA  —  Sb\  m 
8a6  —  2a'  —  5ft%  est  le  quotient  demandé  ;  ce  qu'on  peut  d'ail- 
leurs vérifier  en  multipliant  le  diviseur  parce  polynôme  :  le  pro- 
duit effectué  doit  être  égal  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents ,  on  voit  que , 
comme  dans  chaque  opération  partielle ,  on  est  oblige  de  recher* 
cher  le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  Tune 
des  lettres,  et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  Aii 
plus  haut  exposant  de  la  même  lettre,  on  éviterait  cette  recherche 
si  on  avait  le  soin  ii^ écrire  a  priori  les  termes  du  dividende  et  du 
€iipiseur,  de  manière  que  les  exposants  d'une  même  lettre  allassent 
en  décroissant  de  gauche  à  droite.  C'est  ce  qu'on  appelle  ORooimER 
le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre.  Au 
moyen  de  cette  préparation ,  le  premier  terme  à  gauche  du  divi- 
dende ,  et  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur,  sont  toujours 
les  deux  termes  qu'il  faut  diviser  l'un  par  l'autre  pour  avoir  un 
des  termes  du  quotient  ;  et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les  opé- 
rations suivantes,  parce  que  les  quotients  partiels  et  les  produits 
du  diviseur  par  ces  quotients  sont  continuellement  ordonnés. 
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Voici  le  tableau  des  calculs  de  Texemple  précédent ,  après  que 
1 OD  a  ordonné  les  deux  polynômes  : 


-h^oa^  b  —  32fl*6* —  o^ab^ 

25fl'^'4-20tf3^-+-ï56* 


86.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  Tun  par  l'autre  :  Après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le 
diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre,  diviser  le  premier  terme  à 
gauche  da  dividende  par  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur, 
vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du  quotient;  multipliez  le  divi^ 
seur  par  ee  terme,  et  retranchez  le  produit  du  dividende  proposé. 
Divisez  ensuite  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur,  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multipliez 
le  diviseur  par  ce  second  terme,  et  retranchez  le  produit  du  résultat 
de  lu  première  opération.  Continuez  ainsi  les  opérations  Jusqu'à  ce 
qu'enjùi  vous  obteniez  pour  résultat,  o  :  auquel  cas ,  la  division 

KST  DITE   EXACTE. 

Lonque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné  n*est  pas  exac- 
tement divisible  (n®  S5)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné,  c'est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'y  a  paA  de  polynôme  entier  qui ,  multiplié  par  le 
diviseur,  paisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on  recon- 
naît qu^une  division  est  impossible,  lorsque  le  premier  terme  de  l'un 
des  dividendes  partiels  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du 
^viseur. 

S7.  Nous  remarquerons  en  passant  que,  s'il  y  a  quelque  ana- 
logie entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique,  par 
rapport  à  la  manière  dont  les  ralctils  sont  disposés  et  effectués , 
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elles  ont  entre  elles  cette  différence  essentielle  que,  dans  la  divi- 
sion arithmétiqne ,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par  tâton- 
nement, tandis  que,  dans  la  division  algébrique,  le  quotient  que 
Ton  obtient  en  divisant  le  premier  terme  d*un  dividende  partiel 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des  termes  du 
quotient  cherché.  Si  cette  division  partielle  ne  peut  s'effectuer,  on 
doit  conclure  tout  de  suite  que  la  division  totale  est  impossible. 
Sous  ce  rapport ,  la  division  algébrique  est  plus  simple  que  la 
division  arithmétique. 

En  outre,  rien  n'empêcherait  de  commencer  l'opération  par  la 
droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche,  puisque  alors  ce 
serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  de 
la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique,  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu'en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l'indépendance  des  opérations  partielles  que 
comporte  le  procédé ,  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  an  quotient , 
soustraction  indispensable,  on  peut,  à  la  seconde  opération,  diviser 
l'un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et  du 
diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d'une  lettre  différente  de 
celle  que  l'on  avait  considérée  d'abord  ;  et  l'on  obtiendra  encore 
un  des  termes  du  quotient  qui  restent  à  déterminer.  Si  l'on  con- 
serve la  même  lettre ,  c'est  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
en  changer,  et  que  les  denx  polynômes  étant  déjà  ordonnés  par 
rapport  à  la  première  lettre ,  les  premiers  termes  à  gauche  dans  le 
dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à  donner  un  terme  du  quo- 
tient, tandis  que,  si  Ton  changeait  de  lettre,  il  faudrait  chercher 
de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut  exposant  de  cette 
lettre. 

Deuxième  exemple. 

28.  Diviser  aix'j'-haSx'j^^^eSxj*— 407^— 56^:^— i8j:*r 
par 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  en  ordonnant  par  rapport  à  y  : 

2*  reste —  iSx^^^-fSSx*^»— i8x<^— 56a:* 

-f- 1 5jr'^—  i82?*jra_24ry 

3*  reste -h35x»j'— 42jc*y— 56x* 

— 35x^j'H-42x</4-5dg» 
reste  final o 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  avec  les 
opérations  algébriques ,  et  surtout  de  calculer  promptement ,  nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant  les 
simplifications  qu'il  est  à  propos  d'introduire. 

£1les  consbtent,  comme  en  Arithmétique,  à  soustraire  du  divi- 
dende chaque  produit  partiel,  immédiatement  après  avoir  formé 
ce  produit. 

^4or'+68xy'^25xy4-2ix'r'— »8x«r— 56jt*|       Sr'—exj— 8x' 

*^reste..4-20X7*— 39r»jr'4-2 1  x^r*—  1  Rr^.r— 56x*}— 8j'-4-4-rr'-3j:»j4-7x' 
2*  reste. . .  —  1 5jr*^'H-53x^j»—  1 8x*j— 5&r* 

3«  reste ^-35x»7»— 42x*j— 56^-* 

reste  final o 

Si  l'on  divise  d'abord  —  4^^*  P^**  ^J%  '^  vient  pour  quotient 

—  8/^  Multipliant  Sy^  par  —  8j\  on  a  —  4^/%  ^"'  »  changé  de 
signe,  donne  -h  ^oy^;  et  ce  terme  détruit  le  premier  terme  du 
dividende. 

De  même,  ôx^-  x  —  8j^donne  -f-,  et  pour  la  soustraction , 
--  48^/S  qui,  réduit  avec  -f-  6Sxx%  donne  pour  reste  -h^2o  j:/*. 
F.nfin,  —  8x'  X  —  Sy^  donne  -|-,  et  pour  la  soustraction, 

—  64^'j '  <l"î»  réduit  avec  -f-  25x'/%  donne  —  3gx^j\  Le  ré- 
sultat de  la  première  opération  est  donc  -h  2oarj*  —  39^:'^*  suivi 
des  antres  termes  du  dividende  qui  n'ont  pas  été  réduits  avec  les 
prodoits  partiels  déjà  obtenus. 

J/g.  B.,  io«  éd.  3 
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On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  le 
dividende  primitif;  el  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple. 

Soit  à  diviser  cfia  —  ySfl*  -h  56/i*  —  a5  —  Sgr/' 

par  — 3fl'-f-5 — iiû-H7a*. 

56a*—  5911*  —  780 '4-9511  —  25  Hfl* —  3/i' —  \io  4-5 
i*'  reste..  —  35fl*  4-  i5û'4-55fl  —  25  )  8û  —  5 

2«  reste..  o 

89.  Il  peut  arriver  que  Tun  des  polynômes  proposés ,  ou  tous 
les  deux ,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d'une  même  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on ,  dans  ce  cas ,  disposer  les  polynômes  et  elTec- 
tuer  la  division? 

Soit  à  diviser 

iia^b  —  i^abc-^  \oa^  —  i5fl'c4- 3û^*  4-  i5^c'  —  5^'r 

par  5fl'4-3fl^  —  5^r. 

On  remarque  que  les  deux  termes  wa^h  —  i5û*c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme 

(îi6—  i5c)fl%     ou  i- 

^  '  —  i5c| 

en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a%  et  plaçant  à  gauche, 
dans  une  même  colonne  verticale,  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance;  ce  polynôme  multiplicateur  s'appelle 
alors,  par  extension  (n°  Sj,  le  coefficient  de  a*. 

[Cette  seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d*une  même 
puissance  est  préférable  à  la  première,  sous  deux  rapports  : 
i«  parce  que,  s'il  y  a  beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le 
diviseur,  on  a  de  la  peine  à  les  faire  tous  tenir  sur  une  même  ligne 
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horiiontaie  ;  2^  parce  que ,  comme  le  coefficient  de  chaque  puis- 
sance doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  à  une  seconde 
kttre,  on  est  obligé,  si  le  premier  terme  est  soustractif,  de  faire 
éprouver  aux  termes  une  modification  qui  peut  induire  en  erreur 
lorsqu'on  emploie  la  première  manière.  Soit,  par  exemple,  Tex- 
pression  —  i56*<i'  H-  ']bca^  —  8 c'a»;  la  modification  consiste  à 
meure  cette  expression  sous  la  forme 

—  (i56'— .7Ac-h8c»)/i» (n*»!»); 

au  lieu  que  par  la  seconde,  on  Técrit  ainsi  :  —  i56' 

-    Se» 

et  de  cette  manière,  on  a  l'avantage  de  conserver  à  chaque  terme 
le  signe  dont  il  était  d'abord  affecté.  ] 


Pareillement,  —  i^abc-^-Zab^  s'écrira     H-    36' 

—  iç^bc 

Cela  posé ,  voici  comment  on  effectuera  l'opération  : 


a. 


—  i5c 

fl*-h  36»  fl  — 56»cH-i56cM5ii'-+-36fl— 56c 
—  196c                                  faa  H-    b  —3c 

1" reste.  -^  5b 
-i5r 

-.96c 

2*  reste..  o 

Divisant  d'abord  roa^  par  5a %  on  a  2a  pour  quotient. 

Multipliant  le  diviseur  par  217  et  retranchant  le  produit,  on 
obtient  un  premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a»  dans  ce 
reste,  par  5a%  on  a  pour  quotient  6  —  3c.  Multipliant  successive- 
ment chaque  partie  du  diviseur  par  6 — 3  c ,  et  retranchant  chaque 
produit,  on  trouve  pour  résultat  o.  Donc  211-4-6— 3c  est  le 
quotient  demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d'une  manière  générale  du  cas  pré- 
f'^nt,  qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le 

3. 
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dividende  par  Aa*  -+-  Ba   -f-  Ca'  4-  Do  -4-  E,  et  le  diviseur  par 

A'rt'4-B'tf -hC. 

[C*est  un  usage  en  Algèbre ,  lorsqu'il  doit  entrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités,  d'en  designer  d'abord  un  cer- 
tain nombre  par  des  lettres  diiïérentes  ;  et,  pour  ne  pas  trop  mul- 
tiplier le  nombre  de  lettres ,  de  désigner  les  autres  par  les  mêmes 
lettres  accentuées.  Les  accents  ',  ",  "',  se  prononcent  prime' , 
seconde,  tierce,\ 

Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  cocflicients  A ,  B,  C,  D  , 
E,  A',  B',  C,  désigne  l'assemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi, 
Aa<  représente  toute  la  partie  du  dividende  affectée  de  a%  et  ainsi 
des  autres.  Gela  posé,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a  est  4 
dans  le  dividende  et  2  dans  le  diviseur,  il  doit  aussi  être  égal  à  ?. 
dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  A'^a'  +  B"a  +  C" . 
Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient  afTectée  de  la  plus  haute 
puissance,  on  remarque  que  le  produit  des  deux  parties  A' a' 
et  k"a^  ne  peut  éprouver  aucune  réduction  avec  les  autres  par- 
ties du  produit  total,  et  par  conséquent  doit  être  égal  à  la  partie 
Ka^  du  dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc 
réciproquement,  si  l'on  divise  ka^  par  A'a%  on  doit  avoir  la 
partie  k" a"*  du  quotient;  cela  revient  à  diviser  A  par  A',  puisque 
a  *  divisé  par  a  '  donne  a  ^  Si  A  et  A'  sont  eux-mêmes  des  poly- 
nômes composés  d'une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur  eux  ainsi 
qu'il  a  été  dit  précédemment,  ce  qui  exige  qu'on  ordonne  d'abord 
les  deux  polynômes  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  y  entrent. 
Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut  qu'en  écrivant  les  termes 
affectés  d'une  même  puissance  dans  une  colonne ,  il  faut  avoir  soin 
de  les  ordonner  par  rapport  à  une  seconde  lettre  -,  on  les  ordon- 
nerait même  par  rapport  à  une  troisième  lettre,  si  plusieui^  termes 
d'une  colonne  renfermaient  un  même  exposant  de  la  seconde 
lettre. 

La  partie  k"a^  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties 
du  diviseur  par  k"a\  et  l'on  retranche  au  furet  à  mesure  les 
produits  partiels  qu'on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste stir 
lequel  on  opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voiri  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On  a 
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eu  soin  d'y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  TopcTation 
principale.) 

3b\a  -h  2b^ 
-5c| 


iV..    la*' 

fl*  -f-  23*^ 

a^  H-  loà* 

a 

—  ag^r 

—  3ib'c 

—    6^'c» 

-h  i5c' 

—    9*1?» 

_3f|      —  3r' 


—    9^c' 
H-  i5c' 


—    6b'c' 


Première  dwision  partielle, 
—    9Ac-h  \5c^]    4^  —  3c 


Seconde  division  partielle. 
i5^^—  25^'c~93c^  +  i5c^  {    3^ 


5c 


-  g^cr'-H  i5c*)    5^'  —  3c' 
o 


-h236 

— 20 


-4-  22  A' 

—  3iA 
4-   5 


—  96' 
-5 


r-5 


(2fl'— 3^ 

+4 


—I  I 


-  9*» 
-+-276 
—20 


—  23^ 

-i-  5 


-1-3^ 
-5 


«-f-  ^'  —  26 
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Première  division  partielltr. 


i^h- 


lO 


3J-5 


Deuxième  division  partielle, 
—  9 1*  H-  27  Z>  —  20  i        3  ^  —  5 


Troisième  division  partielle, 
126»--  236-h  51  36  —  5 


Quatrième  division  partielle, 
Zh  —  5\  36  —  5 


j^ 


50.  Il  existe  un  autre  cas  assez  important  dans  la  division  algé- 
brique :  c'est  celui  où  le  polynôme  dividende  contient  une  ou  plu- 
sieurs lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pourrait  ordonner 
les  deux  polynômes  par  rapport  à  Tune  des  lettres  communes ,  et 
faire  la  division  comme  à  Pordinaire.  Mais  il  y  a  un  moyen  beau- 
coup plus  simple  d'obtenir  le  quotient. 

Supposons  9  par  exemple ,  que  le  dividende  contienne  divei*ses 
puissances  de  la  lettre  a ,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le 
diviseur  (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  En  or- 
donnant le  dividende  par  rapport  à  a ,  on  peut  le  mettre  sons  la 
forme  Aa* -hBfl*-|-Ca'4-Dfl-|-E,4  ^'*"*  supposé  le  plus  baut 
exposant  de  a  dans  ce  polynôme;  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  mo- 
nômes ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a.  Soit  d'ailleurs  M 
le  polynôme  diviseur,  indépendant  de  a. 

Cela  posé,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
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reproduire  le  divideode  »  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas  a ,  il 
est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté  des  mêmes 
puissances  de  la  lettre  /i,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  divi- 
dende. Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement  de  la  forme 

Ma'  -h  B'fl*  4-  C'a»  -h  D'à  -f-  E'. 

Or,  si  Ton  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé,  et  qu^on  ait  mul- 
tiplié successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  par- 
ties h!a\  B'fl%  C'ii%  ..,  les  produits  seront  A'M/ïS  B'MaS 
CMfl%. . .;  et,  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune 
réduction ,  puisque  la  lettre  ordonnatrice  y  est  afTectée  d'un  ex- 
posant difTércnt ,  ils  doivent  être  respectivement  égaux  aux  termes 
Aa%  Ba',  Gs  % . . . ,  du  dividende. 
Ainsi  Ton  a 

A'M  =  A,     d'où     A'=A:M, 

B'M  =  B,     d'où     B'=:B:M, 

j'«rM  =  C,     d'où     C'  =  C:M, 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  déduit  cette  proposidon  générale  : 

Pour  qu'un  polynôme  ordonné  par  rapport  a  une  certaine 
lettre  soit  exactement  divisible  par  un  polynôme  iNDipcnoANT  de 
cette  lettre  il  faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances  du  premier  polynôme  soit  exactement  divisible  par  le  second. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  'dans  le  quotient 
ne  sont  autre  chose  que  les  quotients  successifs  de  la  division  des 
coefficients  du  polynôme  dividende  par  le  polynôme  diviseur. 
Soit  à  diviser  le  polynôme 

3flî6^—  3iîfrc»— aZ^'c'-H^* — 3a^bc^^3ab^c^a'c*'^bc*'^a^b^c 
par  b^  —  c*. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a  peut  être  mis  sous  la 
forme  (36^H-.ftV— -3^0'— c^)^»-h{3ftV— 3i>c3)  û-h^^—aA^c'-h^c*; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

3  6'-|-  ^'r  —  3  ^c»  —  c'        3^V  — 3^6'        b'  —  z  bV »  -h  ^c< 
b—c'  '  ^»— r'      '  b'  —  c'         ' 
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on  trouve  pour  quotients  3  ^  H-  c,  3  6ir,  A*  —  Ac';  ainsi  Ton  a  pour 
le  quotient  total  (3 b  -^  c)  a^  -hSbca  ^  b^  —  bc\ 

Les  deux  derniers  quotients  3bc  et  b^  —  bc^  peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire ,  si  Ton  observe  : 
1®  que  36V  —  3bc^  équivaut  (n®  2i)  k  3bc  (b* — c');  2"  que 
b^  —  2  6»c»  -h  bc*  équivaut  à  A  (A*  —  2  ô'c»  -h  c*) ,  ou  (6*  —  r*)* 
(n»  19). 

Nous  observerons,  à  ce  sujet,  que ,  s*il  existe  des  règles  géné- 
rales pour  effectuer  toutes  les  opérations ,  ces  règles  peuvent  sou- 
vent être  simplifiées;  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'employer  ces 
simplifications  lorsque  l'occasion  s'en  présente.  On  ne  s'en  con- 
forme que  mieux  à  Fesprit  du  langage  algébricpie. 

31.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique,  il  en 
est  un  remarquable  par  ses  applications,  et  tellement  fréquent 
dans  la  résolution  des  questions ,  que  les  algébristes  en  ont  fait 
une  espèce  de  théorème.  On  a  vu  (n^  tf  et  19)  que  {a  '+-b)(a  —  b) 
donne  pour  produite' — b* ;  donc ,  réciproquement ,  a^ — b*  divisé 
par  a  —  b  donne  a-^  b  pour  quotient. 

En  divisant  également  o' —  b^  par  û —  b ,  on  trouve  un  quotient 
exact  et  égal  à  a*  -H  flfr  -4-  ^\ 

De  même,  a* —  b*y  divisé  par  a  —  6,  donne  pour  quotient 
a^-i-a^b  -f-  ab^  +  bK 

Ce  sont  des  résultats  qu^on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division  ;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que ,  si 
grand  que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  a  et  à,  la  di- 
vision se  fait  encore  exactement  ;  mais  l'analogie  n'équivaut  pas  à 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude,  désignons 
par  m  l'exposant,  et  essayons  la  division  de  a"  —  6*"  par  a  —  b. 

a'^  —  b'^  \a-^b 


i»'  reste -H  a"*-'  b  ^  b'^  )  a"-' 

ou  bien ,  fc  (a  "-'  —  b  "-•) . 

Divisant  d'abord  a"  par  ^,  on  a  pour  quotient  «*•"',  d'après  la 
règle  des  exposants  (n®  22).  Le  produit  de  a  —  b  par  «"""•  étant 
soustrait  du  dividende,  on  a  pour  premier  reste  <?"•"'  b  —  ^"j  ex- 
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pression  qu'on  peul  mettre  sous  la  forme  b  («*-' — 6  *•"')?  D*où  l'on 
^oit  que,  si  Ton  suppose  «""'  —  A*"'  divisible  exactement  par 
rf  — ^,il  en  est  de  même  de  fl*"  —  b'^\  ce  qui  veut  dire  que,  si  la 
différence  des  puissances  semblables  itun  certain  degré  de  deux 
quantités  est  divisible  exactement  par  la  différence  de  ces  mêmes 
quantités,  la  difTérence  des  puissances  d'un  degré  plus  grand  d'une 

onité  est  aussi  divisible.  Or  y  donne  un  quotient  exact  et 

a^—  b^ 
pcal  à  «  -H  fc  ;  donc y  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

a —  b 

ou         rt'  -h  6  (a  -f-  6),  ou  bien  encore  ei'  -f  /16  +  6^ 

(a*-^  b^) 
Pareillement 7—'  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

[a* — b^\ 
û'-fè^— — T-1  oufl'-f-^(a»-hfl^4-^'),ou<i*-4-«'^-hrt6»-f-ô^ 

a» —  hm 

et,  en  général , =—  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

a  —  b 

N,  B,  Ce  quotient  suit  une  loi  facile  à  retenir  : 

I*.  L  exposant  de  la  lettre  a  est  égal  km —  i  dans  le  premier 
terme,  et  diminue  ensuite  d'une  unité  d*un  terme  à  Tautre 
jusqu'au  dernier,  où  il  est  nul  ; 

2'.  L'exposant  de  b  est  nul  dans  le  premier  terme ,  él  aug- 
incnte  d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au  dernier,  où  il  est 
(^làm»  I. 

ii**.  Le  degré  de  chaque  terme  est  égal  h,  m  —  1  ; 

4*.  Le  nombre  total  des  termes  de  ce  quotient  est  égal  à  m. 

On  peut  vérifier  à  posteriori  l'exactitude  de  la  proposition  ,  en 
^ectuadt  la  multiplication  indiquée  ainsi  : 

'«*-  -+-  fl"~'6  -+-  a*-^ô'  4- ...  -4-'  ab'^-^  -f-  ^»'"-'  )[a'-b). 

On  reconnaît  que  les  produits  partiels  «"et  —  b'^  sont  les  seuls 
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qui  ne  sc*détruiseDt  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en  mul- 
tipliant a*~'A  par  a^  on  trouve  pour  produit  û*~'6  ;  mais  si  l'on 
multiplie  /i"~'  par —  b ,  il  vient  pour  produit  —  a*~'6,  terme  qui 
détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à  réfléchir  sur  le  moyen  do 
démonstration  précédent ,  qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre. 

52.  Nous  avons  établi  (n"  23,26)  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu^me  division  de  quantités  monômes  ou 
polynômes  n*est  pas  exacte  ;  ce  qui  veut  dire  qu*il  n*exisle  pas 
de  troisième  quantité  algébrique  entière  qui,  multipliée  par  la 
seconde ,  reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes,  que  souvent  on 
reconnaît,  à  leur  inspection  seule,  qu'ils  ne  peuvent  être  divi- 
sibles Tun  par  Tautre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux 
ou  plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d'ordonner  par  rapport  a 
Tune  d'elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  respectivement  du  plus 
haut  exposant  de  chacune  des  lettres.  Si,  pour  une  de  ces  lettres, 
les  termes  du  plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par 
l'autre  ,  on  peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible. 
Cette  remarque  doit  se  répéter  dans  chacune  des  opérations  que 
comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  i2fl=»  —  5rt*^  +  7«ô* — 1 1  ^'  à  diviser 
par4«^  — 8fl6-H3ft'.  Si  l'on  a  égard  à  la  lettre /7 ,  la  division 
paraît  possible  ;  mais  eu  égard  à  la  lettre  b ,  la  division  est  impos- 
sible ,  puisque  —  iib^  n'est  pas  divisible  par  3^'. 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

1°.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  divi- 
dende; car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité  entière , 
multipliée  par  une  seconde  dépendant  d'une  lettre,  donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre . 

2".  Un  monôme  n'est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce 
que  (n®  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre  donne  au  pro- 
duit au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 
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3®.  Un  polynôme  ne  peut  érre  divisible  par  un  monôme  qu'au- 
tant que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  divi- 
dende; et  le  quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
commun  à  tous  les  termes. 

» 
§  II.   Des  fractions  algébriques  ou  littérales. 

Du  plus  grand  commun  diviseur, 

55.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  à  Tesprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  7»  — v  •  •  ; 

c'est-à-dire  ^u'il  faut  concevoir  qu'on  ait  divisé  l'unité  en  autant 
de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur  (le  déno- 
minateur pouvant  d'ailleurs  être  un  monôme  ou  un  polynôme),  et 
qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  numérateur.  Dès  lors,  l'addition,  la  soustraction ,  la  multi* 
plication  et  la  division  doivent  s'effectuer  suivant  les  règles  établies 
en  Antlunétique  pour  le  calcul  des  fractions.  Toutefois ,  on  doit 
se  conformer,  dans  les  applications  de  ces  règles ,  aux  procédés 
indiqués  précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques 
entières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi  il  serait  superflu  de  s'y 
arrêter;  nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  fami- 
liariser avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à  leur  plus  simple  expres- 
sion mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu'une  division  de  (piantités  monômes  ne  peut  s'effectuer 
exactement,  on  l'indique  à  l'aide  du  signe  connu  ;  et ,  dans  ce  cas , 
le  quotient  se  ])résente  sous  la  forme  d'une  fraction  ([ue  nous  avons 
déjà  appris  à  simplifier  (n°  25).  Quant  aux  expressions  fraction- 
naires polynômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aisé  dç 
les  réduire  : 

c  •                        .                 ,      .,             .             «'  — A' 
îwit,  pour  premier  exemple,  lexpression  — ^ -. j-' 

On  i-emarque  fjue  celte  fraction  peut  (n"  10)  être  luisc  sous  la 
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_  («  -f-  fn  f«  —  b)  .  ,    -  , 

forme  ^ — - —  ^ .    — -\  supprimant  le  facteur  a  —  b  commun  aux 

deux  termes^  ou  obtient  pour  résultat. . . r- 

^  a  —  b 

Soit  encore  I  expression ^—- — ^-r-, 

Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

5a(a^  —  ^ab-^b^)  ,.  Sa{a  —  by 

— ^ -      ou  bien  ^  '   • 


^a^{a^b)        '      8«'(«-/;)   ' 

supprimant  le  facteur  commun  a{a  —  ^),  on  trouve  pour  rôsul- 

lat...   -^ L 

on 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux  où 
les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit 
de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carré  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  ((uantités;  et  Thabilude  du 
calcul  apprend  à  opérer  ces  décom])ositions  lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polvnôines 
plus  compliqués;  et  alors,  leur  décomposition  en  facteurs  nVtant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du  plus  grand 
commun  diptseur. 

Cette  théorie,  intimement  liée  à  celle  des  équations,  ne  laisse  pas 
que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-elle 
de  n'en  donner  ici  qu'une  partie,  sauf  à  y  revenir  plus  loin,  et 
lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l'établir 
d'une  manière  complète  (*). 

{*)  Les  commençaiiU  peuveni  même,  à  la  rigueur,  se  dispenser  pour  lo 
moment  de  voir  cette  théorie  qui  nous  scr.i  fort  peu  utile  aviint  le  sopliéiiio 
chapitre. 
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Théorie  élémentaire  flu  plus  grand  commun  dwiseur  algébrique . 

54.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le 
polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coeffi^ 
dents,  qui  divise  exactement  les  tieux  polynômes  proposés. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
qnf ,  si  Ton  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus 
urand  commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  pre- 
miers entre  euxy  c'est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur 
coinmun. 

Cette  proposition  est  évidente  d'après  la  définition. 

55.  On  a  vu  en  Arithmétique  : 

I".  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs  patticuliers 
eommuns  aux  deux  nombres ,  et  ne  peut  pas  renfermer  el^autres 
facteurs  ; 

2".  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en- 
tiers  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit  nombre  et  le 
rt  ste  (le  leur  division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
cgalement  sur  ces  deux  principes ,  pour  la  démonstration  desquels 
nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis ,  supposons  d*abord  qu^il  s'agisse  de  trouver  le  plus 
^l'dnd  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a  —a^b  -{-^ab^  —  Zb'     et     a'  —  5ab-h^b\ 
Voici  d'abord  le  tableau  des  calculs  : 

Première  opération . 

a^—    a'b  4-  3a6^  ^  3b' \  a' ^  5ab -h  jb' 
^^a^b—    ab'—3b'{a    -\^  ^b 

■+■  igab^—  iQb' 
^u  bien ,  -h  1 9  ô*  («r  —  ft) . 
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Seconde  opération . 


a^^Sab  -4-4^'  1^—     ^ 
—  4i7*4-4^»  )a— 4^ 


Donc  fl  —  A  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degré  par 
le  polynôme  du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme  on  le 
voit  dans  le  tableau  ci-dessus ,  û  -f-  4  ^  >  ®^  ^*^"  obtient  pour  reste 

Il  résulte  du  second  principe ,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  cl  le 
polynôme  qui  a  servi  de  diviseur. 

Mais  jgab^ —  ig  b^  pouvant  être  mis  sous  la  forme  ig  b^{a — M, 

on  voit  que  le  facteur  ig^'  divise  ce  reste  sans  diviser 

fl*  — 5^6  4-  4^'»  donc,  en  vertu  du  premier  principe >  ce  fac- 
teur ne  peut  entrer  dans  le  plus  grand  commun  diviseur;  ce 
qui  veut  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
quantités  a  *  —  5  a^  -H  4  ^%  '9  ^*(û  —  ^)j  c'  P^^  conséquent  entre 
les  deux  quantités  proposées,  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  a*  —  5ab  -{-^b^  et  a  —  b.  Ainsi  Ton  peut,  sans  inconvé- 
nient, supprimer  le  facteur  ig^';  et  la  question  est  ramenée  à 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a*  —  5ab  -i-  b-  ei 

O'-b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par  le 
second ,  on  a  pour  quotient  exact ,  a  —  ^b;  donc  a  —  6  est 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  et ,  par  conséquent ,  c*ett  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  proposés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  polv* 
nômes  par  rapport  à  b . 

—  36'H-3«^»  — rt»ft-|-a^     et    ^b*^5ab-ha\ 
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Première  opération, 

_     ^ab^—     a^b  -i-    4«'  )  —  36         ,—  3fl 
—  iiab^  —  ^a^b  -+-  16/1* 

—  i^a^b  -h  19^^ 
ou  bien  ,  -j-iga*  ( — b -^  a). 

Seconde  opération, 
^b^  -^Sab  -h  g' 


—  fl^-hfl'j— 4*-+- 


DoDc  —  b  -\-  a ,  ona  —  6  est  Se  p.  g.  c.  d. 
Au  premier  abord ,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des 
deux  polynômes ,  parce  que  le  premier  terme — 36^  du  divi- 
dende n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4  ^'  ^^  divi- 
seur. Mais  si  Ton  observe  que  le  coefficient  4  de  celui-ci  n'est  pas 
facteur  de  tous  les  termes  de  4  6' — 5û6-f-fl',  et  qu*ainsi , 
en  vertu  du  premier  principe,  4  ^^  saurait  faire  partie  du  plus 
grand  rx>mmun  diviseur,  on  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ce  facteur  dans  le  dividende  ,  ce  qui  donne 
—  i2fr*-f-  \7,ab^  —  ^a^b  -^  ^a^\  et  alors  la  divbion  des  deux 
premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  —  3  6,  et 
poor  reste,  — Zab^  — a^b  4-4^*- 

Comme ,  dans  ce  reste ,  Texposant  b  est  encore  égal  à  celui  du 
diviseur,  rien  n*empéche  de  continuer  la  division,  en  multipliant 
de  nouveau  ce  reste  par  4  »  ^^n  de  rendre  possible  la  division 
<i€s  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation   faite,  il  vient  —  1206'  —  ^a^b  -^  i6a' , 

Toi,  divisé  par  4  6*  —  5  «6  -f-  a  * ,  donne  pour  quotient  —  3  a , 

({0*00  séparera  du  premier  terme  par  une  virgule,  comme  n*ayant 

aucune  liaison  avec  lui,  et  pour  reste  ,  —  i^à'b  -h  i^a^- 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 
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iga  '  (  —  6  +  a  )  9  on  supprime  le  facteur  iga' ,  comme  ne  fai- 
sant pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  ;  et  la  questior 
est  ramenée  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
5  ^'  —  5ab  -f-  a'  et  —  ^  -f  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  Tun  par  l'autre  ,  on  trouve  poui 
quotient  exact ,  —  4  ^  "^  ^  î  ^^°^  —  b -h  a  ou  a  —  b  est  le  plw 
grand  commun  diviseur  cherché. 

56.  Dans  ce  même  exemple ,  comme  dans  tous  ceux  où  l'ex- 
posant de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l'opération  en 
multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré  du  coefficient 
du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit ,  en  effet ,  que  »  parce 
moyen ,  le  premier  quotient  partiel  qu'on  obtient  doit  renfermer 
ce  coeflicient  à  la  première  puissance.  Multipliant  le  diviseur  par 
le  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec  le  dividende  ainsi  préparc , 
on  a  un  résultat  qui  doit  encore  contenir  le  coefficient  comme 
facteur  ;  et  la  division ,  pouvant  se  continuer  ,  donne  un  reste 
du  plus  faible  degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à  la  lettre 
principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

Première  opération. 

Multiplication  par  i6,  ou  par  le  carré  de  4* 
—  48^>^  H-48g^>'--  lôa^b-h  i6fl»  j  ^b'—  5ab  -+-  a' 


—  i2fl^*—    ^a^b  -h  i6a^  I  — -    12^  -—  3/1 

i"  reste —  tga^b  -h  iga^ 

ou  bien  ,         "9«'  ( — b-j-a). 

Seconde  opération. 
4^'  —  5ab  -h  «»  j   —     b  -^  a 


ab  -h  a''  j  — ^b  -h  f 


o 
A'.   B,  Si  l'exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
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surpassait  de  deux ,  de  trois  , . . .  unités,  Texposant  de  la  même 
lettre  dans  le  diviseur  y  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  la 
troisième  ou  la  quatrième  puissance  dn  cœfGcient  du  premier 
terme  du  diviseur  :  cela  est  aisé  à  concevoir. 

57.  Soient ,  pour  second  exemple , 

i5û*     -+-iOû*6  -4-4^*^'  -H   6a»A*  — 3aA' 
et  i2ii»^»-h38fl»^^-+-  i6a6'-^iob^. 

Avant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes,  com- 
meDcons  par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur 
commun  dans  tousses  termes;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Par  la  même  raison,  le  facteur  2b\  étant  commun  à  tous  les 
lermesdu  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier,  peut 
être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  rechercher  le  phis 
srand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5fl*-+-  iOfl'ft4-4/î»^'  4-6/iA'  —  3^* 

et  Ga^-^  iga^b-hÔah'    —  5&\ 

Première  opération, 

3ofl^+  20fl^^-l-     8g»6»-4-   l'iab^—     &b' i&a^-^\c^^h-k'Sab^^5h' 
—  ']5a*b—  32û'i'-4-  3']ab^^    6b'  \  5/i,     —25^ 
— i5ofl»^—  64a'^»-+-  74^^*—   12^* 

-h4i  ia^b^-h2']^ab^ — 137^* 
ou  bien,  iZ'jb^  {3a'-h2ab^b'). 

Seconde  opération. 

Ga'-Higfl'^H-   Sab^—  5 b^  \3a^ -^ 2ab  —  b^ 
-f-  i5a^b'+-ioab^ — 5^M  2fl  -h5b 


Donc  3a^  -^-^ab  —  6^  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  méthode  que  dans  l'exemple  précédent, 
il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  6  du 
Al^.  £.,  io«  éd.  4 
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premier  terme  du  diviseur,  ou  plutôt  par  le  carré  de  6;  mais 
comme  i5  et  6  ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  évidemment  de 
multiplier  tout  le  dividende  par  2,  facteur  de  6,  qui  n'entre  pas 
dans  i5. 

Crtte  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d'abord  un  reste  dont  le  i"  terme  est  —  'jSa^ù^  Comme  ']5  con- 
li«^nt  encore  le  facteur  3  qui  entre  dans  6,  il  suffit  de  multiplier 
vv  reste  par  2  pour  continuer  la  division,  qui,  étant  effectuée, 
donne  pour  i"  reste  principal,  ^i  i  a^b*  -+-  7.^^ab^  —  i37  6*. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un 
facteur  commun  1 37  6';  mais  puisque  ce  facteur  n*entre  pas  dans 
le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur  ;  et  la  question  est  ramenée  à  recher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

et  3û'-f-     2ab^b\ 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour 
quotient  exact,  2a  -h 5b;  ainsi  le  reste  3ii'-f-  zab  —  b^  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque.  —  On  pourrait  demander  si  les  suppressions 
qu'on  opère  dans  le  cours  du  calcul ,  de  facteurs  communs  à  tous  les 
termes  de  l'un  des  restes,  n*ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  cal- 
culs, ou  bien  si  ce  sont  des  opérations  indispensables.  Or  on  peut 
aisément  reconnaître  que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ;  car  si, 
dans  l'exemple  précédent ,  on  ne  supprimait  pas  le  facteur  1 37  b^, 
il  faudrait ,  pour  rendre  possible  la  division  du  premier  terme  du 
nouveau  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  multiplier 
tout  le  dividende  par  137  b^;  mais  alors  on  introduirait  dans  le 
dividende  un  facteur  qui  se  trouverait  aussi  dans  le  diviseur  :  d*oii 
il  résulterait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cherche  se  com- 
pliquerait du  facteur  137^»  qui  ne  devait  pas  d'abord  en  faire 
partie. 

L'exemple  suivant  est  propre  à  confirmer  ce  qui  vient  d'être 
dit. 
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59.  Soit  à  trouTer  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
pohmoines 

«^-h2û' —    3^^  — i^èc —    ac  —  c- 

et  9<ir  H- 2fl'  —  5ab  -h  ^c^  -{-Sbc —  12  A* 


2/l»-f-6 

—  r 


Premiêm  opération. 


a  —  3b^  \   2a'  —  5b  1  a  —  12 é>- 
—  /^bc  à  -f-  9^  !       -f-     Sbr 

CM  -f-    4<^' 


I 


ou  bien, 


66 

—   lOC 

( 

a  -h    96» 

-  5c'i 
36  —  5f)(2fl-t- 

36  +r). 

Seconde  opération. 

sa»—  Sb' 

-h  gc 

a  —  1  a  A'  \ 
+    8bcl 

2«  -f-  36  +  c 

+  4^'r 

fl  — 46 

—  8 

-1-  i 

\b 
ie 

a  —  126' 
+   86c 
4-    4«' 

Donc  2fl-4-3A-|-cest  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes ,  on  peut ,  sans  aucune 
préparation ,  effectuer  leur  division ,  ce  qui  donne  pour  premier 

reste 


4- 


6b 

«f  -4-  6  b' 

—    lOC 

—  izbc 

--  5c'. 
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Pour  continuer  Popérarion  ,  il  faudrait ,  en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur ,  multiplier  le 
nouveau  dividende  par  6  b  —  lo r ,  ou  simplement  par  36  —  5r , 
parce  que  le  facteur  2  entre  déjà  dans  le  premier  terme  du  divi- 
dende \  mais  avant  d^effectuer  cette  multiplication,  voyons  si  ce  fac- 
teur 3^  —  5c  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste,  savoir , 
96'  —  1 2  àc  —  5  c'.  Or  cette  division  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient exact  3  b  '\-  C'y  d'où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous 
la  forme.  . .    (36  —  5r)(2/i-f-36-|-c). 

Comme  le  facteur  3  b  —  5  c  se  trouve  dans  ce  reste  ,  et  n'entre 
pas  dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indépen- 
dant de  la  lettre  a ,  devrait  (n^  50)  exister  entre  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  ce  qui  n^est  pas],  on  peut, 
sans  aucun  inconvénient,  le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d'ailleurs  indispensable,  parce  qu'autre- 
ment on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors, 
les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils  n'avaient 
pas  auparavant,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait  .changé;  il 
se  compliquerait  du  facteur  3  b  —  5  c  qui  ne  devait  pas  en  faire 
partie. 

La  suppression  faite ,  on  effectue  la  nouvelle  division ,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact;  donc  2  a  -h  3  b  -h  c  est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

40.  Nous  proposerons ,  pour  dernier  exemple,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a'  -h  3a^b  -^^a'b'  —  6ab^  -\-ab* 

et  le  polynôme  ^a^b  -\-  nab^   —26», 

ou  simplement ,  2  a  ^  4-  /16  —  6- ,  puisque  le  facteur  2  b  peut  être 
supprime  dans  le  second. 


ou    PLUS    GHANO    COMIIU!!    DIVISEI'R.  53 

Première  opération. 


-h2oa'b  -h  Xa^b^  ^  /^8ab^ -^  i6b'  )  4/i"-hiOrt64-i3  A 


4-26 /i  »*' —  38  u*^ -m6  *• 


—  5i  ab^~h2gb* 
ou  bien,  — b^{5in  —  29^). 

Seconde  opération. 
Multiplication  par  2601  ,  carré  de  5i. 

5202 a ^  -h  2601  ab  —  2601  b^  \     5i  a  —  29^ 
—  5202  fl*  -H  2958  flft  j  1 02/1  4-  109/' 

-h  555g  ab  —  2601^' 
—  555911^  —  3i6iô* 


2' reste...  -+-  56o6» 

L'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  dividende ,  surpassant  de 
deuz  unités  celai  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur ,  on  multiplie 
toat  le  dividende  par  le  cube  de  2  ,  c'est-à-dire  par  8.  Cette  prépa- 
ration faite ,  on  effectue  trois  divisions  consécutives ,  et  Ton  obtient 
pour  premier  reste  principal  —  5i  ab^  +  ^9^**  Supprimant  le 
facteur  b^  dans  ce  reste,  on  a  pour  nouveau  diviseur  —  5 1  a  +  296, 
OQ  changeant  les  signes ,  ce  qui  est  permis^  5ia  —  296  ;  le  nou- 
veau dividende  est  d*ailleurs  2fl*  -4-  flô  —  ^^ 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i ,  ou  par  2601 ,  puis 
effectuant  la  division,  on  obtient  pour  2''  reste  principal  -f-  56o  b^; 
ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers 
filtre  eux,  c*est-à-^ire  n'ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  il 
résulte  du  second  principe  (n^'  55) ,  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque 
"péralion;  ainsi  il  devrait  diviser  le  reste  56o  b"-  :  mais  ce  reste  est 
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indépeodant  de  la  lettre  principale;  donc  ,  si  les  deux  polynômes 
pouvaient  avoir  un  commun  diviseur ,  il  devrait  être  indépendant 
de  a ,  et  par  conséquent  (n''30)  se  trouver  comme  facteur  dans 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre ,  que  i*enferme 
chacun  des  deux  polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évidemment  pas 
lieu. 

Ces  exemples  sufBsent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de 
la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes. 

41.  Rio  LE  G^NéEALE.  —  On  commence  par  supprimer  €lans  les 
tleux  polynômes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  les  termes 
de  chacun  d'eux,  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient 
eux-mêmes  un  diviseur  commun  ;  dans  ce  cas ,  on  le  met  à  part, 
comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cherché.  )  Cette 
suppression  faite ,  on  prépare  le  diçidende  de  manière  à  rendre 
possible  la  division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur 
(voyez  n**'  33  et  56)  ;  puis  on  effectue  la  division ,  ce  qui  donne  un 
certain  reste  de  degré  moindre  que  le  diviseur,  et  dans  lequel  on 
supprime  les  facteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur ,  le  second  polynôme  pour  divi- 
dende ,  et  l'on  opère  sur  les  deux  polynômes  comme  sur  les  précé^ 
dents.  On  continue  cette  série  iT opérations  Jusqu^ à  ce  qu'on  obtienne 
un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent ,  auquel  cas  le  der- 
nier diviseur  est  le  pltis  grand  commun  diviseur;  ou  bienyic^a'^ 
ce  qu'on  obtienne  un  reste  indépendant  de  la  lettre  principale,  ce 
qui  indique  (n"  40)  que  les  deux  polynômes  proposés  sont 
PEEMiEES  ENTEE  EUX ,  à  moins  qu'ils  n'aient  un  facteur  commun 
indépendant  de  la  lettre ,  lequel  facteur  n'aurait  pas  été  découvert 
dès  le  commencement  de  l'opération. 

N,  B,  —  Il  existe  des  cas  où  ce  procédé  n'est  pas  suffisant; 
mais  nous  y  reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  aux(|uels  on  peut  appliquer  le  pro- 
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i\^  tei  que  nous  venons  de  Tindiquer  : 

}".  qnp^  4-  Znp^q*  —  7.npq^^  —  2«r/*,        j 

it  -xmp'q-  —  l^mp^    —    mp^i  H-  Zmpq^,     \ 

Lep.g.c.d.  est/7  —  q,  ) 

Le  p.  g.  c.  d.  est  ga^  (a  —  i  ).  / 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l'Algcbre  et  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur  sufBsent  pour  la  résolution  d*un 
très^rand  nombre  de  questions.  Nous  nous  reservons  d'établir 
|)lus  loin  de  nouvelles  règles ,  à  mesure  que  nous  en  sentirons  la 
ntcessiré;  et  nous  allons  passer  tout  de  suite  à  la  résolution  des 
problèmes  du  premier  degré. 


CHAPITRE   II. 

Des  Pmblèmes  du  premier  degré. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 

42.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
hiêines  dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à  des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  du 
0^  ô,  on  peut  voir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux  par- 
ties distinctes:  Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement  les 
relations  que  Ténoncé  de  la  question  établit  entre  les  quantités 
coQDues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à  Texpres- 
sion  de  deux  quantités  égales,  que  l'on  appelle  équation.  Telle 
est  (n*'  5)  l'expression  2 x  +  b  •=:  a.  Dans  la  seconde  partie,  on 
déduit  de  Téquation  du  problème  une  suite  d'autres  équations , 
dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de  Tinconnue  au  moyen  des 
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a  ^  b 
quantités  connues:  tel  est  le  résultat  x  = auquel  on  es! 

parvenu.  Cette  seconde  partie  est  ce  qu^on  appelle  ia  résolution  de 
l'équation. 

Conime  les  règles  à  suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues ,  nous  commencerons  par  nous  occuper  de  lai 
seconde  partie ,  qui  est  soumise  à  des  règles  fixes  et  invariables. 

D'après  la  définition  d*une  éqaaliçn ,  toute  équation  se  com- 
pose de  deux  quantités  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  =. 
La  partie  à  gauche  se  nomme  le  premier  membre^  et  la  partie  à 
droite  le  second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 

i*'.  L'égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnés  à 
priori,  mais  représentés  par  des  lettres:  telles  sont  les  égalités 

IL  ^      ^         ^ 

u       a 

qui  se  vérifieraient  immédiatement  si  l'on  mettait  à  la  place  de 
a,  6,  c,  d\e%  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que 
ces  égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom  d*égalités. 

2*».  L'égalité  évidente  d'elle-même,  celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel  :  telles  sont  les  égalités 

25=i2-|-i3,      3a  —  5b  =  a  —  b-^na  —  ^b. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  -vérifiées, 

3°.  Enfin,  l'égalité  qui  ne  peut  se  vérifier  avant  qu'on  y  ait  sub- 
stitué à  la  place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant 
des  inconnues ,  certains  nombres  dont  les  valeui*s  dépendent  des 
nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l'égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités  ,  on  la  nomme  équatiox  ; 
et  c'est  celle  dont  nous  avons  à  nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d'égalité  dont  nous  parlerons  plus 
loin;  c^esiV équation  identique. 

On  partage  les  équations  à  une  seule  inconnue  en  différentes 
classes  :  celles  où  l'inconnue  n'entre  qu'à  la  première  puissance 
sont  dites  du  premier  degré.  Telles  sont  les  équations 

Sx  -H  5  =  17  —  Sx,     rtjt  4-  ^  =  rx  -+-  rf. 
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L'équatioD  2x'  —  3x  =  5--aj:'est  dite  du  a"  degré. 

L'éqnatîon  ^jc^  —  ç)x*  -h  x  =  ax'  -+-  1 1 ,  est  dite  du  3"  degré. 
En  gf oéral ,  le  degré  d*iine  équation  est  le  plus  grand  des  exposants 
dont  rioconnue  est  affectée  dans  Téquation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment 
que  des  nombres  particuliers  y  à  Texception  de  Tinconnue ,  qui  est 
toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi 

4x — 3  =  2x-|-5,       3x^  —  x  =  8, 

sont  des  équations  numériques.  Elles  sont  la  traduction  algébrique 
de  problèmes  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers. 

Les  é(jttations       «x -h  ^  =  ex  +  r/,     /7x  *  -+-  6x  =  c, 

sont  des  équations  littérales.  Les  données  du  problème  sont  repré- 
sentées par  des  lettres.  Il  est  d*usage,  pour  distinguer  dans  une 
cquation  les  quantités  connues  des  inconnues,  de  désigner  celles-ci 
par  les  dernières  lettres  de  Talpbabet,  x,  j,  «,  etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment,  une  équation  du  premier 
degré  à  une  seule  inconnue  étant  donnée,  on  peut  parvenir  à  la 
résoudre,  c*est-à-dire  à  trouver  pour  Vinconnue  un  nombre  qui, 
substitué  à  la  place  de  cette  inconnue  dans  l'équation ,  jr  satisfasse, 
ou  bien  rende  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second.  Le 
itsnltat  auquel  on  parvient  est  dit  la  solution  de  Téquation  ou 
du  problème  qui  y  a  donné  lieu. 

S 1".  —  Equations  du  premier  degré  à  une  seule 
inconnue. 

45.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  î'i  toutes  les 
équations,  qu'on  peut,  sans  troubler  une  équation,  i°  ajoutera 
^  deux  membres,  ou  en  retrancher  un  même  nombre;  2°  mul- 
(ipiier  ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre;  ce  qui 
>eutdire  que,  s'il  y  a  d'abord  égalité  entre  les  deux  merabi^es,  il 
y  aura  encore  égalité  après  les  opérations  dont  on  vient  de  parler. 
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Cela  posé,  voici  deux  transformations  d'un  usage  continuel 
dans  la  résolution  des  équations  : 

Première  transformation,  — Lorsque  les  deux  membres  d'une 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire  de 
transposer  certains  termes  d*un  membre  dans  un  autre. 

Soit  réquation  5x  —  6==8-h2x. 

Pour  dégager  X  de  cette  équation,  il  faut  tâcher  d'isoler  Tinconnuc 
dans  le  premier  membre.  Or,  si  l'on  retranche ,  en  premier  lieu  , 
2.x  des  deux  membres,  Tégalité  n'est  pas  troublée  (d'après  le 
principe  précédent),  et  Ton  a 

5a:  —  6  —  2  0:  =  8. 

•D'où  l'on  voit  que  le  terme  ax,  qui  était  additif  dans  le  second 
membre ,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  second  lieu,  si  l'on  ajoute  6  aux  deux  membres,  Tégalitc 
n'est  pas  troublée ,  et  l'on  a 

5x— -6  —  2x-h6  =  8-l-6, 
ou ,  comme  les  deux  termes  —  6,  -J-  6  se  détruisent, 
5x  —  7.x  =  8  -h  6. 

Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre   passe 
dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Donc ,  .en  général ,  lorsqiCon  fait  passer  un  terme  (Vun  membre 
flans  un  autre,  il  faut  changer  son  signe. 

44.  Seconde  transformation,  —  Souvent  encore,   les   termes 
d'une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à  une 
autre  qui  n'ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 
2j:        3  -r 

Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  îi  un  même  dénomina- 

teur.  D  après  le  procède  connu,  il  vient  -;, —-=  1 1  4-  -^ —  ; 

^  ^  6o        oo  bo 

et,  puisqu'on  peut  (n°  45)  multiplier  les  deux  membres  par  un 

même  nombre,  multiplions-les  par6o ,  ce  qui  revient  évidemment 

ù  supprimer  le  dénominateur  6o  dans  les  termes  fractionnaires ,  et 
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j  uiufttplîer  chaque  terme  entier  par  60  ;  on  obtient 

4ox  —  45  =  ^^  -f-  12X. 

Remarquons,  pour  la  prafi(iue  de  cette  opération  ,  qiron  peut 
passer  immédiatement  de  Féquation  proposée  à  celle  qu*on  vient 
i(  obtenir,  en  se  dispensant  d  écrire  le  dénominateur  commun,  et 
araot  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce 
dcnomioateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

5j:      ^x  7       ï3x 

lies  dênominateui*s  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le 
|>!us  petit  nombre  multiple  commun  de  ces  dénominateurs  est  1^, 
,  Voyez  Jnth.^  21*  édition ,  n'*  148.)  C'est  donc  à  ce  dénominateur 
i|u  il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Eflectaant  cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur  com- 
mua 24,  on  trouve  lox  —  Sax — 3i2=2i — Sax.  (On  a  eu 
soin  de  multiplier  le  terme  entier  —  1 3  par  24*  ) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque,  après  avoir  réduit 
ics  fractions  au  même  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux 
membres  par  le  même  nombre  24. 

Xoas  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  é</uation  ,  commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs. 
Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s'ils  n'ont 
pas  de  facteurs  communs.  )  Multipliez  ensuite  chaque  terme,  s'il 
tst  entier ,  par  ce  multiple  ;  s'il  est  fractionnaire ,  divisez  le  muU 
(fffe  commun  par  le  dénominateur  de  la  fraction  y  et  multipliez  son 
numérateur  par  le  quotient  obtenu. 

Nous  engageons  les  commençants  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d'établir,  parce  qu'elle  donne  l'équation  sous  la 
lorme  la  plus  simple  possible. 

Soit,  pour  nouvelle  application ,  l'équation  littérale 

tir       o/»r         ,  Abc'.r       5a^        2c'        ^, 


ab  "*  n-'  b^ 
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Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  esl  évideni  - 
ment  a^b^.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  a^b\  et  le 
numérateur  de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  de  a^b- 
divisé  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  Il  vient  alors 

W,  Appliquons  les  principes   précédents  à  la  résolution  de 
réquation 

4*  —  3  =  2. r -h  5. 

Elle  devient  d'abord,  par  la  transposition  des  termes  —  3  et  2X9 

4x  —  2x  =  5-+-3,     ou  réduisant,     2j:  =  8. 

Q 

Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  4:=  -  =r  4. 

Et  en  effet,  si  Ton  substitue  4  à  1^  place  de  x  dans  Téquation, 
il  vient 

4x4—3  =  2x4+5,     ou     i3  =  i3. 

Soit,  pour  second  exemple,  Téquation  traitée  (n*'  44), 
Sx      ^x  ^       i3x 

On  obtient  d'abord ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

lOX  —  32X  —  3l2=2l    —  S2X. 

Transposons  dans  le  premier  membre  les  termes  en  j?  ,  et  dans  le 
second  les  termes  connus  ;  Téquation  devient 

10 jr  —  37.x  -h  52jr  =  21  -h  3 12,  ou  en  réduisant,  3oa:=:  333. 

Divisant  les  deux  membres  par  3o,  on  obtient  x  =:  — —  = ? 

'  3o  10 

résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans 

réquation  proposée. 

Spit  encore  l'équation  {3 a  —  -i)  («  —  b)  -h  injo  =  ^b  [x-k-  <'  ■ 
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I)  faot  d*aboFd  effectaer  les  multiplications  indiquées  »  afin  de 
réduire  ]es  deux  membres  à  des  polynômes ,  et  de  pouvoir 
aÎDsi  dégager  Tinconnue  x.  Or,  si  Ton  applique  la  règle  éta- 
blie (n^  17]  pour  la  multiplication  des  polynômes,  il  vient 
3a'  — ax  —  Zab-hbx-^'^ax:^  ^bx  -^  ^ab\  d'où,  transposant 
ft  réduisant,  ax —  3Ax=  70^  —  3  a'.  Observons  maintenant 
•jue ffj:  —  3^x est  la  même  chose  que  [a  —  3^  )  x ,  ce  qui  donne 
\a^'ib)x  =:  'j  ab  —  Za".  Divisant  enfin  les  deux  membres  par 
fl  —  3  6 ,  on  trouve 

'^ab —  3fl' 

•^-     a-3^    ■ 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  , 
quelque  compliquée  qu'elle  soit ,  il  faut:  i®  —  commencer  par 
chasser  les  dénominateurs  ,  s* il  y  en  a,  et  effectuer ,  dans  les 
deux  membres  de  l'équation ,  toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent  ;  on  parvient  ainsi  à  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  polynômes  entiers;  7P  —  transposer 
dans  un  même  membre  (  c'est  ordinairement  le  premier  )  tous  les 
fermes  affectés  de  l'inconnue  ^  et  dans  l'autre  membre ,  les  ter- 
mes  connus  ;  3**  —  réduire  h  un  seul  tous  les  termes  affectés 
de  X ,  5/  l'équation  est  numérique  ;  et  si  l'équation  est  algé' 
brique ,  former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de 
deux  facteurs ,  dont  l'un  soit  x,  et  Vautré  l'ensemble  des  quan^ 
t^tès  qui  multiplient  x ,  réunis  avec  leurs  signes  respectifs  ; 
4**  —  enfin ,  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  nombre 
nu  le  polynôme  qui  multiplie  l'inconnue  ,  et  effectuer  la  division 
•'/  est  possible. 

Voici  un  exemple  où  la  rfîgle  précédente  doit  être  appliquée 
dans  loules  ses  parties  :  —  Résoudre  Téquation 

[a-^b)lx"-'b)        ,  Aab  —  b'  a' —  bx 

i-4 —  3^  =  -î ~-7 20?  H 

a  —  0  a  -{-  0  h 

l'-n  faisant  d'abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a  ' 

-+.(û'  — *')  [a^  —  bx)'. 
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efTectuant  les  muUipHcations  indiquées , 

à'bx'^'iab^X'k-  b^x— a^b^  ^  2ab^  —  b'  —  ^a^b-^  3a b^  = 
^a^b'''-ab^'—^ab^-\'b*—2a^bx-i-2b^x-^a*—a^b^—a^bx'^b\c 
transposant  et  réduisant , 

^a-bx  -h  2à^'x  —  2 b^x  =z  ^a^b^  —  6ab^  -f-  2 6*  -h  3/1*  i  -4-  a' ; 
réunissant  en  un  seul  tous  les  termes  afTectés  de  x , 


^^ 


donc  enfin ,         x  = =-77 — -— r r-r » 

6(4«'-f-2<îft  —  26») 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme  entier  (n**  52). 

46.  Supposons  que  Ton  ait  à  résoudre  une  équation  telle  que 

3x —  2  =  ^x  —  7. 

En  transposant  les  termes  affectés  de  x  dans  le  premier  membre , 
et  les  termes  connus  dans  le  second ,  on  trouve 

3x  —  ^x  z=  a,  —  7,     ou  i-éduisant,     — x  =  — 5. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  il  suffit  d'observer  qu'on  peut  inter- 
vertir l'ordre  de  la  transposition  ,  c'est-à-dire  faire  passer  au  con- 
traire dans  le  second  membre  les  termes  affectés  de  x  ;  ce  qui  donne 

7  —  2  =  4^: — 3x,      d'où      5  =  .r,      ou  bien  enfin ,     x:=5; 

c'est-à-dire  que  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  un  résultat  tel  que 
—  X  =  —  5,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux  membres. 
Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  de 
l'inconnue  dans  le  second  membre ,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier;  et  réciproquement. 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution 
algébrique  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle  bien  fixe. 
Tantôt  l'énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  l'équation; 
tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énonce  les  conditions  qui 
sont  de  nature  à  former  l'équation  ;  tantôt  enfin  ,  ce  ne  sont  pas  le> 
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DjDtlitîoDs  elles- mêmes  de  Ténoncé  qu^ii  faut  traduire  algébrique- 
meatf  mais  bien  des  conditions  cjue  Ton  peut  regarder  comme 
conséquences  des  premières.  On  appelle  alors  celles-ci  conditions 
(Tplicites,  et  celles  qu*on  en  déduit,  conditions  implicHes,  Cejîen- 
danl  nous  donnerons,  avec  M.  Lacroix,  un  précepte  dont  Tap- 
plicadon  bien  entendue  conduit  toujours  à  Inéquation.  En  voici 
renoncé  :  Regarder  le  problème  comme  résolu ,  et  indiquer  à 
l'aide  des' signes  algébriques ,  sur  les  quantités  connues,  représen- 
ta soit  par  des  nombres,  soit  par  des  lettres,  et  sur  l'inconnue 
torijoun  représentée  par  une  lettre,  les  mêmes  raisonnements  et  les 
mêmes  opérations  qu  il  faudrait  effectuer  pour  vérifier  ta  valeur 
fit  l'inconnue  si  cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques  dif- 
^renles  représentant  une  môme  quantité,  et  renfermant  le  carac- 
tère de  rinconnue;  on  les  égale  entre  elles ,  et  Ton  a  V équation  du 
problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux'problèmes  suivants  : 

Pkkmiik  problkmk.  —  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tirrs  et  le  quart ,  augmentés  de  /\5 ,  donnent  pour  somme  44^- 

S<Ht:rlc  nombre  cherché;  -i  0'  7  désigneront  la  moitié,  le 

tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or  il  faut,  d'après  Ténoncé,  que 
«s  trois  parties ,  plus  45,  donnent  en  somme  44^;  on  a  donc, 
jjonr  Têquation  du  problème , 

f^.f  +  |4-45  =  448. 

'>u,  retranchant  45  des  deux  membres, 

234 
Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve 

6  a: -h  4^  "f"  3x  =  4B36, 

•>nnHUiisant,  i3x=:4836;     donc     x=-~^  =  3']9.. 
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Vérification. 

!??  4.  iTî  -,.  ^  -t-  45  =  ,86  -H  124  +93  +45  =  44«. 

Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui,  en  Arithractique,  se 
résolvent  par  la  règle  de  fausse  position  ;  et  l'on  voit  avec  quelle 
facilite  r Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à  la  question. 

Deuxij^me  paoBLÀMB.  -^  Quclqii'un  engage  un  ouvrier  pour  ^^8 
jours.  Chaque  jour  qu'il  travaille ,  il  reçoit  2,^  décimes;  et  à  chaque 
jour  d*  oisiveté  y  on  lui  retient  i  a  décimes  {pour  sa  nourriture)  ;  au 
bout  de  ^8  jours,  il  reçoit  pour  solde  de  son  compte,  5o4  décimes 
[ou  5o  fr.  40  c.].  —  On  demande  le  nombre  de  jours  de  travail  et  le 
nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  coif naissions  ces  deux  nombres,  en  les  raultipliant  res> 
pectivement  par  24  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  dit 
premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces  opt^ 
rations  à  Taide  de  signes  algébriques. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail  ;  48  —  x  représente  alors 
le  nombre  de  jours  d'oisiveté;  2^  'X.  Je ,  ou  2,^  a:  désigne  la  somme 
que  l'ouvrier  gagne;  et  12(48  —  j:)  la  somme  qu|on  doit  lui 
retenir  :  on  a  donc ,  pour  Téquation  du  problème , 

24  J?—  12(48  —  x)  =  5o4; 

effectuant  les  calculs ,  24*  —  576  -f-  1 2x  =  5o4  ; 

réduisant  y  36  j:  =  5o4  -h  576  =:  1080  ; 

donc  X  =      ^    =  3o, 

io 

et  48  — x=48  — 3o=i8. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant  3o  jours  et  s'est  reposé  pendant 
18  jours.  —  En  effet,  pour  3o  jours  de  travail,  il  aurait  dû  rt?ce- 
voir  24  X  3o,  ou  720  décimes;  mais  il  s'est  reposé  18  jours, 
pour  lesquels  on  a  dû  lui  retenir  1 2  X  1 8,  ou  2 16  décimes.  Or  on  a 

720  —  216  =  504. 
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On  pent  généraliser  ce  problème ,  en  désignant  ptr  n  le  nombre 
total  des  jours  tant  de  travail  que  d'oisiveté ,  par  a  la  somme 
qw  Fonvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail ,  par  b  la 
somme  qu^on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oisiveté  y  enfin 
par  r  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x  le  nombre  de  jours 
de  travail;  n  —  x  exprime  alors  le  nombre  de  jours  d'oisiveté; 
<iûDc  ax  etb{n  —  x)  désignent  la  somme  que  l'ouvrier  doit  rece- 
Toir  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi  on  a ,  pour  Téquation  ém 
problème  y 

ax  —  h{n  —  x)  =  c^ 

on  4ix  —  bn   -f-^x=c, 

«t  (nH-*)x  =  r-hé/i; 

c-^bn 


f»r  suite, 
OQ  réduisant, 


•b 


? 


tc-\^bn)       an^bn — c — bn 
r  —  X  =r  rt —  =z ; ^ 


TioisiiMB  moBLÈME.  —  Un  renard  poarguhi  par  un  iéprier 
a  6o  saats  d'apance.  Il  en  fait  ^pendant  que  le  lévrier  n'en/aii 
que  6;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  t>alent  ^  du  renard,  —  Combien 
le  lévrier fera'-t-il  de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

Q  est  djûr,  d'après  l'énoncé ,  que  le  chemin  à  parcourir  par  le 
lévrier  se  compose  des  60  sauts  d'avance  du  renard ,  plus  du  che- 
min que  celui-ci  parcourt  à  partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met 
a  sa  poursuite.  Donc ,  si  l'on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces 
deux  chemins  au  moyen  d'une  même  inconnue^  il  serait  facile  de 
former  Féqnation  du  problème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard 
fait  9  sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s'ensuit  que  le  renard 

fait-,  ou  -  sauts,  pendant  que  le  lévrier  en  iait  i ,  et,  par  consé- 

3j? 
qnenl,  qu'il  en  fait  un  nombre  exprimé  par  —  pendant  que  le 

Aîg.  B.,  10*  éd.  5 
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léTrier  en  fait  un  nombre  marqué  par  or.  On  pourrait  croire  quej 

3 
pour  obtenir  Téquation ,  il  suflBt  d'égaler  a*  à  60  4-  -  ;r  :  mais,  e^ 

agissant  ainti,  on  commettrait  une  erreur  manifeste;  car  les  saut] 
du  lévrier  sont  plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  Ton  égalerait 
alors  des  nombres  hétérogènes ,  c'est-à-dire  des  nombres  rapporté] 
à  une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté,  expri] 
mer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  réciproquement] 
Or,  suivant  l'énoncé,  3  sauts  du  lévrier  valent  7  sauts  du  renard  j 

donc  I  saut  du  lévrier  vaut  ^  sauts  du  renard ,  et ,  par  conséquent  j 

X  sauts  du  lévrier  en  valent  -^  du  renard. 

Donc ,  enfin ,  on  a  Téquation^         ^  :=  go  +  -  x , 
d'où  l'on  déduit,  tout  calcul  fait , 

X=:'J2. 

Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard  ;  pen- 

3 
dant  ce  temps,  le  renard  en  fera  72  X  -»  ou  108. 

Férification, 

Les  72  sauts  du  lévrier  valent  ^^^^ ,  ou  168  sauts  du  renard  j 
et  l'on  a  évidemment  168  =  60  -h  108. 

•  Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  Tattention  dd 
élèves,  en  ce  qu'ils  offrent  d'excellents  exercices  de  calcul  et  de 
raisonnement. 

48,  QuAimiivE  peoblems.  —  Un  père  qui  a  trois  enfanti 
ordonne  par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  ta  manier t 
suivante  :  —  le  premier  doit  avoir  une  somme  a,  pins  la  n*^^  parti  t\ 
de  ce  qui  reste;  —  le  second  une  somme  2a ,  plus  la  r^^ partie  dt\ 
ce  qui  reste  après  qu'on  a  soustrait  la  1  «  part  et^SL^-^le  troisième 
enfin  doit  avoir  une  somme  3a,  plus  la  n'*''*  partie  de  ce  qui  resté 
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après  qu'on  a  sowfroU  les  tfettx  premières  pans  et  3a.  Cda  /kh, 
le  bien  est  entièrem^ni  partagé.  —  On  demande  sa  valeur. 

Désignons  par  x  le  bien  du  père.  Si ,  à  Paide  de  cette  quantité , 
nous  ponvioos  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts , 
nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le  reste,  égalé 
à  zéro,  donnerait  Féquation  du  problème.  Tâchons  donc  de  déter- 
miner successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x  désigne  le  bien  du  père,  x — a  est  ce  qui  reste  après 

qa  on  aretranehéa  ;  ainsi  Ton  a  pour  la  part  du  premier  enfant, 

X  —  m            , .  ,             ,      ,        an-^rSf^^a  «_^ 

flH 1  OQ ,  réduisant  en  fraction , i~  part. 

Pour  former  la  seconde  part ,  il  faut  retrancher  de  x  cette  pre- 

.»  .  ,  (an-i-x — a)  ,.  . 

mièrepartetaay  ce  qui  donne  X — %a —  ^>on,re4m^ 

smt  les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction  indiquée, 

nx — San — x-^a 

1"»  reste. 

n 

Or  la  seconde  part  se  eompose  de  aa  plus  la  n'^^  partie  de  *ce 

,                                    _                        nx — 3an  —  x-\-a 
r&te  ;  on  a  donc  pour  cette  seconde  part ,  2  uH ; t 

00 ,  rédaisant  l'entier  en  fraction , 

2  ««*  -+-/IX  —  San  —  or-f-fl 


2*  part. 


Si  Ton  retranche  dex  les  deux  premières  parts  et  3a ,  il  vient 

(an-^x  —  a)      (lan^-^-nx  —  San — x-\-a) 

x-^Sa — i ^ ; 9 

n  n" 

ou,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 

n^x  —  6fl/i' — VLnx-\'Lan-\'  X — a  ^ 

— -î 2*  reste, 

n" 

,    ^                    ^         n^x  —  ^an^  —  7,nx -^^  Lan -^r  x — a 
la  ^  part  est       3a  H 5 > 

3flii^-4-  n«jr  --  6tf/i^  -  2  /?x>f-  4g/i  -4-  x  ^  g  ^^ 

n^  ^     ' 

5. 
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Or  y  d'après  l'énoncé ,  le  bien  du  père  se  trouve  entièremenf 
partagé.  Donc,  la  différence  entre  x  et  la  somme  des  trois  part* 
doit  être  égale  à  zéro  ;  ce  qui  donne  l'équation 

(an-^x  —  a)       (2<2/2' -I- /ix — San — x ~\- a)  \ 


X  — 

n  /i' 


(Zan^  -H  n^x  —  6fl/i'  —  2/tj:  -h  ^an  -{-  x  —  a) 
^^ 

EfTecluant  toutes  les  opérations  indiquées,  on  trouve  enfin 

6a«* —  loan^-hSan  —  a a{6n^  —  ioiï*-h5« —  i  ) 

*"~^     II»  — 3/t»-4-3/i—  1      ~       /î»— 3ii'-+-3ii—  I 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples , 
d'après  la  remarque  suivante  :  Dire  que  la  part  du  troisième  enfant 
se  compose  de  3a,  plus  la  /i'^*'  partie  de  ce  qui  reste ,  et  que  le 
bien  est  alors  entièrement  partagé,  c'est  dire  que  le  troisième 
enfant  n'a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient  de 
parler  est  nul. 

Or  on  a  trouvé ,  pour  l'expression  de  ce  reste , 

— 

Ce  reste  égalé  à  zéro  donne ,  abstraction  fait»  du  dénominateur, 
n*x  —  ôa/i*  —  2/ïx  -h  ^an  -i-  X  —  a  =  o  ; 

t.   .  6an^  —  ^aFi-^a a(6n^  —  4«  +  *  ) 

«' — 2/1 -h  I       "~        /?*  — 2/1-1-  I 

Pour  prouver  Videntité  numérique  de  cette  expression  avec  U 
précédente ,  il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient  de  la 
première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un 
facteur  commun.  Or,  si  l'on  applique  aux  deux  polynômes 
a(6/î*—  io/i'-f"5/î--  1  )  et  /!>—  3/î»-i-3/i  —  i  le  procédé 
du  plus  grand  commun  diviseur  (n**  41),  on  reconnaît  que  n  —  i 
est  facteur  commun,  et  en  divisant  les  deux  termes  de  la  première 
expression  par  ce  facteur  commun ,  on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire,  voir  aux  commençants  l'impor- 
tance qu'on  doit  attacher  à  saisir  dans  renoncé  d'une  question 


A    UNE   SKULK    INCONNUE.  69 

Ulules  les  circoDstances  qui  peuvent  faciliter  la  formation  de 
TcquatioQ  ;  autrement  on  court  le  risque  de  parvenir  à  des  résul- 
tats plus  compliques  qu^ils  ne  devraient  Télre. 

LescondilioDS  qui  ont  servi  à  formersuccessivement  les  exprès- 
sioDs  des  trois  parts  ,  sont  les  conditions  explicites  du  problème 
proposé  ;  et  la  condition  qui  a  servi  à  déterminer  Téquation  la  plu» 
simple  du  problème ,  est  une  condition  implicite  qu'un  peu  d'at- 
tention a  sufE    pour   faire  reconnaître   comme    comprise  dans 

IcQOQcé. 

Poar  obtenir  les  valeurs  des  trois  parU ,  il  sufErait  de  mettre 
pour  X  sa  valeurdans  les  expressions  que  Ton  a  obtenues  ci-dessus. 

Appliquons  à  un  exemple  la  formule  n  =  — ^ ^^^^ —      '  K 

Soit  a  =  10000,     /i  =r  5  ; 

il  vient 

_ioooo(6X25-4x5-f-i)__iooooXi3i      iSioooo     ^.  ^.  f^ 
25-io4^         ~  Ï6 -— ^6""=^'^^^- 

Vérifions  l'énoncé  sur  cet  exemple. 
Le  premier  enfant  doit  avoir 

SiSnS  —  loooo  ,^  ^ 

10000  H ' — -= j     ou     24375. 

Il  reste  donc  81876  —  24376  ,  ou  57600,  à  partager  entre  les 
<icux  autres  enfants. 

,  ...  67600  —  20000 

Le  second  doit  avoir  20000  H — z »  ou  27600. 

II  reste  donc  67600  —  27600  ,  ou  3oooo ,  pour  le  troisième 
enfant.  Or  3oooo  est  le  triple  de  1 0000  ;  donc  la  solution  est 
vprifiée. 

On  peut  donner  de  ce  même  problème  une  solution  moins 
t^te,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée 
^r  cette  remarque,  que  quand  on  a  soustrait  3a  des  deux  pre- 
iftièrw  parts ,  il  ne  doit  rien  rcster. 

IX-signons  par  r,  r',  r",  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
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'  I 

TéDODcé  ^  les  expressions  algâ>riques  des  trois  parts  sont  ! 

*-  ^'       ^         '-" 

»  n  n 

Or,  1".  diaprés  Ténoncé ,  on  a  évidemment  r"=r  o. 
Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

r 

2".  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  second  enRint  aa  -\--  t 

,       r'          (/i  — i)r' 
peut  être  représente  par  r ,  ou • 

D'ailleurs ,  ce  reste  forme  aussi  la  troisièroe  part  ;  ainsi  l'on  a 

^ ^  =  3  fl  ;     d'où     r'  = 

n  n  —  I 

Donc ,  la  part  du  second  est  2  a  H :  /t=  anH (  *  ) , 

'^  n — I  n — I   ^   ' 

2flm-tf 

ou,  simplifiant,  • 

3®.  Ce  qui  reste ,  lorsqu'on  a  donné  au  premier  a  -|-  -  ^  est 

n 

exprime  par  r ou ~  D  ailleurs,  ce  reste  doit  repré- 
senter la  somme  des  deux  autres  parts.  On  a  donc 

{n  —  I  )  r 2tf/ï  H-  « San  —  2fl     ' 

n  n  —  i  n  —  i 

„   ^  San  —  9.a  n  San'* — 2fl/i 

«  —  I         n  —  I         (  «  —  I  )» 

Ainsi ,  la  première  part  est 

San"* — nan  San  —  2  a 


San  —  2  a  ^^an^  •+•  3an  —  a 
n* — 2/i-f-i         /i'  —  2/1  H- I 


(*)  Les  deux  points  :  employcs  ici  marquent  la  divisioD  de  —  pan 
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On  obtient  donc  «nfin  pour  le  bieo  toul  » 

3a  -I \ -—— , 

n  —  I  /i'  — »2/t-4-i 

ou,  prenant  n*  —  2/1  -f-  1  pour  dénominateur  commun , 

3fl{«'--  2yH-  1)  -h(2an'^a)(/i  —  1) -f-zi/i'-h  3it/i  —  a 

puis,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

6fl/i*  —  ^afi'^a a (6/1  '  —  4 '^  "^  0 

/i'— -2«-f-i     "^         (/i —  i)'  ' 

résultat  obtenu  ci-dessus. 

Celte  solution  est  d*ailleurs  plus  complète  que  la  précédente, 
puisque  Ton  a  obtenu  en  même  temps,  et  le  bien  du  père,  et  les 
eipressions  des  trois  parts. 

49.  CiiiQuiiME  pEOBLiME  —  Un  père  ordonne  par  son  testa  * 
ment  que  tatné  de  ses  enfants  aura  sur  son  bien  une  somme  a , 
plus  la  rf^^  partie  du  reste;  que  le  second  aura  une  somme  2a, 
plus  la  ié^^ partie  de  ce  qui  restera  après  qiCon  aura  retranché  la 
première  part  e/  2a  ;  que  le  troisième  aura  une  somme  3a ,  plus  la 
f^*^  partie  du  nouveau  reste  ;  et  ainsi  de  suite.  On  suppose  d'ail- 
Iturt  que  tous  les  enfants  soient  également  partagés.  —  On  demande 
le  bien  du  père,  la  part  de  chacun  des  enfants,  et  le  nombre  des  en- 
fants. 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable,  que  son  énoncé  renferme 
plus  de  conditions  qu'il  n*en  faut  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Soitx  le  bien  du  père  y  x  —  a  exprime  ce  qui  reste  après  qu'on 
a  prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  Taîné  est 

X  —  n  an-i-x  —  a 

a -^ ,     ou i"' part. 

«  n  '^ 

Retranchant  de  x  celle  première  part  et  2a,  on  obtient 

(tfn-f-x  —  a)  nx  —  Zan  —  jr-j-a 

X — 2a  —  ^ 5      ou      9 

n  n 


dont  la  /i'*"'  partie  est 


I 
nx  —  3fl/i  —  a: -+- tf  î 
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'  n 

Ainsi  y  la  part  du  second  enfant  est 

nx — San — x-^a                nan^-^-nx — 3an — *-+-«         ^       _^ 
2a-\ ; >     OU     ; . .  a»  p^rU 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts;  mai» 
puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  il  suffit,  pour  former 
réquation  du  problème,  d'égaler  les  deux  premières  parts,  ce  qui 
donne  l'équation 

an-^x  —  a       7.an^-\-nx  —  San — x-k-a 

— ;; — = iT' ' 

d*où  Ton  tire  x=:a/»'  —  nan-^-a. 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  Texpression  de  la  première  | 

an-\-  an"^  —  2 a/i  +  a  —  a 
part,  on  trouve » 

...                     fl/i  '  —  an  ,  . 

ou  réduisant,  •=.an  —  a'=ia\n — i); 

et  comme  toutes  tes  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première,  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre  des 

enfants  :  ainsi , >  ou  /i  —  i ,  désigne  le  nombre  des 

an  —  a  '         o 

enfants. 

Bien  du  père.  .  .a/i'  —  2<z;z  +  ^  ou  u{n —  i)*; 

Part  de  l'aîné  et  de  chaque  enfant.  .  .  .a[n  —  \)\ 

Nombre  total  des  enfants n  —  i . 

Il  reste  maintenant  à  savoir  si  les  autres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites  ;  c'est-à-dii*e  si ,  Iorsqu*on  donne  au  second 
2/1  plus  la  a''"'  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  Sa  plus  la 
«"*•  partie  de  ce  qui  reste , . . . ,  la  part  de  chaque  enfant  est  en 
effet  a{n —  i). 

Or  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part  étant 
«(/?  —  i)»  —  <i  (/i  —  i),  la  part  du  second  doit  être 

aa-h  -i ' ^ i ou   — i Ll — i 1 i ' , 
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(NI  réduisant, 

-î^ ^ ' ^5     OU  bien.     — ^ — -S 

n  n 

ott  bien  enfin ,  a{n  —  i). 

De  même,  la  différence  entre  tff(/i  — *  i)*  et  les  deux  premières 

parts,  étant  â  (/i  —  i)'  —  ^a[n  —  i ) ,  la  part  du  troisième  doit  être 

-        a(n  —  i)* — aaf/i  —  i)  — 3/i  .  .     ,  ,,   . 

3fl  -H  -i i ' 5  expression  qui ,  étant  réduite , 

n 

j    •    .  .   .t  o(n  —  i)-\-a(n  —  i)* 

denent  encore  évidemment  — ^ ^ i-  » 

n 

et,  par  conséquent,  a{n  —  i). 

En  général ,  on  aurait  pour  la/?'^^  part, 

pa-i i 1^ L '. £:«, 

n 

ou        /wrii— i)4-fl(/»  — i)'  — (>  — i)fl(/i  — i)^ 

n 

ou  -i L i i-,     ou  bien ,     ain—i), 

n  . 

Donc  définitivement,  toutes  les  conditions  du  problème  sont 
remplies. 

S  II.  —  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré 
à  deux  ou  plusieurs  inconnues. 

80.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d'une  inconnue,  nous  sommes 
parvenus  à  leor  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  à  ce  que,  d'après  les  conditions  de  l'énoncé ,  nous  pouvions 
fadlement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y 
^  plus  d'une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre  ces 
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sortes  de  problèmes,  reprenons  d'abord  quelques-uns  de  ceux  qui 
ont  été  déjà  résolus  à  l'aide  d'un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connait  la  somme  a  et  la  diffé- 
rence b.  —  (C'est  le  problème  n"  4.) 

Désignons  les  deux  nombres  cherchés  |>ar  x  et^;  on  a,  d'après 

renoncé ,  les  deux  équations  <  ZL  h 

Or,  en  principe ^  si  à  deux  nombres  égâUX  A  et  B,  on  ajouter 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  G  et  D,  les  résultats 
A  4-  C  et  B  +  D  sont  égaux;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  a  les  équa- 
tions A  ^  B  et  C  =  D ,  il  en  résulte  A  -+-  C  =  B  -t-  D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autre» 
nombres  égaux ,  les  restes  sont  encore  égaux  ;  c'est-à-dire  que  des 
deux  égalités  A  =  B  et  G  =  D ,  on  déduit  encore  A  —  G  =  B  —  D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème  pro- 
posé. 

On  trouve ,  en  les  ajoutant 2x=:a  +  ^> 

et  en  retranchant  la  2®  de  la  i"* a/  =  «i  —  b. 

Ghacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  in- 

a-\-b 
connue,  on  tire  de  la  première ,       x  = t 

et  de  la  seconde,  y  = 

-^  2 

En  effet,  on  a 

a'\-b       a—  b 2« a-^b (g  —  b) a^ . 

2  2  "2"  '  2  2  2    " 

Soit  encore  repris  le  problème  de  Touvrier  (n"  47) ,  en  ne  txMi- 
sidérant  que  l'énonce  général. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail ,  et  r  le  nombre  de  jou« 
d'oisiveté;  ax  et  by  expriment  respectivement  la  somme  que  l'ou- 
vrier doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail ,  et  celle  qu'on  doit  lui 
retenir  pour  les  jours  d'oisiveté. 

On  a  donc  les  deux  équations  {  , 

\ax — vyzrzc. 
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Or  on  sait  (n®  4S)  qa*il  est  permis  de  multiplier  les  deux 

membres  d*une  équation  par  un  même  nombre,  sans  que  Tcgalitc 

soit  dêiniite ;  ainsi,  Ton  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la 

pnemière  équation  par  by  coefficient  de  y  dans  la  seconde;  et 

il  Tient ft j?  -h  ê»)r  =  fc/i , 

«quation  qui,  combinée  avec  la  seconde ax  —  by^zc^ 

bn  -f-  c 
donne  par  addition ,  bx-^ax^z  bn-hei  d'où       x  = r  • 

Multipliant  de  même  la  première  par  a ,  coefficient  de  x  dans  la 

seconde,  on  a a j:  H-  «/  =  «/i , 

équation  qui,  combinée  arec  la  seconde njr «-*&/=  r, 

donne  par  soustraction,  {a'hb)x=an  — c  ;  d*où      x  = r  • 

L'introduction  d*un  caractère  pour  représenter  chacune  des  in- 
connues dans  les  deux  problèmes  précédents  offre ,  sur  la  solution 
qui  a  été  donnée  précédemment,  l'avantage  de  faire  conn^ûtre  les 
deux  nombres  cherchés ,  indépendamment  Tun  de  Tautre. 

iLIMlMATtON. 

(     Sx  -j-  7 y  =  43, 
81.  Soient  maintenant  les  deux  équations  {  Z 

I   11x4-9^  =  69, 

qu'on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé 
d'un  problème  à  deux  inconnues. 

Si,  dans  ces  deux  équations,  l'une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction, 
former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  l'autre 
inconnue,  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Or,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  9,  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  de  y  dans  la  première,  on 

L  ,1^,  , .  ,  .  t  45*  H-  63r  =  387, 
obtient  par  cette  double  multiplication  J  ^^     ,^' 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  x  est  affecté  du  même  coefficient. 
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Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la 
seconde;  il  vient  Sa*  =  96,  d*où  x=*3- 

Pareillement,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  II,  coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deux 
memboss  de  la  seconde  par  5 ,  coefficient  de  x  dans  la  première  , 

on  forme  les  deux  nouvelles  équations  1   ^^  ^2/  ^Z  o//;  * 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coefticient  de  x  est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve       827  =128,  d'où  /  =  4. 

Ainsi ,  X  =  3  et  j = 4  sont  les  deux  valeurs  de  j:  et  de  j  propres 
à  vérifier  Ténoncé  de  la  question.  En  effet,  Ton  a 

1». 5x3-4-7X4=154-28=43;  2'>.iix34-9X4=33-h36=69. 

L'opération  qui  vient  d'être  exécutée ,  et  au  moyen  de  laquelle  on 
obtient  les  valeurs  des  inconnues ,  propres  à  satisfaire  à  des  équa- 
tions données ,  est  connue  sous  le  nom  à^ élimination,  parce  qu*eu 
effet  elle  consiste  à  chasser  l'une  des  inconnues  p^r  des  transfor- 
mations permises  que  l'on  exécute  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction 
des  fractions  au  même  dénominateur;  aussi  est-elle,  comme  cette 
dernière  opération ,  susceptible  de  quelques  simplifications. 

Soient  pour  nouvel  exemple  les  deux  équations 

8^  — 2ij'=    33, 

6^  -h  35/  =  177. 

Pour  rendre  les  deux  coefficients  de  y  égaux,  remarquons  que  21 
et  35  ont  un  facteur  commun  7  ;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5,  et  la  seconde  |>ar  3  ;  ce  qui  donne  les 

deux  nouvelles  équations  }  ^«^       *^^*^       1^    ' 
*  I  i8xH-  io5j  =  53ï, 

équations  qui,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58x  =  6t)6,     d'où     j:=i2. 
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Pareillement,  les  deux  coefficients  de  x  renferment  le  facteur 
(!onimim  2;  ainsi,  il  suffît,  pour  rendre  ces  deux  coefficients 
tpuA,  de  multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4  ;  ce 

\  2^x  -}-  140  jr  =  708. 

Retranchant  la  première  équation  de  la  deuxième ,  on  trouve 
2o3 j^  =  609,     d'où    X  =  3. 

iV.  B,  —  Il  est  très-important  de  reconnaître  si  les  coefficients 
ont  des  facteurs  communs ,  puisque ,  dans  ce  cas,  on  a  des  calculs 
plus  simples  à  efTectner. 

Soient  pour  troisième  exemple  les  équations 

3^2  4  *^ 

Il  faut  d*abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d'après  la 
règle  (n*^  44),  et  Ton  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8x  — 48  4-6/  -+-  \%x  =  96  —  9/  4-  I  I 
y  — :  3x  H-  12  =     I  —  \ix  -h  36, 
ourédoisant,  i  ="»*  + '^^  =  '^5,  ^^  ^^.^    (4*+ 3r=a9, 

(      9X  -f-        j^n:     25,  |9XH-    /=25. 

Multipliant  par  3  la  seconde  équation  ,  et  retranchant  du  résultat 
la  première,  on  trouve  23jr=:46;  d'où  x  =  2.  Mais  on  a 
d'ailleurs/  =  25  —  9X ;    donc/  =  25  —  9X2i  =  7- 

58.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à  trois 
incoQoues. 

/  5.r — 6/4-42=i5, 
Soient  les  équations . ...  |  7^:4- 4/  —  3z=i9, 

(    2X  -h     /  +  62  =  46' 

Pour  éliminer  i  entre  les  deux  premières  équations,  il  faut  mul- 
riplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4>   P^is  ajouter  les 
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cl^KX  résultat^  (puî^ue  les  coefficienta  de  «  sont  de  signes  con- 
traires )«  ce  qui  donne  pcKir  nouvelle  éqnai- 

tien , 43«  —  2/  =  121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2 
(l'un  des  facteurs  du  coefficient  de  z  dans 
la  troisième  ) ,  et  ajoutant  le  résultat  avec  la 
troisième  y  on  a 16  j:  4-  9^*  =  84- 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  d*abord  les  valeurs  de  js 
et  de  j  ,  propres  à  satisfaire  à  ces  nouvelles  équations. 

Or  9  si  Ton  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  2  y  et 
qu^on  ajoute  les  deux  résultats ,  on  trouve 

419X  =  1257  ;     d'où  Ton  tire    x  =  3. 

On  pourrait,  à  Taide  des  deux  équations  en  x  et  y,  déterminer 
jr  comme  on  a  déterminé  x  ;  mais  on  parvient  plus  simplement  à 
la  valeur  dext  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient ,  lorsqu'on  y  met  pour'x  sa  valeur , 

48  4-97  =  84,  d'où  Ton  tire    ^=r?illi?  =  4. 

De  même ,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient , 
lorsqu^on  y  remplace  xety  par  leurs  valeurs  , 

2/1 

i5— 244-42  =  «5,     d'où     z  =  -/=6. 

4 

En  général ,  soit  un  nombre  m  d'équations  à  pareil  nombre 
d'inconnues.  Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues ,  combinez 
successivement  une  quelconque  des  équations  avec  chacune  des 
(m  —  1  )  autres ,  de  manière  à  éliminer  la  même  inconnue.  Fous 
obtenez  ainsi  (m  —  i  )  nouvelles  équations  renfermant  (m  —  i  ) 
inconnues  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations  pro- 
posées ;  c'est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nouvelle  inconnue  en 
combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  avec  les  [m  —  2  )  autres , 
ce  qui  donne  (m  —  2  )  équations  renfermant  (m  —  2  )  inconnues. 
Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous  par- 
veniez à  une  seule  équation  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue, 
et  de  laquelle  vous  tirerez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue. 
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Après  quoi  y  remontant  de  proche  eu  proche  Jusqu'à  l'une  des 
équations  proposées ,  vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des 
autres  inconnues, 

^.  La  méthode  d*éliiiiination  que  nous  venons  d'exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthoile  par  addition  et  par  soustraction , 
parce  qu'en  effet  OD  p«arvient  à  chasser  les  inconnues  par  des  addi- 
tions et  soustractions ,  après  avoir  toutefois  préparé  les  équations 
de  manière  qu^qne  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans 
toules  les  denx. 

U existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimination. 
La  première ,  appelée  méthode  par  substitution  ,  consiste  à  tirer  de 
rone  des  équations  la  valeur  d'une  inconnue ,  comme  si  les  autres 
étaient  déjà  déterminées ,  et  à  substituer  cette  valeur  dans  les 
autres  équations,  ce  qui  donne  lieu  à  de  nouvelles  équations  qui 
renferment  une  inconnue  de  moins,  et  sur  lesiiuelles  on  opère 
comme  sur  les  équations  proposées. 

La  seconde ,  appelée  méthode  par  comparaison ,  consiste  k  tirer 
les  valeurs  d'une  même  inconnue ,  de  toutes  les  équations ,  et  à 
égaler  ces  valeurs  deux  à  deux  ;  ce  qui  donne  nécessairement  lieu 
à  de  nouvelles  équations  i-enfermant  une  inconnue  de  moins  ,  sur 
lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas  la 
méthode  par  addition  et  soustraction  ,  c*est  de  donner  lieu  à  de 
nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu'il  faut  ensuite 
faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  \sl  méthode 
par  substitution ,  toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  un 
coefficient  égal  à  F  uni  té  dans  l'une  des  équations ,  parce  qu'alors 
rinconvénient  dont  nous  venons  de  parler  n'a  plus  lieu.  Nous 
aurons  quelquefois  occasion  de  l'employer.  Mais  ,  en  général ,  la 
métliode  par  addition  et  soustraction  est  préférable;  elle  présente 
d'ailleurs  cet  autre  avantage,  que,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 
trop  grands ,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustraction  en  même 
temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les  coefficients  égaux. 
S4.  II  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à  la  fuis.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu 
(l'adresse,  l'élimination  se  faittrès-promptement. 
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Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues  : 

Q.,r  -«  3^  4-  23  =  i3 (i), 

4"  —  2x=  3o (a), 

4r  +  2«=  i4 (3), 

S^-hStf  =  32.  .  .  .   ...  (4). 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations  ,  on  voit  que  rélimînadon 
de  z  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation  en  x  et  jr  ; 
et  si  Ton  élimine  u  entre  les  équations  (i)  et  (4)»  on  obtiendra  une 
seconde  équation  en  x  ely  ;  c^  deux  dernières  inconnues  peu- 
vent donc  être  déterminées  aisément.  D'abord ,  réliminadon  de  z 
entre  (i)  et  (3)  donne  7/ — 2j:=    i; 

celle  de  u  entre  (2)  et  (4)  donne  207  +  6x  =  38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3,    et 

ajoutons;  il  vient 4^7  =  4* 

d'oiîl jr  =   i 

Substituant  cette  valeur  dans  77 —  20:=  1  , 
on  trouve x  =  3 

Reportons  la  valeur  de  x  dans  l'équation  (2)  ; 
il  en  résulte 4»  —  6  =  3o  ;  d'où «  =:  g 

Enfin,  la  substitution  de  la  valeur  de/ dans 
réquation  (3)  donne 2  =  5     / 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  cinq  équations  suivantes  : 

7  X  —  2«  -h  3a  =  17  \         qui  donnent,  pour  valeurs  des 
4x  —  2»-+-     f  =  iil  inconnues  , 

5^—  3x— 2«=    8  J  x=2,/  =  4,  s=3,  a  =  3,  f=:l. 
4r--3in-2f=    9 
3«-4-8i«==33 

8».  Dans  tout  ce  qui  précède  ,  nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour  desi- 
gner les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à  plu- 
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siecrs  inconnues,   pour  qu*il  soit  déterminé,  c'est-à-dire  pour 
qu'il  n'admette  pas  une  infinité  de  solutions. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu*uB  problème  à  deux 
inconnues  X,  j^  conduise  à  Téquation  unique  Sx  —  3/=  12; 

I  2  "1    3  Y 

00  en  déduit  x  = je Or,  si  Ton  fait  successivement 

/■=!,     2,     3,      4,     5,      6,..., 

1.  ,      18     21      24     27       ^ 

lien  resuite     2:  =  3,    -^j  -^^    ~,   -^>     6,...; 

et  tous  les  systèmes  de  valeurs 

(x=3,    x=\),    (•^  =  -y'    r  =  îi)'     (•^=y'    7=:3V.M 

rois  pour  x  et  ^  dans  1  équation,  y  satisfont  également. 

Si  Ton  avait  deux  équations  à  trois  inconnues,  on  pourrait 
d  abord  éliminer  Tune  des  inconnues  à  Taidc  des  équations  pro- 
posées, et  l'on  parviendrait  ainsi  à  une  équation  qui^  renfermant 
deux  inconnues ,  pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d'où  l'on  déduirait 
également  une  infinité  de  valeurs  pour  la  troi»ème  inconnue. 
Donc,  en  général,  pour  qu'un  problème  soït  déterminé ,  il  faut 
que  son  énoncé  renferme  un  nombre  de  conditions  différentes,  au 
moins  égal  à  celui  des  inconnues,  et  que  ces  conditions  puissent 
être  exprimées  chacune  par  une  équation.  Au  reste,  nous  revien- 
drons plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  à  un  nombre 
d'éqnaLÛons  essentiellement  différentes,  moindre  que  celui  des  in- 
connues. 

56.  Passons  à  la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

Sixième  phoblèmb.  —  Une  personne  possède  un  capital  de 
3o  000  fr.  qu'elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt;  mais  elle  doit  une 
somme  de  20  ooo  fr.  dont  elle  paye  un  certain  intérêt  différent  du 
premier:  l'intérêt  qu'elle  retire  surpasse  celui  qu'elle  paye  de 
^00  fr.  —  Une  seconde  personne  possède  ^5  000  fr.  qu'elle  fait 
Àlg.  B,,  \o^  éd.  6 
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valoir  au  second  tauje  tl'inté/'ét;  mais  elle  doit  une  santme  4 

7,^000  fr,  dont  elle  paye  l'intérêt  d*après  h  premier  taux:  rintéré 

qu'elle  retire  surpasse  celai  qu'elle  paye  4^  Zio  fr.  —  On  dt\ 

mande  les  deux  taux  d'intérêt. 

Solution.  —  Soient  x  et/  les  deux  taux  d'intérêt  pour  100  fr 

Potir  obtenir  l'intérêt  de  3oooo  fr.  au  Uux  désigoé  par  Xj  il  fan 

,  .    .  .  o  Soooox         ^ 

établir  la  proportion      100  \x  ::  3oooo  ; ou  3oojr. 

■^    "^  ^  100 

On  obtiendra  de  même,  pour  l'intérêt  de  20000  fr«  au  tau 3 

...     ,             20  000  y.  «  •     j»      ^    I»'         '1.       «j 

désigné  par  j', =^  ou  200/.  Mais,  d  après  I  énonce,  1  excd 

du  premier  intérêt  sur  le  second  est  égal  à  800  fr.  On  a  donc  poui^ 
première  équation  du  problème , 

3oojr  —  200  r  =  800. 

En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  dn  pro- 
blème, on  parviendrait  à  la  nouvelle  équation 

35or  —  240  j:  =  3io. 

Maintenant)  les  deux  membres  de  la  première  équation  étaot 
divisibles  par  100,  et  ceux  de  la  seconde  par  10,  on  peut  rem- 
placer les  deux  équations  par  celles-ci  : 

3jf— .    2/=    8, 

35/  —  24jcr=:  3l. 

Pour  éliminer  X,  multiplions  la  première  équation  par  8,  et 
ajoutons;  il  vient  19  j  =  961,     d'où     /  =  5- 

Remplaçant  y  p^r  sa  valeur  dans  la  première  équation,  Ton 
trouve  3ar--io  =  8,     d*où     xz=z&. 

Ainsi,  le  premier  taux  est  6  pour  \^  et  ie  second  5. 

En  effet, 
3o  000  fr.  placés  à  6  p.  f  donnent      3oo  X  6     ou     i  800  fr. 

20  000 à  5. ... .  donnent      200  X  5    ou     i  ooo , 

et  Ton  a 1 800  —  1 000  =i:  800. 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 
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o7.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  k  une  et  à  plu- 
sieurs inconnues,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commençants  à 
s'exercer. 

SsrnÈM B  PEOjiULiiE.  —  Un  ouvrier  peut  faire  un  certain  ou^ 
!7ngc  exprimé  par  a ,  dans  un  temps  exprimé  par  b  ;  un  second 
ouvrier,  l'ouvrage  c  dans  un  temps  d;  un  troisième,  l'ouvrage  e 
dans  un  temps  f.  —  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois  ou-- 
ffricrs,  trapaillant  ensemble,  pour  faire  Vouprage  g. 

Réponse.  x  =  —— =-=-§ ---. 

^  adf -h  bcf -Jf  bde 

(On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité 
d'onvrage,  et  le  jour  pour  unité  de  temps.) 
Application •..  «=27 •*"^';  b^z^J"^^'-,  r=35*;  rf=6>;  tfrrifo"; 
/=  \2^^  gz=  igi  ■;  on  doit  trouver  x  z=z  11J. 

HuiTiim  p&OBLÈME.  —  On  a  de  Veau  de  mer  qui,  sur  32  kHo- 
grammes,  contient  i  kilogr.  de  sel.  —  Combien  faut-il  ajouter 
^eau  douce  à  ces  32  kilogr,  pour  que,  sur  32  Ailogr,  du  nouveau 

mélange,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à  -^de  kilogramme?. . . . 
iRép.  224^0 

Nkutikme  pEOBLiME.  —  Une  montre  marque  midi,  —  On  de- 
mande combien  de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se 
rencontreront  depuis  midi  Jusqu'à  minuit,  et  à  quelle  heure  se  fera 
chaque  rencontre. 

(Rép.  Nombre  des  rencontres,  11;  1'*  rencontre  y  à  i^  5"  7—; 
2"^ rencontre,  à  tt^  lO*-;^;  3%  ^3*  16"^. .  .  ;  10%  à  io*54"7V; 
M%  à  minuit,) 

DiuiMB  PBOBÙME.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres, 
la  somme  des  chiffres  est  ii;  le  chiffre  des  unités  est  double  de 
teltti  des  centairtes;  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre,  on 
'htient  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé,  —  Quel  est  le 
nombre  qui  jouit  de  cette  propriété?. . .   (Rép.  326.) 

Obtzijuie  pbobiiÉve.  —  Une  personne  qui  possède  100  000  fr, 
^f/ait  valoir,  une  partie  à  5 pour  ■}  et  l'autre  partie  à  4  pour  j; 

6* 
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cUe  relire  pour  le  tout  ^6/^0  fr,  (V intérêt,-—  On  demande  les  dcux\ 
parties (Rép.  64000^  et  36ooo^) 

DouziiME  PROBLÈME.  — Uue  pcrsonne  possèdc  un  certain  capital 
qu'elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui 
possède  10  000  fr,  de  plus  que  la  première  y  et  qui  fait  valoir  son 
bien  de  i  pour  |  plus  avantageusement  qu'elle,  a  un  revenu  plus 
grand  de  800  fr.  Une  troisième  personne  qui  possède  i5ooo/r.  dc\ 
plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  de  2  pour  |  plus 
avantageusement  qu'elle,  a  un  rtveuu  plus  grand  de  i  5oo  fr. 
—  On  demande  les  biens  des  trois  personnes  et  les  trois  tauj 
d'intérêt. 

( Sommes  placées      3o  ooo  ^  4^  000  ^  4^  000  % 

Taux  d'intérêt..  4>  ^»  ^^ 

§  IH.  -^  Problèmes  qui  donnent  lieu  à  des  résultats 
négatifs.  —  Théorie  des  quantités  négatives, 

»a.  L'emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes donne  souvent  lieu  à  des  circonstances  singulières  quil 
embarrassent  au  premier  abord;  mais  en  y  réfléchissant,  on 
parvient  à  les  expliquer,  et  même  à  en  tirer  parti  pour  généraliser 
encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  Trouver  un  nombre 
qui,  ajouté  au  nombre  h,  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution,  —  Soit  x  le  nombre  cherché^  on  a  évidemment  pour 
équation^ 

ft-|-j7  =  û,     d'où     X  r=:  a —  b. 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé.  ! 

Soit,  par  exemple,  ^7  =  47,  ^  =  29^1  vient  a: =4?  — 29  =  18. 

Soit  encore  «  =  24 ,  ft  =  3 1  ;  il  vient  x  =  24  —  3 1 . 

Comme  3i  est  égal  à  24  -f-  7,  cette  expression  de  x  peut  se 
mettre  sous  la  forme  x  =  24  —  24  —  7  ,  on  réduisant,  «  =  —  7. 
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Celle  valeur  obtenue  pour  x  est  ce  qu'on  appelle  une  solution 
negatt'pe.  Mais  comment  rinterpréler? 

En  remontant  à  Ténoncé  du  problème,  on  voit  qu*il  est  impos- 
sible que  3 1  augmenté  d'un  autre  nombre  donne  pour  somme  2^  > 
nombre  plus  petit  que  3 1 .  Ainsi ,  aucun  nombre  ne  peut  vérifier 
l'énoncé  dans  ce  cas  particulier.  Cependant  si,  dans  Téqnation 
du  problème,  3i  +-2:=  ^4»  ^^  ^^^  ^  ^^  place  du  terme  +x 
la  valeur  n^ative  —  7,1!  vient  3 1  —  7  =  24 ,  équation  exacte , 
qui  veut  dire  que  le  nombre  3 1  diminué  de  7  donne  pour  diffé- 
rence 24* 

La  solution  nêgathey  x  =:  —  7,  indique  donc  Timpossibilité 
de  satisfaire  à  Ténoncé  du  problème  dans  le  sens  où  il  a  été  établi  ; 
mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son  signe, 
c'est-à-dire  supposant  x==  7,  on  voit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé 
modifié  ainsi  :  Trotwer  un  nombre  qui,  retranché  de  ^i,  tionne 
pour  différence  24 ,  énoncé  qui  diffère  du  premier,  Trouver  un 
nombre  qui ,  ajouté  h  3j,  donne  pour  somme  24,  en  ce  point 
seulement,  que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mol 
retrancher,  et  le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  Ton  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement,  il  n'y  a 
qu'à  poser  Téquation 

3i — x=2J^\     d'où     3i  — 24  =  J?,     ou     07=7. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  :  Un  père  a  un  nombre  a 
d'années;  son  fils  en  a  un  nombre  b.  —  On  demande  dans  combien 
d'années  l'dge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père? 

Solution, 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché  ;  a-^x  et  b  -\-x 
expriment  respectivement  les  âges  du  père  et  du  fils  au  bout  de  ce 

nombre  d'années  ;  ainsi,  l'on  a  l'équation  b  -\-  x  := 


JC  = 


Supposons  /ï  =  54 ,    ^  =  0;  il  vient  .r  =?  ^  ■ =  6. 
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En  effet,  le  père  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fils  9,  dams 
6  ans  le  père  aura  60  ans  et  son  fils  i5;  or  i5  est  égal  au  quart 
de  60  ;  donc  j;  =  6  satisfait  à  Ténoncé. 

Actuellement ,  supposons  a  =  45 ,  ^  =i  1 5  ;  il  vient  x  =  - — ^ 

On  réduit  cette  expression  à  x  =  —  5 ,  en  effectuant  autant  que 
possible  la  soustraction  indiquée  par  45  —  60 ,  ce  qui  donne  —  1 5 , 
et  divisant  —  i5par  3,  d'après  la  règle  établie  (n«  W)  pour  la 
division  algébrique.  Mais  comment  interpréter  la  solution  né- 
gative X  =:  —  5  ?  • 

Remontons  à  Téqualion  du  problème ,  qui ,  dans  le  cas  parti- 
culier que  nous  considérons,  est  i54-x  =  5^ — 7 — .  Elle  ren- 
ferme une  contradiction  manifeste;  car  le  second  membre  revient 

45      X 
à -^  +  7;  et  chacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite  que 

chacune  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si- Ton  rem- 

A5 5 

place  dans  l'équation ,  -h  x  par  —  5 ,  il  vient  1 5  —  5  =  - — 7 —  ^ 

4 

4o      ,        .  ...  ... 

ou  10  =  ^9   équation  exacte,  qui   veut   dire  que  si,  au  heu 

d^ajouter  un  certain  nombre  d'années  aux  deux  âges,  on  en  re- 
tranche 5  ans,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi , 
la  solution  que  l'on  vient  de  trouver,  étant  considérée  indépen- 
damment de  son  signe,  satisfait  ce  nouvel  énoncé  :  Un  père  a 
45  ons,  son  fils  en  a  j5.  —  On  demande  à  quelle  époque  l'dge  du 
fils  a  été  le  quart  de  celui  du  père. 

L^équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5  —  x  =  -î— ^ —  9  d'oik 

4 

l'on  tirerait  60  —  4*^  =  i^x^  et  x  =  5» 

On  voit  en  cfTet,  pour  peu  qu'on  réfiéchisse  sur  renoncé  du 
problème,  que  le  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père  étant 

,5         I 
actuellement  7^,  ou^,  Tâge  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart 

de  celui  du  père;  mais  il  l'a  été  précédemment,  parce  que ,  comme 
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on  Ta  prouve  (n°  6)  d*uzie  manière  générale,  si  Ton  ajoute  aux 
lieux  termes  d*n ne  fraction  un  même  nombre ,  la  fraction  augmente 
toujours  de  valeur.  Au  contraire,  elle  diminue  de  valeur  quand  on 
retranche  un  même  nombre  de  chacun  de  ses  deux  teorœes. 

5S.  En  nous  laissant  conduire  par  Tanalogie^  nous  pouvons 
établir  ce  principe  général  : 

1*^.  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  V inconnue  (Tun  pro- 
blème da  premier  degré  indique  un  vice  dans  le  sens  des  eondi- 
lions  de  l'énoncé,  ou  y  du  moins,  dans  l'équation  qui  en  est  la 
traduction  algébrique.  (  Foyez  la  remarque  du  n*  60.) 

a*.  Cette  valeur,  abstraction /aite  de  son  signe,  peut  être  re^ 
gantée  comme  ia  réponse  h  un  problème  dont  renoncé  ne  diffère 
de  celui  du  problème  proposé  qu'en  ce  que  certaines  quantités, 
dadditivrs  quelles  étaient,  sont  devenues  soustractives,  et  récipro- 
quement. 

Démonstration.  —  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à  démontrer.  En  effet ,  si  Ton  trouve  pour  x  une  valeur  néga- 
tive, cela  provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  nature 
même  de  Féquation  établie,  on  a  été  conduit  à  soustraire  un 
nombre  plus  grand  d'un  nombre  plus  petit,  opération  inexé- 
^cutable.  Cest  ainsi  que  les  valeurs  ar  =  —  7,  jr  =  —  5,  sont 

45_6o 
provenues  (n**  58)  des  équations  x  =:  ^^  —  3i ,  x  =z  - — 

Or,  si  au€!un  nombre  absolu  {*)  mis  pour  x  ne  peut  vérifier 
l'équation  à  laquelle  on  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle  du 
problème  les  transformations  indiquées  (n^  45,  44),  il  faut  que 
cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être  vérifiée  dans  le 
sens  où  die  a  été  formée;  car  Texactltude  de  ces  transformations 
est  bien  constatée  pour  toute  équation  susceptible  dY*tre  vérifiée 
par  un  nombre  absolu  qu'on  y  mettrait  pour  Tinconnue. 

Souvent,  Timpossibilité  de  résoudre  la  question  ou  Téquation, 
dans  le  sens  où  elle  a  été  établie,  est  évidente  a  la  seule  inspection, 

{*)  On  appelle  nombre  absolu  tout  nombre  considéré  indépendamment  du 
^'gnede  Taddition  ou  de  la  soustraction. 
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soit  de  l*énoncé ,  soît  de  Téquation  :  les  deux  problèmes  précédents 
en  sont  des  exemples.  D'autres  fois ,  cette  impossibilité  est  difficile 
k  découvrir;  mais  la  sufîte  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre 
dans  tout  son  jour. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

Observons  d*abord  que  si,  dans Téquation ,  Ton  remplace  x  par 

—  Xy  tous  les  termes  renfermant  x,  sMIs  sont  additifs,  deviendront 
soustraclifs,  et  réciproquement;  car  si  Ton  a,  par  exemple,  le  terme 
-♦-  oxy  en  mettant  —  x  à  la  place  de  j:,  il  deviendra  -h  «  X —  x,  ou 

—  ax.  De  même,  si  l'on  a  le  terme  —  bxy  il  deviendra  —  d  X  —  -r, 
ou  -h  bx.  Ainsi ,  en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
équation ,  on  aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  diffé- 
rera du  premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités,  d'additives 
qu'elles  étaient,  seront  devenues  soustractives ,  et  réciproquement. 

Il  reste  à  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  —  x  à 
la  place  de  x  dans  l'équation  donne  lieu  au  résultat  x  =  ^,  si 
l'on  avait  d'abord  obtenu  x  =  — p(pesi  ici  regardé  comme  un 
nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problème,  on  peut 
toujours , /^ar  des  transformations  connues,  la  supposer  rament'e  à 
la  forme  ax  =  —  b(aeth  étant  des  nombres  absolus). 

De  celte  équation  1  on  tire  x  = ,  ou  x  = ,  ou  bien  , 

a  a 

enfin ,  x  =  —  p^p  exprimant  le  nombre  absolu  —  Maissil'on  met 

a 

—  X  à  la  place  de  x  dans  l'équation  primitive ,  on  parviendra ,  en 
opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  première,  à  l'équa- 
tion —  flx  =  —  b  \ 

a  ou  X  = ,     ou     X  =  - ,     ou  cntiD ,     x  =i  j). 

—  a  a 

—  Ce  qu'il  fallait  démontrer  {^). 

On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  de  quelle  manière  on  doit  inter- 

(*)  L^énoncê  du  principe  précédent  ot  une  partie  do  la  démonstration 
sont  extraits  de  l'ouvrage  intitulé  :  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Calcul 
infinitésimal,  seconde  cdilioo  ;  par  Carnol. 
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prêter  les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regardées, 
âbstracdon  faite  de  leur  signe ,  comme  des  réponses ,  non  aux  ques- 
tions telles  qu'elles  ont  été  établies ,  mais  à  des  questions  de  même 
Diture,  dont  certaines  conditions  ont  été  modifiées;  et,  pour 
obtenir  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  le  plus  sûr  est  de  remontera 
Véquation  du  problème ,  dy  changer  \  en  —  x  ,  puis  de  traduire 
rn  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation.  [Foyez  le  n"  7i  pour  la 
démoQstration  du  même  principe  ,  dans  les  équations  du  premier 
à^^  à  plusieurs  inconnues.  ) 

60.  Remarque,  —  Le  principe  qu'on  vient  d*établir  n'est  rigou- 
reustinent  vrai  que  pour  les  équations  ,  et  il  ne  Test  pas  toujours 
pour  les  énoncés  des  problèmes;  c'est-à-dire  que  tel  problème 
]}eot  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu'en  résolvant  Téquation 
rtablie  on  parvient  à  une  valeur  négative.  Cela  tient  à  ce  que  Talgé- 
briste,  dans  Tappltcation  de  ses  méthodes  à  la  résolution  d'un 
problème ,  prend  souvent  certaines  conditions  dans  un  sens  opposé 
à  celui  où  elles  devraient  être  prises  ;  et,  dans  ce  cas,  la  solution 
négative  qu'il  obtient  redresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a 
cDvisajj'é  ces  conditions.  Ainsi,  l'équation  est  vicieuse,  quoique 
le  problème  soit  susceptible  d'être  résolu  ;  et  ce  n'est  que  lorsque 
l'équation  est  la  traduction  fidèle  de  l'énoncé  et  du  sens  de  toutes 
ses  conditions,  que  le  principe  est  applicable  aux  énoncés.  Nous 
en  verrons  des  exemples  par  la  suite  ;  mais  c'est  principalement 
<laQs  les  applications  de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie 
<iue  le  principe  est  applicable  aux  équations  plus  qu'aux  énonces 
eux -mêmes. 

Au  reste,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  démonstration  qui 
en  a  été  donnée ,  on  verra  que  les  raisonnements  portent  plutôt 
sar  les  équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations  sont  regar- 
^*^  comme  la  traduction  algébrique. 

61.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a  été  conduit  à  mul- 
tiplier -t-  a  par  —  x,  à  diviser  —  b  par  -4-  fl,  —  b  par  —  a  ;  et 
Ion  est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les 
'•^les  des  .«v«^5  établies  pour  la  multiplication  et  la  division  des 
P<»iynôines.  Il   peut  paraître,  au   premier  abord,   nécessaire  de 
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démontrer  ces  règles  par  rapport  aux  monômes  isolés;  et  c'est 
en  effet  ce  que  font  presijue  tous  les  auteurs.  Mais  les  démonstra- 
tions qu'ils  en  donnent  n*ont  que  l'apparence  de  Texactitude ,  ou  i 
laissent  beaucoup  de  vague  dans  Tesprit.  Nous  dirons  donc  que 
Y  On  a  étendu  aux  quantités  monômes  les  règles  des  signes  éta- 
blies et  démontrées  pour  les  polynômes,  afin  de  donner  une  inter-  j 
prétation  aux  résultats  singuliers  que  fournit  VJlgèbre,  En  n'ad- 
mettant point  cette  extension ,  on  se  pri tuerait  d*un  des  principaux 
avantages  de  la  langue  algébrique ,  lequel  consiste  h  embrasser 
dans  une  seule  et  même  formule  les  solutions  de  plusieurs  ques- 
tions de  même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le  i 
sens  de  certaines  conditions,  c'est-à-dire  en  ce  que  certaines  quan-  ! 
tités  sont  adilitivcs  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres,  ci  \ 
réciproquement, 

L^extension  aux  quantités  monômes,  des  règles  établies  pour 
les  polynômes,  peut  toutefois  être  motivée  par  les  considérations  j 
suivantes  :  i 

La  démonstration  exposée  n^  17,  pour  la  multiplication  cl*un  1 
binôme  a  —  b  par  un  binôme  c  —  d,  suppose  évidemment  a  >  b  j 
et  c'^d.  Si  le  contraire  a  lieu,  ces  msonnements  n'offrent  plus  | 
ù  Tesprit  aucun  sens  rigoureux  ;  et  cependant  la  règle  des  signes  j 
une  fois  établie,  on  ne  songe  pas  h  la  révoquer  en  doute,  quels  1 
que  soient  les  rapports  de  grandeur  de  a^  b,  c,  d,  \ 

Cela  posé,  le  produit  de  a  —  b  par  c  étant  ac  —  bc^  il  s^ensuit  ! 
que  le  produit  {l'une  expression  négative  a  —  h  {a  étant  <^  b)  par  I 
une  quantité  positive  c  est  négative,  j 

De  même,  le  produit  de  b  par  r  — d  étant  bc  —  bd,  il  en  résulte  1 
que  le  produit  d'une  quantité  positive  h  par  une  expression  négtt-  ' 
tive  c  —  d  (c*  étant  <C^d)  est  négatif.  j 

Enfin ,  le  produit  de  «  —  b  par  c  —  d  étant,  comme  on  l'a  dît ,  j 
ac  —  bc  —  ad^  bd,  expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  ! 
bd  —  ad  —  bc  -i-ac,  ou  d[b  —  a)  —  c{b  —  «),  si  Ton  suppose 
d^Cy  et  b'^aoïib  —  a  positif ,  il  en  résulte  nécessairement 
d(b  —  a)^c[b  —  rt),  et  par  conséquent  ^  d[b  —  a)'—c{b  —  a], 
positif.  Donc  le  produit  d'aune  expression  négative  a  —  b  par  une 
expression  négative  c  —  d  («  étant  <  ^  et  r  <  ^)  est  positif 
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Cest  d  aflleurs  là  ce  qui  constitue  Tun  dos  caractères  distiiictirs 
dcFAlgèbrc.  En  Anthmétiqiie  comme  en  Géométrie,  les  raisonne- 
mfnts  portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  Tesprit  peut  saisir, 
tandis  qaen  Algèbre,  on  raisonne  et  Ton  opère  le  plus  souvent 
sur  des  êtres  imaginaires,  ou  snr  des  symboles  présentant  des 
opérations  inexécutables;  mais  l'exactitude  des  résultats  qu'on 
obtient  pr  ce  moyen ,  et  auxquels  on  parviendrait  également  par 
des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beaucoup  plus  longs,  justifie 
sufEsamment  la  marche  qu'on  a  suivie. 

62.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monômes,  sont 
d'un  usage  continuel  en  Algèbre,  il  est  à  propos  d'en  présenter 
iri  l'ensemble.  D'ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de  nouvelles 
expressions  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  -4-  ^  ou  —  b  avec  une  quantité  exprimée  par  a , 
il  faut  écrire  a  -\-b  o\k  a  —  b  ^  c'est-à-dire  écrire  les  deux  mo- 
nômes Pun  à  la  suite  de  l'autre  avec  leurs  signes  respectifs,  [Voyez 
n"  15.) 

Pour  soustraire  -f-  ^  ou  —  ^  de  a ,  il  faut  écrire  a  —  bowa-^b^ 
c*esl-à-dire  changer  le  signe  du  monôme  à  soustraire,  et  l'écrire 
^vec  son  nouveau  signe  à  la  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire. 
iJoyezTi^  ih.) 

Quant  à  la  multiplication  et  à  la  division 


(n«  17). 


(n"  215) 


+^X-l-6ou —  flX  —  b  donne  pour  produit  -\-ab 
-flX-H^ou-hflX  —  b  donne  pour  produit  —  ab 

+  fl:-f-Aou  —  a  :    — 6  donne  pour  quotient  H-  -r  j 
"-«I-h^ou-f-fl   :   —  b  donne  pour  quotient  —  j  I 

Ces  règles  donnent  lieu  à  quelques  remarques  importantes  : 

ï*.  En  Algèbre ,  le  mot  ajouter  et  le  mol  somme  ne  doivent  pas 

toujours,  comme   en   Arithmétique,  entraîner  avec  eux  l'idée 

<i  augmentation  ;  car  le  résultat  a  —  6,  de  l'addition  de  —  b  avec  o, 

^^  à  proprement  parler,  une  différence  entre  le  nombre  d'unités 
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exprimé  par  a  et  le  nombre  d^iinités  exprimé  par  b  ;  par  consé- 
quent, ce  résultat  est  moindre  que  a.  Pour  distinguer  cette  espèce 
de  somme  d\ine  somme  arithmétique ,  on  lui  donne  le  nom  de 
somme  algébrique.  Ainsi ,  un  polynôme  tel  que 

est  une  somme  algébrique,  en  tant  qu'on  le  regarde  comme  le  ré- 
sultat de  la  réunion  des  monômes  2  a  %  —  3«'^,  4-  3/î^r,  —  mi-c, 
avec  leurs  signes  respectifs  ;  et  son  acception  propre  est  la  différence 
arithmétique  entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes 
additifs  et  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  sous- 
tractifs. 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algébrique  peut,  dans  les  appli* 
cations,  se  réduire  à  un  nombre,  positif  ou  négatif,  moindre  en 
valeur  absolue  que  chacun  des  nombres  qui  constituent  cette 
somme. 

2*.  Le  mot  soustraire  et  le  mot  différence  n'offrent  pas  totijoni^ 
ridée  de  diminution  ;  car  la  différence  entre  -h  a  et  —  6  étant 
a  -i-  b ,  surpasse  le  nombre  a  ;  c'est  une  différence  algébrique, 
parce  que  le  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme  a  —  ( —  b). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par  çxeraple, 
dans  Téquation  3i  -f-  x  =  24,  le  résultat  x  =:  —  7  indique  qu'il 
faut  ajouter  —  7  à  3i  pour  obtenir  24;  et  en  effet,  3i  -H  ( —  7  , 
ou  3i  —  7,  est  égal  à  24. 

Pareillement,  dans  l'équation   i5  -h  a:  =  - — - —  ,  le  résultat 

.r  =  —  5  indique  qu'il  faut  ajouter  —  5  aux  deux  âges,  pour  que 
Tàge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  En  effet,  on  a  | 

i5-f-(— 5)     ou     i5  — 5=10, 

45^-(_5)    ou    45  —  5  =  40.  î 

65.  La  nécessité  d'employer  les  expressions  négatives  dans  les  1 
calculs  algébriques,  et  de  les  soumettre  aux  mêmes  opérations  que 
les  quantités  absolues,  a  conduit  les  algébrisles  à  deux  autres  pvo- 
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positions  qui  seront  par  la  suite  d'un  usage  trc»- fréquent.  En  voici 
lenoncé:  Toute  quantité  négative  —  a  est  plus  petite  que  o;  ci  de 
deux  quantités  négatives  y  la  plus  petite  est  celle  dont  la  valeur 
absolue  est  la  plus  grande. 
Ainsi,  a  étant  numériquement  plus  grand  que  6,  on  a 

—  a  <Co     et     —  û<C  —  ^' 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons 
qu'en  général ,  si  d'un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de 
nombres  de  plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  être  de  plus  en 
plus  petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6  par 
exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons  successivement  i,  2 ,  3, 4> 
•j,  6,  7,  8,  9,. ..  ;  on  trouve,  en  écrivant  les  différences  sur  une 
même  ligne , 

^>—  1,6 —  2,6—3,6  —  4»6  —  5,6  —  6,6  —  7,6  —  8,6  —  9, 
ou  réduisant, 
5,       4»         3»         2»         '»        O'        —'1   —  ^»   — ^• 

D'où  l'on  voit  que  —  1  doit  être  regardé  comme  plus  petit 
que  o,  puisque  celui-ci  exprime  l'excès  de  6  sur  lui-même,  tandis 
que  —  I  exprime  l'excès  de  6  sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison ,  —  i  est  plus  grand  que  —  2,  —  3  est  plus 
grand  que  — 4»^"^'^"^  '^^  valeurs  numériques  des  premières 
expressions  soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement.  —  Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  sin- 
guliers que  fournit  la  résolution  algébrique  d'une  question ,  l'on 
tst  convenu  de  •  considérer  les  expressions  négatives  comme  des 
quantités,  il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que 
los  nombres  absolus,  on  puisse  parvenir  à  des  résultats  exacts. 
Or  on  peut  regarder  comme  un  axiome,  que,  si  un  nombre  a  est 
pius  grand  qu'un  autre  6,  et  que  l'on  ajoute  à  chacun  un  même 
ûombre  rf,  le  premier  résultat,  a  -f- f/,  est  plus  grand  que  le 
second,  b  -h  d. 

Cela  posé ,  en-  admettant  les  inégalités  o  >  —  a ,  et 
—  a  >  —  (a  -{-  m)  [a  et  m  sont  ici  des  nombres  absolus] ,  si 
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Ton  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d^elles  a  -h  m  y  on! 
trouve  «  -H  w  >  w  et  /ïi  ^  G,  ce  qui  est  exact.  Au  contraire ,  sij 
J'on  posait  o<  —  a  et  —  a  <Ci  —  (a  -h  /w),  il  en  résaltcraiti 
a  -+-  m  <Ci  m  et  m  <!^o  f  ce  qui  serait  absurde.  ; 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précédentes I 
si  Ton  veut  pouvoir  opérer  sur  les  expressions  néçathcs  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Os  propositions  sont,  au  reste,  une! 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  à  celles  dont  nous  nous  | 
servons  souvent  dans  le  langage  ordinaire.  Nous  disons  tous  les  ! 
jours  :  Telle  personne  a  moins  que  rien^  pour  exprimer  qu'elle  doit  j 
plus  qu'elle  ne  possède  ;  et  de  deux  personnes  qui ,  ayant  la  mcme  \ 
fortune ,  doivent  plus  qu'elles  ne  possèdent  :  la  plus  riche  eu  celle  \ 
qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  ou  plusieurs 
inconnues. 

64.  Lorsqu^on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-dire 
en  représentant  les  données  par  des  lettres,  on  peut  se  proposer 
de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour 
des  hypothèses  particulières  faites  sur  les  données.  La  détermi- 
nation de  ces  différentes  valeurs,  et  l'interprétation  des  résultats 
singuliers  auxquels  on  parvient,  forment  ce  qu'on  appelle  la  dis- 
cussion du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à  peu  près  toutes  les 
circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du  premier 
degré  : 


R'  A  B  R 

Treiziàme  pboblkme.  —  Deux  courriers  partent  en  même  temps 
de  deux  points  différents  A  et  B,  f l'une  même  ligne  AR,  et  se  dirigent 
dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du  point  A /ait  m  Urilo- 
mètres  par  heure,  et  le  courrier  qui  part  {lu  point  B  en  fait  n.  — 
On  demande  à  quelles  distances  des  points  keth  les  deux  courriers 
se  rencontreront. 
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Stàuiion.  —  Soit  R  le  point  de  rencontre;  appelons  x  ct^  les 
distances  inconnues  ÂR  et  BR ,  exprimées  en  kilomètres ,  et  /i  la 
distance  AB  qui  sépare  les  deux  courrier»  au  moment  de  leur 
départ.  On  a  évidemment ,  pour  première  équation  , 

x^x  =  «....  (0- 

Mais  m  etii  exprimant  les  nombres  de  kilomètres  faits  par  heure 
ce  sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s'ensuit  que 
les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  j?  et  j  sont  marqués 

X       y 

par—  et-;  d^ailleurs,  ces  deux  temps  sont  égaux.  Ainsi ^  Ton  a, 
w      n 

poar  seconde  équation  du  problème,  —  = -> 

tn       n 

on  bien ,  nx  —  mj  ==  o .  . .  .  (2). 

Gombinant  les  équations  (i)  et  (2)  entre  elles,  d'après  les  mé- 
thodes connues  d'élimination  ,  on  obtient 


r  = 


valeurs  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion. — Tant  que  Ton  supposera  pn^n,  d'où  m  —  /i2>o 
ou  positif,  CCS  valeurs  seront  pasitives,  et  le  problème  sera  résolu 
dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet ,  si  le  courrier  A  est 
supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B ,  on  conçoit  qu'à  chaque 
instant  il  gagne  du  chemin  sur  celui-ci;  l'intervalle  qui  les  séparait 
d'abord  diminue  de  plus  en  plus ,  jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'ancan* 
tisse  tout  à  fait  ;  et  alors  les  deux  courriers  doivent  se  trouver  au 
même  point  de  la  ligne  qu'ils  parcourent. 

Mais  si  Ton  suppose  m  <^  n^  iVoix  m  —  /ï  ^  o  ou  négatif,  les 
valeurs  sont  à  la  fois  négatives  et  deviennent 

am  an 


.y  y 


n  —  m  n  —  m 

Ponr  interpréter  ces  résultats ,  observons  qu'il  est  impossible 
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que  les  deux  courriers  se  rencontrent  s'ils  sont  partis  en  nierai 
temps  des  points  A  et  B,  comme  on  Ta  supposé,  Vintervalle  qui 
les  séparait  ne  faisant  qu'augmenter  à  chaque  insUn t.  Mais  cette 
condition  de  leur  départ  simultané  n'étant  pas  de  nature  a  être 
exprimée  algébriquement,  n'entre  pour  rien  dans  les  équations 
du  problème,  qui  sont  restées  tout  à  fait  indépendantes  de  cette 
restriction.  Si  donc  on  suppose  que  les  courriers,  parvenus  en 
même  temps,  l'un  au  point  A,  l'autre  au  point  B,  se  meuvent 
dtjà  depuis  un  temps  indéEni  sur  la  ligne  et  dans  le  sens  AB,  alors 
il  est  clair  qu'ils  auront  dû  se  rencontrer  antérieurement  en  un 
pointa'  du  prolongement  de  BA,  qui  est  précisément  celui  que 
déterminent  les  valeurs  de  x  et  de  j.  En  effet ,  si  l'on  met  le  pro- 
blème en  équation  d'après  la  nouvelle  hypothèse ,  ce  qui  revient  à 
changer  les  signes  de  jr  et  j  dans  les  deux  équations  ,  conformé- 
ment au  principe  établi  n«  »9,  on  obtient 


m  n 


équations  qui,  résolues,  donnent 


an 

y  =  z — : 


Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé ,  dans  lequel  on  suppose 
que  les  courriers  se  sont  déjà  rencontrés  avant  d'être  parvenus 
aux  points  A  et  B. 

Soit  maintenant  ///  =  «  ,  d'où  w  —  w  =  o  ;  les  valeurs  gêné- 

am  an 

raies  se  réduisent  h  x=  — ,  /  =-— • 
o  o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

En  remontant  d'abord  à  l'énoncé ,  on  voit  qu'il  y  a  impossibij 
lité  absolue  d'y  satisfaire ,  c'est  à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  poini 
de  rencontre  ;  car  les  deux  courriers  étant  à  un  intervalle  a  VM 
de  l'autre,  et  allant  également  vite,  doivent  toujours  consene| 
entre  eux  la  même  distance.   On  peut  donc  regarder  le  résulu| 

—  comme  un   nouveau  signe  d'impossibilité.   En  effet,  si   Toi 
o 
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Ttprcod  les  équations  du  problème ,  elles  deviennent ,  dans  les  cas 

de  m  =  n  , 

X 

~  =  i 

m       m 


équations  évidemnient  incompatibles. 


î* 


am 


Cependant   les  algébristes  regardent   les   résultats   ^  =  — , 

Yz= — ,  comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 
Lorsque  la  différence  m  —  n  ^  sans  élre  tout  à  fait  nulle ,  est 

sapposee  tres-petite,  les  deux  résultats    ,    9  sont 

^'^  m  —  n     m  —  n 

très-grands. 
Soit,  par  exemple,     m  —  /i  =  0,01 ,     /«  =  3  ;  d*où 

/i  =  3  —  0,01  =  2,99. 

Il  vient 

am  3<i  ^  an 

=  ==  3ooa,      =  2QQa. 

m  —  n       0,01  m  —  n  ^^ 

Soit  encore  m  —  «  =  0,0001 ,  wi  =  3,  d*oii  n  =  2 19999  ;  il 

,    ^        am  -  an 

<*n  resuite =  3oooofl , =  20000  <7. 

m  -^  n  m  —  n         ^^^^ 

En  un  mot ,  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n'est  pas 

nalle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du 

point  de   rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de 

plus  en   pins  grandes  à  mesure  que  cette  différence  diminue. 

Donc,  si  l'on  suppose  cette  différence  moindre  qu'aucune  gran- 

,,..,.  am  an 

'leur  donnée ,  les  distances    9      sont  plus  grandes 

m  —  n       m  —  n 

(ju'aucune  quantité  donnée ,  ou  infinies.  On  dit  alors,  pour  abré- 

Jlg.  B.j  io«  éfl.  7 
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ger ,  que  si  m  —  n  =  o ,  les  valeurs  qui  en  résultent, 
cm  an 

'  =  :^'   .^  =  T'  ; 

sont  infinœs* 

Gomme  o  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue ,  il  s*ensuii 

que  Ton  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  demirr  état 

d^une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  Ton  veut.  De  même  yl 

comme  un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand  que  son 

numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  dénominateur ,  il 

A 
s'ensuit  qu'une  expression  telle  que  -  {A  étant  un  nombre  absolu. 

quelconque)  est  très-propre  à  exprimer  une  quantité  infinie  ,  c*est- 

à-dire  une  quantité  plus  grande  qu'aucune  quantité  assignable. 

Uinfini  s'exprime  encore  par  un  huit  couché  oo  ;  et ,  par  consé^ 

quent  y  une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée ,  ou  o , 

•  A 

peut  aussi  s'exprimer  par  — ;  car  une  fraction  est  d'autant  plus 

petite  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  numè- 

rateur.  Ainsi  o  et  —  sont  des  symboles  synonymes  ;  il  en  est  de 

^    A 
même  de  —  et  oo  . 

o  I 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions ,  parce  qu'il  y  a 
des  questions  d'une  nature  telle,  que  Vinfini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exemples 
fréquents  dans  V application  de  V Algèbre  aux  questions  de  Géométrie, 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire,  dans  le  cas  de  i»=:  /7  , 
on  voit  qu'il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler ,  de  solution  du  pro- 
blème, en  nombres  finis  et  déterminés  ;  mais  on  trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si ,  à  l'hypothèse  m  =  /? ,  on  ajoute  celle-ci ,  a  =  o ,  les  dettx 

valeurs  deviennent  .r  =  -,    r  =  -.  Quel  sens  doit-on  attacher  à 
o    •'        o    ^ 

ce  nouveau  résultat  ? 

Reprenons  Ténoncé ,  et  observons  que ,  si  les  deux  courrici-s 

partent  du  même  point  et  vont  également  vite ,  ils  doivent  étrr 
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toujours  ensemble  ,  et,  par  conséquent,  se  rencontier  en  tous  les 
points  de  la  ligne  qu^ils  parcourent.  Et,  en  effet,  les  équations 
(leTiennent,  dans  la  double  hypothèse  de  /w  =  w ,  a  =z  o, 

X       y \         ou         I 

m       m  j  \x — /  =  o, 

équations  qui  rentrent  Tune  dans  Tautre.  Ainsi  la  question  est  tout 
à  fait  indétemiincc  (n^  05),  puisqu'on  n'a  réellement  qu'une  équa- 
tioD  entre  deux  inconnues. 

L'expression  -  est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  tViuic  indéter' 

mination  dans  V énoncé. 

Si  les  deux  couniers  ne  vont  pas  également  vite,  c'est-à-dire 
qoe  Ton  ait  /w  >  ou  <^  « ,  mais  qu'on  suppose  a  =  o ,  on  trouve 
fK)ur  valeurs  x  =  q,  j  =  o. 

En  effet,  les  courriers,  partant  du  même  point,  et  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble 
qu  au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à  des 
rt^ulUits  remarquables.  Elles  suffisent  d'ailleurs  pour  faire  voir 
âux Gomtnençants  de  quelle  manière  TAlgèbre  répond  à  toutes  les 
nrconstances  de  renoncé  d'un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais 
aupravant  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  impor- 
tiDce  dans  les  applications  algébriques. 

63.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  , 
'^htenirparde  simples  changements  de  signe ,  celles  qui  conviennent 
^  Je  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
*^e  celui  du  problème  proposé  que  par  le  sens  de  certaines  quan- 
fiiésqui,  d'additives  qu'elles  étaient,  sont  devenues  soustractives, 
*  '  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvner,  résolu  n**  47. 
^n supposant  que  l'ouvrkr  reçoive  pour  son  décompte  une  somme 

7- 


lOO 


msctjssioif 


bn  '^-  c  on  —  r 

^  / i,     d'où     x  = 

ax 


X -r-   j  —  "I       j»->.\      - — m : -,      Y  — ■ 


r  ,  on  a  les  équations 

-^/  =  M,     d'où     x  = 

Mais  si  Ton  sappose  ati  contraire  que ,  tout  décompte  fait ,  Fou- 
vrier,  au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c ,  les  équadonj 

serontalors^;;::^^^^}     ou     j^^  _  ^^^  _  ^      (on   a 

changé  les  signes  de  la  seconde  équation  ) . 

Or  il  est  visible  que,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations  , 
on  peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  x  et  de/  qui  leurcor^ 
respondent ,  en  changeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les  valeui-j 
précédentes,  ce  qui  donne 

hn  —  c  an-hc 

Aûn  de  le  prouver  rigoureusement,  désignons,  pour  le  mol 

ment,  -c par  d-,  les  équations  deviennent  alors  j  ^^  _  ^^  ^  ^ 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celles  du  premier  énoncé  qu'en  a 
que  c  est  changé  en  d.  Ainsi ,  Ton  trouvera  nécessairenient 

bn-\-d  an  —  d 

^  "  a-hb  *     -^"^  fl-4-^' 

Actuellement,  si  Ton  remplace  c/ par  sa  valeur  — r,  il  vient 

_bn-\'{-c)  _fl/i^(-c) 

'^■-       a^b      '     ^~      a^b      ' 

ou  bien ,  on  appliquant  les  règles  établies  n^  68 , 

bn^c  an-hc        r  n  v  Vk 

On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules  les  résultats  qi 
conviennent  aux  deux  énoncés,  en  écrivant 

bn±c  anz^c 
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(Le  double  signe  dz  s'énonce  plus  ou  moins;  les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  Fouvrier  reçoit  la  somme  c,  et  les  signes 
inférieurs  à  celui  où  l'ouvrier  la  doit.) 

Ces  formules  embrassent  encore  le  cas  où,  tout  décompte  fait, 
louvrier  et  la  personne  qui  remploie  sont  quittes  Tun  envers 
1  autre.  Il  suffît  de  supposer  r  =  o,  ce  qui  donne 

bn  an 


a-\-  b 

Stiient  encore   les  deux   équations  générales  j  /    ZI    * 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d'un  problème  quelconque. 
En  multipliant  la  première  équation  pary^^  la  seconde  par  b,  et 
Mustrapnt  la  seconde  de  la  première ,  on  a 

''/-^bd)x=c/-^bg,      d'où     xz=z''l-ZJ^. 

a/—  bd 

Od  trouverait  de  même  r  =  ^^       \*  . 

-^        af—bd 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules. 


I'.  à  celles    qui    conviennent   aux    équations   { 


\ax  —  A/  =  c , 
dx-^fy  =g, 
I  !>«lBt  de  changer  ^  en  —  ^ ,  ce  qui  donne 


c/H"  bg  __  ag  —  td 

■'"'  fl/-f-  bd'     •^—  af-hbd' 

■'-  aux   formules    relatives    aux    équations  S^'"^  "^    ^         '' 

1  sulfit  de  changer  b  en  ^  b  et/en  — /,  ce  ciui  donne  les  for- 

uules 

X  =  Il-î^-t-^  ==  ^iJZjf  __  »^  —  cd 

—  /z/-+-  bd       bd  ^af     ^  '^  bd  —  af 

La  démonstration  serait   absolument  la   même   que    colle  de 
l*'H'm|)lc  précédent;  nous  pouvons  donc  la  passer  sous  silence. 
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§  IV.   —   Discussion  générale  des  problèmes  et  des 
équations  du  premier  degré. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes  du 
premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons  nous 
proposer  d'établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  va- 
leurs des  inconnues,  pour  un  système  quelconque  d*équatîons  ren- 
fermant un  pareil  nombre  d*inconnues. 

Mais,  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général 
applicable  aux  équations  de  tous  les  degrés ,  et  dont  le  principe 
du  n"  ISO  nVst  qu'un  cas  particulier. 

Si  Ton  a  deux  ou  plusieurs  équations 

A  —  B  I  C  =I>  I  E  =  F  I  G  =  H  I   , . . . ,  (I 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x,  /,  z,  u,  . .  (le  nombre  de 
ces  inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équations), 

I**.  On  peut,  à  l'une  de  ces  équations,  substituer  le  résultat  de 
la  combinaison  y  par  addition  ou  soustraction ,  de  deux  ou  plu- 
sieurs (rentre  elles ,  pounm  rjue  l* équation  remplacée  soit  une  dv 
celles  qui  ont  été  combinées. 

Ainsi,  à  l'équation  A=:B,  par  exemple,  on  peut  substituer 
Tune  des  équations  suivantes  : 

A-l-C=rB4-D,  ou  A--C=B--D,  ou  A-i-C— E=:B-f-D— F...  (2; 

Kn  effet,  les  équations  (i)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  ^,  ^,  s,  /<,...,  il  est  clair  que  chacune  des  équa- 
tions (2)  doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement, 
tout  système  qui  vérifie  Tune  des  équations  (2),  et  les  écjuations 
C  =  D,  E  =  F,  G  =  H ,  doit  nécessairement  vérifier  Téquation 
A  =  B  ;  car  si  Ton  considère  les  équations  C  =  D,  E  =  F,  G  =  H, 
en  même  temps  que  l'équation  A-f-C  —  E=B-|-D  —  F,  par 
exemple,  on  trouve ,  en  retranchant  de  celle-ci  l'équution  C  =  D , 
membre  h  membre,  et  ajoutant  au  résultat  l'équation  E  =  F,  aussi 
membre  à  membre  ;  on  trouve ,  dis-je, 

A  -4-  C  —  E  —  C  -h  E  =  B  -h  l)  —  F  —  D  -^  F, 
ou,  réduisant,  A  =  B. 
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r\  Oh  peui  même ^  avant  de  combiner  les  équations (i)  par 
iJdition  et  soustraction,  multiplier  d'abord  les  deux  membres 
il'une  ou  de  plusieurs  des  équations  [\) par  un  nombre  connu. 

Car  si  Ton  a  A  =  B,  C  =  D,  E  =  F,  on  a  également 

mA=mBi      nC  =  nD,     /^E=/?F, 

«  i  ffciproquement  :  ce  qui  veut  dire  qu'au  système  des  équations 
i:=B,  C  =  D,  E  =  F,  on  peut  substituer  celui-ci  : 

mA  =  mB)     /iC  =  /iD,     pE=p¥'y 

vt  alors  rien  n*einpéche  d'opérer  ensuite  sur  ces  deruières  étjua- 
tions  par  addition  et  soustraction. 

67.  Venons  maintenant  à  notre  objet.  D'abord,  toute  équation 
'lu  premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut,  au  moyen  des  trans- 
tormations  usitées ,  être  ramenée  à  ta  forme 

ax  =  b; 

'  (li'sigaanl  la  somme  algébrique  des  (piantitcs  qui  multiplient 

noconnue,  et  b  la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

b 
CcUe équation  donne  x  =  --^ 


a 


'i  il  est  bien  évident  qu'aucune  quantité  différente  de  celle  qui  est 

exprimée  par  -  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée. 

Observons,  en  second  lieu ,  que  toute  équation  du  premier  degré 
idcux  inconnues  peut  être  représentée  par 

ax  -{-  hjr  =  Cy 

">  ^,  c  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

Rn  effet,  si  Téquation  proposée  renferme  des  dénominaleui*s , 
"U  les  fait  d'abord  disparaître  {o?  44)  ;  réunissant  ensuite  tous  les 
îtmies  affectés  de  x  et  tous  les  termes  affectés  de  /  dans  le  premier 
uiembre,  puis  faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second 
"Bfinbre,  on  peut  désigner  la  somme  algébrique  (n®  C2)  des  pre- 
'i»icrspar  ax^  la  sonnne  algébrique  des  seconds  par  by,  et  la  sonmic 
iig'briqiic  des  derniers  par  t . 
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Soient  donc  proposées  les  deux  équations 

ajF   -h  ^J  =  <?  j  (  I  ) 

On  obtient  y  en  multipliant  la  pi^emière  par  b'y  la  seconde  par  bf 
et  retranchant  Iç  second  résultat  du  premier, 

[ab'—ba')x=zcb'  —  hc'',  (3) 

cb'  —  bc' 


d'où 


ab'  ^ba' 


Observons  ici  qu'en  vertu  du  principe  n^06,  les  équations  (i) 
et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (i)  et  (3).  Or 
cette  dernière  donne  pour  x  une  valeur  unique  y  qui,  substituée 
dans  réquation  (i),  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  pour  /. 
Donc  y  les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre  qu'un  seul 
système  de  valeurs  pour  les  deux  inconnues. 

La  valeur  de  y  peut  d'ailleurs  s'obtenir  directement  par  rélimi* 
nation  de  x,  II  suffit  pour  cela  de  multiplier  la  première  équation 
par  fl',  la  seconde  par  a ,  puis  de  retrancher  le  premier  résultat 
du  second  (afin  de  conserver  pour  y  le  même  dénominateur  que 
pour  x).  Il  vient  [ab'  —  ba')  y  =  ac'  —  ca'y 


d'où 


ab'  —  ba' 


Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 
Soient  les  équations 

ax  -f-  by    -^  cz    =1  d,  [i] 

ii'x-h  b'y  ^c'z  =d\  (2] 

ft"x-{-b'y-Jrc"z=zd".  (3 

Pour  éliminer  z,  multiplions  la  première  équation  par  c\  la 
seconde  par  r,  et  retranchons  le  second  résultat  du  premier;  il 
vient  ainsi 

[ai'  -~vn')x^{bi'  ^ch')r^dc'  -^  vd'.  (4 
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Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième ,  on 

ironve 

{a'c"  -  c'a") a:  H-  (6'c"  ^c'b'')x  =  </'c"  -  c'rf";  (5) 

H  l'on  doit  déjà  observer  (n°  66)  que  les  équations  (i),  (2),  (3) 
peuTent  être  remplacées  par  les  équations  (1) ,  (4)  »  (5). 

Actuellement,  pour  éliminer  ^-j  il  faut  multiplier  l'équation  (4) 
parft'c  "  —  c'A",  réquation(5)  par  ^c'  —  cb\  puis  retrancher  le 
second  résultat  du  premier,  ce  qui  donne 

[{ae'  -  ca')  (b'c"  —  c'b")  —  (fl'c"  —  c'a")  {bc'  —  cb' )]  x 
-(de'  —  cd')  {b'c"  —  c'b")  —  (d'c''  —  c'd")  (bc'  —  cb'), 

ou,  effectuant  les  calculs,  réduisant,  et  divisant  par  c', 
[ab'c "  -  ac'b"  -h  ca'  b"  —  ^« 'c"  -H  ^c'a "  —  cb'a  " )  a: 


=  db'c"  —  dc'b"  -h c//'^'  -  bd'c"  4-  ^c'r/"  —  cb'd",     ) '     ^^^ 
équation  qui  donne  pour  x  la  valeur  unique 

_^  db'c"  —  dc'b"  -^  cd'b"  —  ^r/ V^^  -4-  ^>g'rf^'  —  c^^^^' 
'-  ab'c"  —  «c'^"  -h  cfl'^"  —  ba'c"  -4-  ^c'a"  —  cb'a"  ' 

D'ailleurs,  comme  les  équations  (i),  (4),  (5),  et,  par  consé- 
quent, les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  parles 
«njuations(i),  (4),  (6),  si  Ton  reporte  la  valeur  unique  àe  x  dans 
l'équation  (4),  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  y\  et  si 
Ton  substitue  le  système  unique  des  valeurs  de  x  et  de  ^  dans 
rec|uation  (i),  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  z.  On  voit 
•lonc  que  les  équations  proposées  admettent  un  seul  système  de 
valeurspourx,  j,  s. 

Les  valeurs  de  7  et  de  «  peuvent,  au  reste,  s'obtenir  directe- 
m«nt  en  effectuant,  pour  éliminer  x  et  z,  ensuite  x  et 7,  des  cal- 
culs analogues  à  ceux  qu'on  a  effectués  ]>our  éliminer  /  et  z. 

On  trouverait  ainsi 

^ _  ad' c"  --  ac'd"  -^  ca'd'' --da' c"  -\- de' a"  --•cd' a" 
^      ab'c"  —  ac'b"^ca'b"—ba'c"  ^bc'a"-^  cb'a"' 
.  _  ab'd"  —  ad'b"  -h  da'b"—  ba'd"  +  bd' a "  —  db'a" 
"  ""  ab'c"  -  ac'b"-hcn'b"  ~  ba'c"  4-  bc'a"  —  cb'a"' 
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v^i  \itMl  asseatt  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  si  Ton  avait  quatre 
4u»iùott5  et  quatre  inconnues ,  etc. 

ifi^.  L*emploi  des  accents,  dans  les  noutions  des  coefHcients , 
0, donné  lieu  à  Fobservation  d'une  régie  d'après  laquelle  on  peut 
tucilement- retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé 
d'effectuer  Télimination. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
On  a  trouvé,  pour  les  valeurs , 

cb'  —  bc'  ac^  —  ca  ' 

'' "^  ab*  ^  ba''        ^  —  ab'  —  ba'' 

i**.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  valeurs, 
formez  avec  les  lettres  a  ^^  b,  qui  désignent  les  coefficients  de  \ 
et  de  y  dans  la  première  équation ,  les  deux  permutations  ab  et  ba , 
puis  interpçsez  le  signe  — ,  ce  qui  donne  ab  —  ba  ;  enfin  ,  accen- 
tuez dans  chaque  terme  la  dernière  lettre:  il  vient 

ab'—ba', 

2°.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à  chaque  inconnue,  rem- 
placez, dans  le  dénominateur^  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 
de  cette  inconnue,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
connue,  en  laissant  toutefois  les  accents  à  la  même  place.  D* après 
cette  règle,  ab'  —  ba'  se  change  en  cb'  —  bc',  pour  la  valeur  de  x , 
et  en  ac'  —  ca'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3  équations  à  3  inconnues, 
Uy  b,  c  désignant  respectivement  les  coefficients  de  x,  y,  a,  et  d 
les  quantités  toutes  connues.  i°.  Pour  avoir  le  dénominateur 
commun ,  prenez  le  dénominateur  ab  —  ba,  qui  convient  au  cas 
de  deux  inconnues  [abstraction  faite  des  accents) ,  introduisez  la 
lettre  c  dans  chacun  des  deux  termes  ab  et  ba  à  toutes  Icj» 
places,  savoir:  à  droite,  au  milieu,  et  n  gauche;  puis  interpo- 
sez des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  il  en  résulte 
abc  —  acb  4-  cab  —  bac  H-  cab  —  cba.  Mettez  ensuite  dans  chaque 
terme  l'accent  '  sur  la  deuxième  lettre,  et  l'accent  "  sur  la  troi- 
sième lettre  ;  il  vient ,  pour  le  dénominateur, 

ab'c''  —  ac'b"  4-  c<i'b''  —  ba' c*'  -f-  bc'a"  -  vb'a\ 
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2*.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez , 
dam  le  dénominateur^  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette 
innmnue  par  la  lettre  qtci  désigne  la  quantité  toute  connue,  en 
laissant  les  accents  à  la  même  place.  Ainsi ,  pour  x ,  changez  a 
en  A-,  pour  j,  h  en  A\  et  pour  z ,  c  fw  d. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  ctre  regardé  comme  un  ré- 
soltât  d'observation  pour  deux  et  pour  trois  équations.  Il  serait 
facile  d'établir  une  loi  générale  applicable  à  un  nombre  quel- 
cooque  d*éqiialions;  mais  la  démonstration  en  est  très-compli- 
qoce,  et  sort  tout  à  fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à  la  seconde  partie  de  V Algèbre  de  Garnier,  à  un 
OQTrage  intitulé  :  Complément  de  la  théorie  des  équations  du  pre- 
mier degré,  par  M.  Desnanot,  au  Manuel  d'Algèbre  de  M.  Ter- 
quem,  etc. 

69.  Voyons  l'usage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules,  dans  les 
applications  particulières. 
Soient  les  deux  équations  Sx  —  7/  =  34 ,  3j:  —  1 3/  =  —  6. 
Ko  les  comparant  aux  équations  générales, 

ajc  -h  bjr  =  Cy      a'x  -+-  b'y  =  c\ 

00  a  rt  =  5 ,  b  =z  —  7  ,  6-  =  34  I  rt  '  =  3 ,  ^'  =  —  1 3 ,  c'  =z  —  6. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules 

cb'  —  bc*  ac'  —  en 

""  —  TU^T^''     ^^  ab'-^ba'' 
0  vient 

^^34x— i3  —  (-7)X -6^  -  34x13-7X6 
5x— i3  — (— 7)x3  —  5xi3-+-7X3 

_~442~42_-484 

_    5x  — 6  — 34x3     _~3o--io2_  —  i32_ 
'^5x-i3-(-7)x3"~-654-2i    --44-    ' 

•  î  j»  dis  que  X  =  1 1 ,  /  ::rr  3,  sont  les  valeurs  propres  à  satisfaire 
JMx  deux  <'*<|uati(>n$  proposées. 
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Nous  pourrions  d*abord  nous  en  assurer  en  les  subadtuaot 
dans  ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstratioa  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,   remarquons  que,   pour 

iax  -h  hy  =  c    \ 
,  y  ,     J  à 

\ax   —  by  =1  c       J 


celles  qui  conviennent  aux  équations x    ,         ,,    ,f 

ii  suffit  (  n®  63  J  de  changer  ô  en  7-  ^ ,  ^'  en  —  6',  et  c'  eo  —  c', 
ce  qui  donne 

*-«X-^'-(~ô)x«''     •^'~«x-^'~(-^)x«'' 

et  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs 
qui  conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  faire 

«  =  5,     ^  =  7,    c=34;    fl'  =  3,     ^'=i3,     c'=:6. 

Donc,  enfin,  on  obtient  les  valeurs  relatives  aux  équations  pro- 
posées, en  faisant  dans  les  formules  générales, 

a -=5,    6=—  7,    c  =  34  I  rt'  =  3,  ^'  =  —  i3,  c'  =  — 6, 

vx  effectuant  ensuite  les  calculs  d'après  les  règles  établies  pour  les 
<juantité$  monômes. 

La  règle  consiste,  en  général ,  à  substituer  à  la  place  des  coeffi- 
cients a ,  b ,  a',  b', .  . . ,  leurs  valeurs  considérées  avec  les  signes 
dont  elles  sont  affectées  dans  les  équations  particulières ^  et  à  effec- 
tuer toutes  les  opérations  indiquées,  d*après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d'étendre  aux 
(juantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  poly- 
nômes ,  puisque  c'est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du 
premier  degré  applicables  à  tout  exemple  particulier. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

70.  Il  résulte  de  leur  inspection  que,  dans  les  applications  par- 
ticulières, on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  ri  ponst* 
il  des  problèmes  du  premier  degré,  savoir:  des  valeurs  positii'c^* 
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des  valeurs  négatives ^  des  valeurs  île  la  forme  — ?  enfin,  des  vo- 
it urs  de  la  forme  —  Le  problème  des  courriers  a  donne  Heu  à  ces 

(]aatre  sortes  de  résultats  que  nous  nous  proposons  maintenant 
d'inierprêter  d^une  manière  générale. 

D'abord  y  les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses 
aux  questions,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous 
observerons  que,  pour  certains,  problèmes,  toutes  les  valeurs  |k>- 
utives  ne  satisfont  pas  à  Ténoncé.  Si ,  par  exemple ,  la  nature  du 
problème  exige  que  les  nombres  cherchés  soient  entiers ,  et  qu'on 
troQTe  des  nombres  fractionnaires,  le  problème  ne  peut  être 
résolu.  Quelquefois  encore  la  nature  du  problème  ne  permet  pas 
qoe  les  nombres  inconnus  surpassent  des  nombres  connus  et 
«ionnés  à  priori,  ou  soient  au-dessous  d'autres  nombres.  Si  les 
valeurs  obtenues,  quoique  positives,  ne  satisfont  pas  à  cette  con- 
dition que  comporte  l'énoncé ,  mais  qui  ne  peut  s'exprimer  par  une 
équation,  le  problème  ne  peut  encore  être  résolu.  Ainsi,  les  va- 
kun positives  des  inconnues  sont,  à  proprement  parler,  des  réponses 
directes  aux  équations;  et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question 
qu'autant  que  leur  nature  se  concilie  avec  les  conditions  qu'exige 
l'énoncé.  Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vérifier  une 
équation  sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique,  il  suffît  de  remarquer  c\\x^unc  même  équation  est  la 
traduction  algébrique  d'une  infinité  de  problèmes ,  dont  les  uns 
admettent  tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  fo//e^fo/i,  et  les 
autres  n'admettent  que  des  nombres  d'une  certaine  nature. 

71.  Kous  savons  déjà  à  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs 
négativesy  pour  les  problèmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de  ne 
fien  laisser  à  désirer,  nous  allons  démontrer  le  principe  du  n°  tfO 
pour  un  problème  à  plusieurs  inconnues. 

D  est  évident  d'abord  que ,  si  l'on  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  pro- 
blètne  ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  éta- 
blies; car  si  un  système  de  nombres  absolus,  mis  pour  j:,^,  a,..., 
jwnvait  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la 
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méthode  d'élimination  devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  sys 
tème.  Ainsi  Téquation  qui  ne  renferme  plus  qu^une  des  inconnue 
pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultat  négatif,  devrait  être  vc 
rîfiée  par  un  nombre  absolu ,  ce  qui  serait  contre  Thypothèsc.  / 
faut  donc  rectifier  renoncé  du  problème,  ou  du  moins  les  équation, 
qui  en  sont  la  traduction  algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  de* 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifs,  la 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de 
signe ,  et  ]*énoncé  du  problème  sera  généralement  modifie  en  ce 
que  certaines  quantités,  d'additives  qu'elles  étaient ,  deviendront 
soustractivesy  et  réciproquement. 

Je  dis  enfin  que,  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d'abord  pour  les  incon- 
nues, abstraction  faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer  les 
idées,  trois  équations  à  trois  inconnues  : 

ax-^-by-hcz  —  d,    a'x-^by-hc'z=d',   a" x-^-by-j-c" z—d'\ 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné 

Changeons,  dans  ces  équations,  j,  »,  en  /',  »'  (^',  »'  désignant 
pour  le  moment  —  ^,  —  z);  il  vient 

ax'^'bx'^cz'=d,  a'x^by^ez'znd',  a'* x-^-b" f  ~^-c" z' =zd" , 

Or  ces  équations,  ne  différant  des  précédentes  qu'en  ce  que  / 
et  z  sont  remplacés  par  j'  et  z',  donneront  nécessairement  pour 
résultats 

•^=/'>     -r'  =  —  7>     3'=  — r; 

d'où,  remettant  —  ^-  rt  —  z  a  la  place  de  j'  et  de  z', 

•^  =  /^    — r  =  — y,    —z  =  —  r^ 

ou  bien ,  enfin  , 

x=zp,     yz=zq,     z  =  / .  C.  Q.  F.  1). 
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Ainsi ,  le  principe  du  n**  59  est  \ri\\  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  à  plusieurs  inconnues. 

N.  B,  —  Quelquefois  renoncé  d'un  problème  n'est ,  par  sa 
nature  y  susceptible  d'aucune  modificalion  j  dans  ce  cas,  les 
valeurs  négatives  ne  sont  que  des  solutions  des  équations  modifiées, 
qui  peuvent  d^ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction  algé- 
brique d'autres  problèmes  susceptibles  de  modification. 

79.  II  Dous  reste  maintenant  à  interpréter  les  expressions  telles 

A  o 

que-,— 
0    o 

Soit  d'abord  Téquation  à  une  inconnue , 

ax  =  b\     d'où     X  =  -• 
a 

i"".  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données 

de  la  question ,  on  a  a  =  o ,  il  en  résulte  x  =  — 

Or  Féquation  devient ,  dans  ce  même  cas ,  o  X  J?  =  ^  ,  et  ne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que,  Téquation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme  -  =  o  ,  si  Ton  remplace  x  par  des  nombres  de  plus 

en  plus  grands ,  -  différera  de  moins  en  moins  de  o ,  et  Féquation 
approchera  de  plus  en  plus  d'être  exacte  ;  en  sorte  qu'on  peut 
prendre  pour  x  une  valeur  assez  grande  pour  rendre-  mcmidre 

qu'aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire 
que  /7;7/?/7i  satisfait ,  dans  ce  cas ,  à  l'équation  ;  et  il  y  a  des  ques- 
tions pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable 
solution.  Du  moins ,  il  est  certain  que  l'équation  ne  peut  ad- 
mettre de  solution  en  nombre  J!/ii  ;  et  c'est  tout  ce  qu*on  veut 
prouver. 

2*,  Si  Ton  a  en  même  temps ,  «  =  o ,  A  =  o ,  la  valeur  de  x 

prend  la  forme-- 
o 
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Or  réquation  devient ,  dans  ce  cas ,  o  X  -JC  =  o  ;  et  toat  nomhrr 
fini  y  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

Ainsi  V équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traducdoii 
algébrique)  est  indéterminée, 

75.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l'ex- 
pression -,  qui,  dans  certains  cas,  est  le  symbole  de  Texiâtence 

d'un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  ,  lequel  fac 
teur  devient  nul  par  l'effet  d'une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé,  pour  résultat  de  h 

a}  —  h^ 
solution  d'uh  problème ,      x  =  -^ ^^• 

Si  Ton  fait,  dans  cette  formule ,  «  =:  ^ ,  il  en  résulte  or  =  — 

o 

Mais  remarquons  que  a}  —  h^  peut  (n°  5i)  se  mettre  sous  h 

forme   (fl  —  h)  [a^  -^  ah  -\-  h"^)^    et  que   a}  ■—  b^  est  égal  s 

(«  —  h){a-\-h)\  ainsi ,  la  valeur  de  x  revient  à 


X  : 


[a  —  hi\  {à'^ah-\-b') 
{a  '-h)(a^  h) 


Or,  si,  avant  de  faire  T hypothèse  a=:  by  on  commence  pai 

supprimer  le  facteur   commun  a  —  A ,  la  valeur  de  x  devien 

a^  -\-ab  -\-b^ 
X  = —T ,  expression  qui ,  dans  l'hypothèse  de  «  =  A 

se  réduit  à  x=z ,     ou     j?  =  — • 

2fl  2 

Soit ,  pour  second  exemple,  l'expression 

a"  ^b^  _  (g  H-  b)  [a  —  b) 

{a  —  by  "  (a'-b){a^b}' 

En  faisant  a  =  b ,  on  trouve,  pour  valeur  de  x,  x  =  -  . 

G 

cause  de  Texislence  du  facteur  commun,  a  —  b  ;  mais  si  l'oi 
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a  -i--  If 

sopprime  d'abord  ce  facteur ,  il  vient  a:  = j  ,  expi^ession 

qui  se  réduit  à  x  =  —  lorsque  Ton  fait  a=:  b. 

Concluons  de  là  que  le  sjrmhok  -  est  quelquefois  en  Algèbre 

l'indice  de  l'exisience  d'un  facteur  commun  entre  les  deux  termes 
de  la  fraction  qui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi ,  avant  de  rien  pro- 
noncer sar  la  vraie  valeur  de  la  fraction ,  il  faut  s'assurer  si  ses 
deux  tennes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu'il 
nV;n  existe  pas ,  on  conclut  que  l'équation  est  réellement  indéter- 
minée. S'il  en  existe  un ,  on  le  supprime,  puis  on  fait  de  nouveau 
rhypothcse  parliculière  ;  et  Ton  arrîve  k  la  vraie  valeur  de  la 

fraction,  laquelle  peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes ,  - 

{A  pouvant  être  nul  sans  que  B  le  soit),  ->  ~;  auquel  cas  Téqua- 

fion  est  déterminée  ^  impossible  en  nombre  fini ,  ou  indéterminée. 
Cette  observation  est  très- utile  dans  la  discussion  des  pro- 

bièmes. 

74.  Retenons    à  notre  sujet  ;  et  considérons  maintenant  les 

*lenx  équations  à  deux  inconnues  <     ,  , ,  Aj 

(  a'jc  -h  br  z=c  ) 

pour  lesquelles  on  a  trouvé  (  n®  67  ) 

cb'  —  Ac'  ac^  —  ca' 

"^^ab'^ïa^'    ^-^pZTbP' 

•  Supposons  que  l'on  ait  ab'  —  &«'  =  o, 

(i  -^bc^ y  ac'  —  ca*  étant  différents  de  o.  Les  valeurs  de  jc  et 
^-)  &e  réduisent  à 

_  A  _B 


l^onr  interpréter  ces  résultats  y  observons  que ,  de  Téquatiqn 
'^'  —  éfl'  =  o,   on  tire   a'  =  -^  ;    d'où  ,  substituant  dans 
Jl^,  B.,  !©•  éd.  8 
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réquadon  a^x-h  by  =  c\  et  divisant  par  y? 

bc' 
a  j:  4-  ^r  =  -T7  > 

équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  h 

première 

ax  -^  bfzrz  c, 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent:  car  àt 
l'inégalité  cb'  —  ôc'  ^  o ,     on  déduit     ^^-jr' 

On  voit  donc  que  les  deux  équations  prgposées  ne  peuvent  élrt 
satisfaites  sîmuitanêmcnt  par  aucun  système  de  valeurs  finia 
de  \  et  dey. 

Si  l'on  a  en  même  temps  :     ab'  —  ba'  :=Oy     cb'  ^bc'  =  o, 

la  valeur   de  x  se   réduit  à  x  =  -,  valeur  qu'il  faut  inler- 

o 

prêter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  verlu  de  la  relatioQ 


ab'  —  6a'  =  o,  se  mettre  sous  la  forme 


ax  -h  bf^c, 
ax  -^  bf  =y^ 


équations  qui  rentrent  nécessairement  Tune  dans  l'autre:  carde 

bc^ 
la  relation  cb^  —  êc'  =  o ,  on  déduit  ez=z—- 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n'a  réellement  qu'uD^ 
seule  équation  entre  deux  inconnues:  donc  ia  question  est  indt- 
tefTninée»  I 

ha' 

Comme  la  relation  ab'  —  ba'z=o  donne  1/  =  —  ,  d'oâj 

a 

substituant  dans  la  relation     eb'  —  bc'  =  o,     et  réduisant, 

ac* '^ca'  z=:  o, 
on  peut  en  conclure  que ,  si  la  valeur  de  x  est  de  la  forme  -^  ^ 
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wleur  de  y  est  généralement  de  même  forme;  et  réciproque-- 

ment. 

71$.  Cette  proposition  ,  relative  au  système  de  deax  équations^ 
cesse  d*étre  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  :  c'est  celui  où  les 
coefficients  d'une  même  inconnue  sont  nuls  à  la  fois  dans  les  deux 
éqQatioDS.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite  quelque  atten- 
tion. 

Supposons,  par  exemple^  ^  =  o,  ^'  =  o  ;  auquel  cas  les  valeurs 
de  X  et  de/  se  réduisent  à 

o                       ac' "^  ca' 
jp=r-,     et    j  =; 


Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deviennent,  dans  l'hy- 
pothèse que  nous  considérons , 


,  >,  d'où  Ton  déduit     :c  =:?  - 
a'x  =  c'  )  a 


c' 

et      x=  — ; 

a'x  ^=:  c'  y  a  a' 


Or  il  arrive  nécessairement  de  deux  choses  l'une  : 

Ou  bien  -^  —:  alors  les  équations  sont  incompatibles;  et  la 

vâlenr  de  y  est  de  la  forme  ~  ou  infinie,  tandis  que  x  est  de  la 

forme  — 
o 

c       c' 
Ou  bien  -  =  -;  :  alors  les  deux  équations  s'accordent  entre 
a      a' 

c       c' 
elles.  De  plus ,  comme  la  relation  -  =  —  donne  ac'  —  ca'  =;=  o , 

il  s'ensuit  que  la  valeur  de/  prend  la  forme  -  ?  comme  celle  de  x; 

mais  il  y  a  cette  différence  essentielle,  que  y  est  réellement  indé- 

c         • 
terminé,  tandis  que  x  a  une  valeur  déterminée,  -• 

a 

Au  surplus,  dan3 rhypothèse  qui  nous  occupe,  savoir,  ^  =  o, 

/''  =  o,  ac'  —  frt  '  =  o,  il  est  facile  de  faire  ressortir  rexisience 

S. 
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d'un  facteur  commun  qui  rend  nuis  à  la  fois  les  ileux  termes  de  la 
valeur  générale  de  x. 

Soit  pose,  pour  cela ,  w  =  —  =  — ^     et     w  =  7-  : 

il  en  résulte  a  '  =  ma ^  c'  z=.  mc^     et     b'  =z  nbj 

r         rb'  —  br'  ] 
d*où,  substituant  dans  la  valeur  générale  de  jr,  I  a-  =:     . , ,  —     » 

ces  valeurs  de  ^',  c',  b\  il  vient  : 

bcn  —  cbm cb  {n  —  m) 

abn —  bam       ab(n  —  m) 

expression  qui^  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 

b  et  n  —  w ,  se  réduit  k  x  =  —    • 

a 

Quant  à  la  valeur  générale  de/  \y  =  -^7 — j—,  U  elle  devient, 

par  les  mêmes  substitutions , 

acm  —  cam ac  (m  —  m) c  (m  —  m) 

^       abn  —  bam       ab(^n  —  m)      J>  (  «  —  m) 

expression  qui,  à  cause  de  /»  =  o  et  m  — /?i  =  o,  se  réduit  toujours 

à-9  sans  qu'il  y  ait  aucun  facteur  commun  à  supprimer;  et  nous 

avons  vu  qu'en  effet ,  y  doit  rester  indélerroinc. 

iV.  B.  —  Le  cas  particulier  où  les  coelHcients  des  deux  incon- 
nues dans  la  même  équation  sont  nuls  à  la  fois  n'infirme  pas  la 
proposition  établie  au  n"  74. 

-rx     ..  n  1  cb'  — ca' 

On  trouve,    1".  pour  «  =  o,  ^  =0,...,  a:  =r — ,   v  = ; 

o  o 


2".  pourflr'=ro,  ^'  =  0,...,  xz= ,jr= 

o  .   o 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

76.  Nous  venons  de  voir  que,  pour  deux   équations  à  deux 
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inconnues,  à  l'exception  d'un  seul  cas  particulier,  si  l'une  des 

inconnues  a  une  valeur  de  la  forme  -  on  ->  l'autre  a  néces- 

o         G 

uireroent  une  valeur  de  la  même  forme;  de  plus,  que,  dans 
rhjpothése  où  les  valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  -  >  les 

équations  soni  incompatibles,  et  que ,  si  elles  sont  de  la  forme  -  9 

o 

les  équations  sont  indéterminées . 

On  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  Ton  a 
plus  de  deux  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'agit  de 
/mff  équations  ,*si  Ton  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux 
valeurs  des  trois  inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant  les  circon- 
stances :  ou  bien  que  les  numérateurs  soient  tous  trois  différents 
de  0  ;  ou  bien»  qu'ils  soient  tous  trois  égaux  à  o  ;  ou  bien,  enfin , 
que  l'un  des  deux  étant  égal  à  o ,  les  deux  autres  soient  différents 
de  0;  ou  réciproquement. 

Cela  s*explique  assez  bien  par  l'observation  que,  pour  deux 
eqnations,  le  dénominateur  ah'  —  ha*^  étant  composé  de  deux 
termes  seulement,  ne  peut  être  nul  que  de  trois  manières  princi- 
(lales,  savoir  :  lorsque  l'on  a 

a        b 

^"",,,0  =  0,  a'=^Oy  ou  bien,  b  =0,  ô'  =  o, 
3l^,.,a=zOy    b  zzzOy      oubien,      n'nro,    b'z=:0; 

tandis  que,  pour  trois  équations ,  le  dénominateur  D  étant 
ab'c''  —  ac'b"  +  6û'6"  —  ba'c''  -h  bc'a''  —  cbW\ 

peut  être  mis  sous  (MfTérentes  formes,  telles  que 

a(b'c"  —  c'6")  +  û'  (cr  —  ^c")  -h  a'^ibc'-^cb'), 
b{c'a''^a'c'')'^-b'  [ac"  ^ea'')  ^  b"  [ca' -^  ac'), 
c\a*b"^b'a")  4-  e'[ba"--ab")  -hc^'iab'  —  ba')y 

t^te$t ainsi  susceptible  de  devenir  nul  à  un  très-grand  nombre  de 
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manières,  saos  que  les  valeurs  des  pupnérateurs  dépendent  les  unes 
des  autres. 

Par  exemple ,  en  supposant  qu*aucunedes  quantités  a^  b,Cj  a\ 
b\  e\  a"  y  6",  c",  d^  d\  d'\  ne  soit  nulle ,  admettons  que  Von  ail  : 

b'c"  —  c'h"  =  o ,     cb"  —  bc"  =r  G ,     d'où     Ac'  —  c^  =  o ; 

le  dénominateur  D  devient  o;   et  comme  le  numératenr  de  la 

valeur  de  o;  se  déduit  de  D  (n®  68)  en  changeant  a^  a',  0"  en 

dy  d\  d"f  il  est  clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à  o; 

roâk  rien  ne  prouve  que  les  numérateurs  qui  correspondent  à  7  et 

à  s  deviennent  nuls  dans  la  même  circonstance,  pjRsque  les  gtêan- 

tués  b'c"  --^c'b'^  cb"--be"y  et  bc'  ^  eb'  n'entrent  pas  dans 

leurs  expressions. 

Toutefois,   dès  qu'on  obtient  pour  la  valeur  de  Tune  des 

A 
inconnues  une  expression  de  la  forme  -  9  on  peut  conclure , 

ftàirs  AUCUNE  RESTEXCTiON,  quc  Ics  équatious  sont  inçompatibies  en 

nombres  finis,  au  moins  pour  cette  inconnue.  En  eûet,  coofirae  il 

résulte  <le  ce  qui  a  été  dit  n®  67,  que  l'une  des  équations  proposées 

peut  être  remplacée  par  l'équation  qui  ne  renferme  plus  que 

A 
rinconnue  pour  laquelle  on  a  trouvé  uiî  résultat  de  la  forme  -  9 

o 

il  n'y  a  que  ce  résultat  qui,  combiné  avec  certaines  valeurs  des 

autres  inconnues,  puisse  vérifier  les  trois  écjuations  proposées. 

Mais  de  ce  qu'on  obtient  pour  Tune  des  inconnues  un  i^ultat 

delà  forme -î  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont 

indéterminées  ;  car,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  les 

A 

autres  mconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  de  la  forme  -• 

o 

Il  y  a  plus;  c'est  qu'il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient 

de  la  forme  -9  sans  que,  pour  cela,  l'on  soit  en  droit  de  conclurt^ 

que  les  équations  sont  indéterminées;  elles  peuvent  même,  dans 
ce  cas,  être  incompatibles. 
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Prenons,  pour  exemple ,  les  trois  équations 

ma'x^  mb'x-^Pfc'zsizmd'^ 

dont  la  dernière  résulte  de  la  multiplication  des  deux  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  m  ;  ce  qai  revient  à  supposer  dans  les 
équations  générales  à  trois  inconnues, 

«"  =  fl'iit,      b''=:à'm,     c"z=zc'm,     d''=zd'm^ 

fl"       r       c"       £/" 
et,  par  conséquent,  _=^=_  =  ^., 

OD  déduit  de  ces  dernières  relations , 

6'tf*- tf'^"  =  0,     c'a^  —  û'c"  =  0,     d'à''  —  «'rf"  «=  o, 
cT  -  ô'c''  =  o ,     £/'^  —  6V"  =  o ,     rf'c"  —  c'd"  =z  o. 

Or,  si  l*on  désigne  par  D  le  dénominateur  commun  aux  trois  va- 
leurs de  Xyjr^Zf  et  par  Ny  N',  V^  leurs  numérateurs  respectifs, 
valears  dont  la  loi  de  formation  a  été  établie  n^  68,  on  trouve,  en 
vertu  des  relations  ci-dessus, 

D  :^a{b'c"--c'b")  -hb{€''a"''a'c')-hc{a'b"  -•^b'a")  =  o, 
N  :=zd{b'c''--c'b")  ^b(c'd"^d'c")^c(d'b''-^b'd")  =  o, 
y  =za{d'c"-^c'd")^d(c'a"  ^a'c")-\^c(a'd"^d'a")=zo, 
y-a{b'd"^d'b")-^b[d'a"-^a'd")-i^d{a'b"--b'a")  =  o. 

Ainsi,  les  valeurs  de  x,  /,  z  se  réduisent  toutes  les  trois  à  la 

ineroe  forme  -• 
o 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peut,  jusqu'à  un  certain 
point,  regarder  -  comme  un  symbole  é^  indétermination,  caria 
troisième  équation  est  une  consé<[uence  nécessaire  de  la  seconde  \ 
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ainsi,  Ton  n'a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois 
inconnues.  Cependant ,  observons  que  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  auraient  encoore  lieu ,  lors  même  que  la  seconde  équation 
serait  incompatible  avec  la  première,  si  Ton  avait,  par  exemple, 
pour  cette  seconde  équation , 

,  pa.x  -^pb.jr  -^ pc.z=z  qd     [p  étant  >  ou  <1  ^)* 

On  voit  donc  que  les  trois  résultats  -  peuvent  quelquefois  cor- 

respondre'à  une  incompatibilité  entre  les  équations. 

U absurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  de  la 

forme  -9  bien  qu'aucune  des  trois  équations  iie  puisse  être  consi- 
dérée comme  rentrant  dans  Tune  des  deux  autres  :  c'est  ce  qui 
arriverait  pour  les  trois  équations  suivantes  : 

ûx  -h  ôj^  +  t«  =  d^  ax  -h  by  -\- cz  z=  d\  ax  -^  bf  -{-  c»  =  d". 

En  considérant  ce  système,  on  reconnaît  facilement  qu'il  ne  peut 
exister  en  nombres  finis ,  à  moins  que  Ton  n'ait  d=^d'  z=zd".  Il 
est  vrai  que,  du  moment  où  cette  dernière  relation  existe,  le  sys- 
tème des  équations  devient  indéterminé ,  puisqu'il  se  réduit  à  une 
setile  équation  entre  trois  inconnues.  Mais  il  n'en  est  pas  moins 
certain  que,  dans  leur  état  actuel ,  les  équations  sont  incompatibles^ 

quoique  les  trois  valeurs  soient  de  la  forme  -)  ainsi  qu'on  peut 

s'en  assurer  en  remontant  aux  valeurs  de  D,  N,  N',  N",  établies 
ci'dessus. 

Prenons,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 

ax  4-  ^j  -h  rz  =  dy 
a'x  -^  hy  -^  czz=z  d\ 
a''x -h  bx  -{- cz  =z  d'\ 

que  Ton  déduit  des  équations  générales  en  supposant 

b=:l/=zb'\      et      rz=r'=:c". 
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Ootroiitc  pour  les  valeur^  de  D,  N ,  N',  N", 

D  =  <i (^c  —eb)  -h  a'  (cb  —  bc)     -h  «"  (^c  —  cA)  =  p, 
>'  =zd[bc  —  ci»)  -f.  d'  {eb  —  ^c)     -f.  d"  (bc  —  c^)  =  o,, 

I^  deux  expressions  de  W ,  N"  doivent  être  généralement  diffé- 
rentes de  o;  ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  la  valeur  de  x 

est  de  la  forme  ~ ,  tandis  que  cdies  de  jr  et  de  s  sont  de  la 

forme  -• 
o 

Pour  interpréter  ces  résultats  y  observons  que  les  équations  ne 

peoTcnt  exister  simultanément ,  à  moins  que  Ton  n'ait 

d^axz=  d*  —  a'x,     r/  —  fljp  =  d"  —  a"x  ; 

„  ,  „       .  d'^d      '  rf"  —  d 

(1  ou  Ion  tire     x  =  — 7 ,     et    x  =z  ^- 

a'  —  a  a'  — a 

Ici ,  comme  au  n**  72S ,  il  peut  arriver  de  deux  choses  Tune  : 
Premier  cas  :  Les  deux  valeurs  de  x  ne  s'accordent  pas ,  c'est- 
à-dire  que  Ton  a 

d'-^d      d''-d  > 

«' — a       a" — a  <;    ' 

oa,  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur,  et  supprimant 
les  deux  termes  +  ad^  —  ad,  qui  se  détruisent, 

d'à"  —  da"^ad'  —  a'd'i -^^^  -\^ad"^  o 

(il  estiantile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  n^est  autre  chose  que 
le  licteur  entre  parenthèses ,  dans  les  valeurs  de  N'  et  N^'  (au  signe 
près  toutefois  pour  N').  Dhnc  les  valeurs  de  y  et  de  z  se  pr^n- 

tent  sous  la  forme  infinie ,   pu  - ,   quoique  colle  de  x  soit  de 

Id  foiTïie  — 
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Second  cas  :  Les  deux  valeurs  de  x  «'accordent  entre  elles ,  c< 

d'^d      d'^'^d 

qui  entraîne  la  relation  — ; tt —  =  o  > 

fl'  —  a      a    — a 

ou  d'à''  ^  da"  -^  ad'  -^  a'd"  -hda*  -^ad^^Oy 

et  alors  les  deux  valeurs  de/  et  de  z  se  réduisent  à  -  oomioc  celle 

de  jc.  Mais  tandis  que  la  valeur  de  x  est  déterminée   et  ^alc 

,    ^'  — f/        d"-^d       „      ^  _,  .  .  ^.         .    . 

a    -; ou  -7; ,  celles  de   r   et  de  z  sont  indéterminées , 

puisque  Ton  n'a  plus ,  entre  ces  deux  inconnues ,  que  Téquation 

unique 

da'^ad' 
bjr^cz=id^aj:z=     ^,  _  ^    - 

Ce  cas  particulier  est  analogue  à  celui  du  n*  7tf  ,  qui  se  rapporte  à 
deux  équations  à  deux  inconnues. 

Let  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que,  si  le 

A 

symbole  -  dénote  toujours  un  système  d*éqnations  auxquelles  il! 

est  impossible  de  satisfaire ,  du  moins  en  nombres  ^is ,  le  sym- 
bole -  est  tantôt  un  caractère  d'indétermination ,  tantôt  un  carac- 
o 

tère  d'absurdité.  Quelquefois  aussi  (  n*'  75)  U  annonce  la  présence 
d'un  facteur  commun;  et  ce  qu'on  a  de  mieux  à  faire  pour  inter- 
préter de  pareils  résultats,  c'e«t  de  remonter  à  l'équation  ou  au\\ 
équations  qui  y  ont  conduit. 

77.  Lorsqu'on  opère  directement  sur  des  équations  particu* 
lières ,  on  parvient  à  d'autres  caractères  d'absurdité  ou  d'indéter- 
mination. 

Premier  exempte,  —  Soient  les  trois  équations 

2x4-  3j^  —  z  =  16, 
5x —  2/  4-72  =  21 , 
7^-1-    j -4-6^  =  37, 

dont  la  dernière  résulte  do  Vaddttion  des  deux  premières,  menibn 
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.1  Qteinbre.  En  calculant  D,  N,  N',  N" ,  d*aprcs  les  formules  géné- 
rales, et  conformcinènt  aux  priodpes  du  n?  69,  on  trouve  suc- 
ct-ssiveroent  D  =  o,  N  =  o,  N'  =  o,  N"  =  o.  Ainsi  les  valeurs  . 

<iex,  jTf  »  sont  toutes  trois  de  la  forme  -.  Mais  opérons  direc- 

renient  snr  ces  éipiations. 

Si  Ton  élioaine  z  entre  la  première  et  la  seconde  équation  , 
{mis  entre  la  première  et  la  troisième,  d'après  les  méthodes 
o>QDues,  on  parvient  aux  deux  équations 

igx-h  i9jr=  i33, 

'9^-+-  *9r  =  i33, 
J'où  ,    retranchant  de   nouveau    ces  deux  équations  l'une  de 
1  antre,  o  =  o 

♦-■galité  qui  n'apprend  rien  ni  pour  x  ni  pour  j. 

£d  remontant  à  Tune  des  deux  équations  précédentes ,  qui , 
toute  simplification  faite ,  devient 

^-+•7  =  7, 

«>n  pourra  donner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui 
fournira  pour  r  des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  der- 
nière équation.  Reportant  ces  valeurs  de  x  et  de  ^  dans  l'une 
«les  trois  équations  proposées  ,  on  obtiendra  autant  de  valeurs 
(urrrespondantes  pour  z. 

Soit  fait,  par  exemple ,     xz=i,2,  3,  4i-»'> 
il  en  résulte  ^  =  6,  5,  4*  3,...; 

«'où ,  substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné , 
z=z  4,  3,  2,   I ,. . .  ; 

«•l  tous  ces  systèmes,  en  nombre  infini,  vérifient  les  trois  équa- 
tions proposées. 

Le  symbole  - ,  obtenu  dans  cet  exemple  pour  les  trois  in- 

'^onnucs ,  correspond  donc   ici   à  une  indétermination  ,   comme 
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l*égaliic  0  =  0,  h  laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  dirrci 
ment  sur  les  équations. 

Deuxième  exemple,  —  Soient  les  équations 

2j:  ■+•  3x  —    «  =  16, 

5X  — 2J  4-72=  21, 

3x  —  5j  -h8«=  i2fc 

Pour  former  la  troisième,  on  a  retranché  la  première  de 
seconde ,  en  ajoutant  toutefois  le  nombre  7  au  second  membre  ( 
l'équation  résultante.   Le  système  est  donc  absurde  ;  aussi ,  c 
calculant  les  valeurs  de  D,  N,N',  N",  au  moyen  des  formula 
générales,  on  obtiendrait  successivement 

D=:o,     N=i33,     N'=— i33,     «"=  — i33, 

ce  qui  donnerait  pour   les  trois   inconnues  des  valeurs  de 

forme  -• 
o 

Mais  en  éliminant  directement  z  entre  la  première  et  la  second 

équation  ,  puis  entre  la  première  et  la  troisième ,  on  parvient  au! 

équations 

igx  H- 19^  =  i33,     et     19x4-197=108; 

d*où,  retranchant  de  nouveau  ces  équations  Tune  de  l'autre, 

o  =  25, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  Tincompatibilitô  des  équation 
proposées. 

Troisième  exemple.  —  Soient  les  deux  systèmes 

•^-H  9r  ■♦-62=  i6\  X -h  97 +62  =  16  1 

2^H-37-+-22=      7  J   (l),     2X-f.  37  -f-   22=      7;       -^l 

3x4-674-4*=  ï3  )  3x4- 67  4- 4^=  *9  ^ 

que  Yotï  peut  considérer  comme  un  caH  particulier  du  demie 
exemple  général  discuté  n**  76  ;  car  en  divisant  les  deux  membif 
de  la  prcmtére  équation  de  chaque  système  par  3 ,  cl  les  t\vu^ 
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foembres  de  la  troisietne  équation  par  2,  on  oluient  les  nou- 
velles équations 

1  ,  16  I  ^  16 
2X-h3^-H2a2=-j,            ja?-f-3^-4-2«=:-g-, 

2x-f-3^  H- 2z  =    7      et      2x4-374-22=    7, 

3         ^  i3  3  -  iq 

-x4-  3r  4-  28  =  — y  -j:4-3r4-2z  =  -â?. 

2  -^  2  2"^  2 

Il  y  a  toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  différence  que , 

,    .       d'-^d       d'^  —  d  ,, 

pour  le  premier,  la  relation  -; =  —r. (du  n"  76)  est 

*  a'  —  a        a    — a  ^  ' 

utisfaite,  et  qu'elle  ne  Test  pas  pour  le  second. 

Cela  posé ,  réiimination  de  z  entre  la  première  et  la  seconde 

quations,  puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (i), 

dooae  les  deux  résultats  identiques ,  j:  =  i ,  x  =  1 .  Substituant 

cette  valeur  dans  les  trois  équations  du  même  système  (i),  on 

parvient,  toute  réduction  faite,  aux  équations 

3/4-2z=r5,     3/4-22=5,     3j4-2z  =  5, 

qui,  par  réiimination  de  y  ou  de  z,  donnent  lieu  à  Tégalité 

0  =  0, 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  forme  -j  trouvées 

pour  les  trois  inconnues  au  moyen  des  formules  générales.  Il 

faut  se  rappeler  toutefois  (n*»  76)  que  le   symbole  ->  obtenu 

pour.r,  avait  une  valeur  déterminée  qui  est  ici  x  =  1 ,  et  que 
le  même  symbole  obtenu  pour  y  et  z  indiquait  une  indétermi- 
fffftfon. 

Kd  répétant  les  mêmes  calculs  par  rapport  au  système  (2), 
^n  obtient 

X  =  1 ,     et     .r  =  —  5. 

U  valeur  x  =  i  portée  dans  la  première  et  dans  là  seconde  des 
^quaiioTis  du  système  (2)-  donne 

3y  -h  2zz=  5-, 
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et  la  valeur  x^z  —  5  portée  dans  la  seconde  ou  la  troisièaie 
équation  du  même  système  donne 

3/  -h  2z  =  17, 

o 
égalité  absurde  qui  correspond  à  la  valeur  -  trouvée  pour  j:, 

et  aux  valeui^  de  la  forme  -  obtenues  pour  y  et  pour  z. 

Les  résultats  0  =  0,  o  =  A  ,  auxquels  on  parvient  quelque- 
fois  en   traitant   directement   des   équations  particulières,    ont 

o     A 

donc  la  mcme  signification  que  les  symboles   -9   -9    que  Ton 

obtient  en  appliquant  les  formules  générales  à  des  exemples  parti- 
culiers. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  Texamen  d'un  cas  très-important  :  c'est  celiti  où ,  dans 
les  équations  générales ,  on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n°  68),  que  ces 
numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps ,  c'est-à-dire  que 
Ton  aA  =  o,B  =  0,....  Comme  d'ailleurs  il  n'existe  aucune  rela- 
tion particulière  entre  les  coefficients  a,  6,  c,  o',  t',  c',. . .  des 
inconnues ,  la  valeur  de  D ,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  j 
de  ces  coefficients ,  est  généralement  différente  de  o.  Ainsi  l'on  a ,  I 
pour  valeurs  des  inconnues  y  x=o,  j  =  o,  z  =  o,...;  etces 
valeurs  vérifient  évidemment  les  équations  proposées.  , 

Si  cependant,  outre  Thypothèse,   que  les  quantités  connues   j 
du  second  membre  soient  nulles  à  la  fois ,  on  a  encore,  entre  les 
coefficients  des  inconnues ,  la  relation  D  =  o ,  les  valeurs  géné- 
rales se  réduisent  à  la  forme  x  =  ~ ,    r  =  -,  etc. 

Or  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
mais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déter- 
minés ,  qu'on  peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 


X       bc'  —  eb' 

y       ca'  —  ac' 

z—ab'—ba" 

z  ~  ab'—ba' 

DKS   lÉQCATIONS   DV    PAUtlKE    DECR^.  12^ 

Soient,   en  effet ,  les  trok  équations 
tiX'hbX'^cz^Oy    a'x+by-hc'z=Oy   a"X'^b" x-irc" z^o, 
dans  lesquelles  on  suppose  (n^  67)  que  Toki  ait  D  =  o,  ou 

ah'c"  —  ac*b"  +  ca'b"  —  ba'c''  -4-  bc'a"  -  cb'a''  =:  o. 
K!l(^  peuvent  être  mises  sous  la  forme 
a-^b^'^c  =  o,  fl'f -H^'"^4-c'=o,  fl"--+-.^"'?^-hc"=o. 

3  3  %  Z  Z        *         Z 

X       y 
Or  on  tire  des  deux  premières  y  en  traitant  -  et  -  oomme  deux 


iQconnnes, 


D'où  Ton  voit  quV«  domnant  à  z  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires, les  valeurs  de  x  et  de  y  s'obtiendront  à  l'aide  de  ces  deux 
proportions  dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux  à  des 
quantités  connues. 

Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à  la  troisième  cqua- 
lion ,  qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  Or  on  trouve, 
tn  les  substituant  dans  cette  éqnation , 

be'^cb'        ^„       ca'^ac' 

ou,  réduisant  ei  écrivant  lés  termes  dans  un  ordre  convenable , 

ab'c"  —  ac'b"  4-  ca'b"  —  ba' c"  +  bc'a''  —  cb'a"  =a  o, 
coadition  qui,  par  hypothèse,  est  satisfaite. 

79.  Ceci  noos  conduit  naturellement  à  l'examen  d'une  circon- 
stance dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n"  49,  nous 
a  offert  un  exemple  :  c'est  celle  où  Ténoncé  de  la  question  conduit 
^  un  nombre  d'équations  réellement  différentes,  plus  grand  que 
celai  des  inconnues  à  déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme 
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n  inconnùeSy  et  donne  lien  i\  m  équatiom  difTéi^enteSy  m  étant  ^n> 
U  faut  d* abord  combiner  entre  elles  un  nombre  n  des  équations 
proposée^,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  inconnues^  substituer 
ensuite  ces  valeurs  dans  les  (m  —  n)  équations  restantes,  ce  çui 
donne  lieu  à  autant  de  relations  entre  les  données  ;  et  ces  dernière^ 
relations  doivent  être  vérifiées ^  pour  que  ie  problème  soit  possible, 
tel  qu'il  a  été  énoncé.  Les  {m  —  n)  relations  ainsi  obtenues  se  nom- 
ment des  équations  de  condition, 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente,  —  Il  résulte  de 
cette  discussion  :  i**.  Qu'un  système  d*équalions  du  premier  degré  à 
pareil  nombre  d'inconnues  ne  peut  être,  en  général,  satisfait 
que  d*une  seule  manière  (n®67); 

2®.  Que  toute  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue, 
répond  directement  aux  équations  du  problème,  sans  répondre 
toujours  à  renoncé  (n**  70); 

3".  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu'indirectement  à 
renoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique, 
nais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens 
purement  algébrique  ( n^'  ^9  et  7 i  )  ; 

4".  Que  toute  expression  de  la  forme  -?  trouvée  pour  une  ou 

|)lusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  le  sys- 
tème d'équations  proposé,  du  moins  l'impossibilité  dy  satisfaire 
en  nombres yf/i/>  pour  toutes  les  inconnues  (n*»*  72,  ^4  et  76); 

5".  Que 4e  symbole -î  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  incon- 
nues, correspond,  soit  à  une  indétermination,  soit  à  une  incom- 
patibilité (n*'»  7«,  74,  7Ô,  70),  soit  à  la  présence  d'un  hctewi 
commun  entre  les  deux  termes  de  cbaqae  fraction  qui  s'est  réduite 
à  cette  forme  (n^  75)  ;  * 

6".  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  nuls,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  à  o;  q»^ 
si,  à  cette  hypothèse ,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  des  inconnues  soit  o,  le  nombre  des  sy^n'^^*^ 
valeurs  est  infini  ;  mais  ces  valeurs  sont  assujetties  à  avoir  entre 
elles  des  rapports  constants  (n^  78); 
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7''.  Que,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  quo 
celui  des  ioconnaes,  le  problème  n'est  possible  qu'autant  que  les 
valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d*équatioiis  égal 
à  celui  des  inconnues  satisfont  aux  autres  équations  (  n**  79). 

81 .  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de 
discussion  y  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

Quatorzième  problème.  —  Un  banquier  a  deux  espèces  de  mon' 
nait:  il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu  ;  il  fa  ut  h 
pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quelqu'un  rtient 
(t  demande  c  pièces  pour  un  écu.  Combien  le  banquier  lui  don- 
nera-t4l  de  pièces  de  chaque  espèce  pour  le  satisfaire? 

/»'  ^        »        a(c^b)  ,        bia  —c^X 

Rep...   i«  espèce,  — ^^ 7-^  ;  2*=  espèce,  — ^ j— ^  ) 

\  o  — '  o  a  —  b      f 

QcisziiME  PROBLÈME.  —  Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'un 
rectangle,  en  supposant,  i**  —^  que  ces  deux  côtés  soient  entre  eux 
dans  un  rapport  donné  m  :  n  ;  2** —  que,  si  l'on  augmente  ou  dimi- 
nue les  côtés  de  ce  rectangle  des  quantités  données  a  et  b,  la  sur- 
face soit  augmentée  ou  diminuée  de  la  quantité  p. 


( 


En  supposant  les  côtés  augmentés ,  on  trouve  ' 
^  _  m[p  -  ab)  _  njp^ab) 

na  -4-  mb    '      •^         /îû  +  mb 


StuiEME  PROBLÈME.  —  On  demande  les  biens  de  trois  personnes ^ 
A,  B,  C,  sachant,  1°  —  que  la  somme  du  bien  de  A  et  de  \  fois 
ies  biens  de  B  et  C  est  égale  à  p  ;  2°  —  que  la  somme  du  bien 
(fc  B  et  de  m  fois  les  biens  de  A  et  C  est  égale  à  q;  3°  —  que  la 
*omme  du  bien  de  C  et  de  nfois  les  biens  de  A  et  B  est  égale  a  r. 

(Cette  question  est  susceptible  d^étre  résolue  assez  simplement 
par  rintroduction  d'une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours  du  cal- 
^v\  :  cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

DiX'SEPTiÈME  PROBLÈME.  —  Trouver  les  biens  de  6  personnes 
A,B,C,  D,  E,F,  d'après  les  conditions  suivantes:  1°  —  la 
iomme  des  biens  de  A  et  B  est  a  ;  celle  des  biens  deC  et  I>  est  b  ; 
Jlg.  £.,  io«  éd,  9 
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la  somme  des  biens  de  E  et  ¥  est  Cy  7,^  —  le  bien  de  A  vaut  m  J'ois 
le  bien  de  C;  le  bien  de  D  vaut  nfois  le  bien  deE',  le  bien  de  F 
vaut  ^fois  le  bien  de  B. 

(Ce  problème  petit  être  résolu  par  le  moyen  d'une  seole  équa- 
tion à  une  seule  inconnue.) 

Ces  différants  énoncés  sont  extraits  de  V Algèbre  de  M.  LhuHUer^ 
de  Genève,  ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  questions 
qu'il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  m. 

Résolution  des  Problèmes  et  Équations  du  second 

degré. 


82.  Introduction.  —  Lorsque  l'énoncé  d'un  prt>blème  conduit  I 
à  une  équation  de  la  forme  ax*  =  6,  dans  laquelle  l'inconnue  est 
multipliée  par  elle-incmey  l'équation  est  dite  du  second  degré, 
et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont 
insuflisants  pour  sa  résolution  ^  mais  comme,  en  divisant  les  deux 

membres  par  a ,  on  obtient  x»  =  -  >  il  s'ensuit  qne  la  questioa 

se  réduit  à  trouver  un  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-même,  peut 

produire  le  nombre  exprimé  par -i  c'est  l'objet  de  V extraction  de 

a 

la  racine  carrée.  '  \ 

Nous  avons  exposé,  dans  noire  Arithmétique,  avec  tous  les 
détails  convenables,  les  divers  procédés  d'extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  fractionnaires; 
nous  n'avons  donc  à  développer  ici  que  les  règles  relatives  à  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  expressions  algébriques. 
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§  I.  —  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

83.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  quantité  monôme ,  et  pour 
dtïonTrir  le  procédé  de  Textraction  de  la  racine  carrée ,  voyons 
comment  on  forme  leucarré  d*un  monôme. 

On  a,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes 

c'est-à-dire  que ,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  faut  éleper 
son  coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposants  des  dif- 
fémites  lettres.  Donc ,  pour  revenir  d'un  monôme  carré  à  sa  ra- 
cine, il  faut  ,1®  —  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient f  d'après 
/«  règles  exposées  en  Arithmétique;  tP  —  prendre  la  moitié  de 
chacun  des  exposants. 


Ainsi  l'on  a       ^6ia*b*  =  Sa^b^  ;  et  en  effet , 

{8a'b^y=i8a'b*  X  8a' 6'  =  e^a^b'. 

De  même  ^S^Sâ^b*^  =  26ab* c^ ; 

II  résulte  de  la  règle  précédente ,  que  pour  qu'un  monôme  soit 
le  carré  d'an  autre  monôme ,  il  faut  que  son  cordent  soit  un 
f  a  rré  parfait,  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  cjiab* 
n'est  pas  un  carré  parfait ,  parce  que  98  n*est  pas  un  nombre  carré 
parfait ,  et  que  a  est  affecté  d'un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas ,  on  faft  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  »  en  l'af- 
[♦rotant  4IÛ  signe  v^^     ,  et  on  l'écrit  ainsi  :  ^ cjèab^ 

On  appelle  ces  sortes  d'expressions,  des  monômes  irrationnels ^ 
*^  y  pins  spécialement ,  des  radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subira  ces  expressions  quelques 
amplifications  fondées  sur  le  principe  suivant  :  La  racine  carrée 
nu  produit  de  deux  on  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des 

9" 
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racines  carrt'es  de  ces  facteurs  ;  ou  ,  en  langage  algébrique  , 
sjabcd.  .  .  =  )Ja.^,)[c.)[d,,., 

Pour  démontrer  ce  principe ,  observons  que ,  d'après  la  défini 
ûon  de  la  racine  carrée  d'un  nombre ,  on  a 

( ^abcd,  ...)'=:  abcd  .  .  . 
D'un  autre  côté, 

(v^xV6xv^...)'  =  (v^)'-(v^)'.(v^)'"- =  «*'••••• 

Donc ,  puisque  les  carrés  de  ^abcd. . .  et  de  v^ .  \/6 .  ^c .  v^. . . 
sont  égaux ,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé^  Fexpression  ci-dessus,  ^^ab*,  peut  se  mettre  sou; 
la  forme  v/49^*  X  a  /i  =  v/49^*  X  ^20. 

Or  V^49Ï*  se  réduit  (n°  85)  à  7^';  donc 

On  a  de  même 


V^864n»6»c"=:  v^i44fl*6*c'*x66c=r  iT.ab^à' .yj&bc. 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel,  mettez (^^ 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  extrayez- en  ia  racim 
{ n°  9&)\  puis  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en  a(^ni 
du  signe  radical,  sous  Icf/rtel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs 
non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expressions  'jb^^na,  3  abc  ^Sbd,  12  ab^c^  ^6  bc ,  ]ei 
quantités  7/^%  3 abc,  i2/?^'r%  s'appellent  les  coefficients  du 
radical, 

81$.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  doni 
le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  pubque,  dans  la  n so- 
lution des  questions,  on  est  conduit  à  considérer  des  qtiantii^ 
monômes  précédées  du  signe  -f-  ou  du  signe  — ,  il  faut  savdi^ 
commenf  oprrrr  sur  ces  sortes  i\c  «juanliics.  Or  le  carre  Huri 
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iDooônie  étant  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-même ,  il  s*en- 
suit  (n**  68}  que ,  quel  que  soit  son  signe  ^  le  carré  de  ce  monôme  est 
positif.  Ainsi ,  le  carré  de  -f-  5fl'6'  ou  de  —  5  a' ^  est  -h  25 /i*  b*. 

D'où  Ton  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif ^ 
m  racine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  -h  ou 
du  signe — .  Ainsi,  ^^a^-=:±Za^\  car  -f-  3fl*  ou  —  3fl%  élevé 
au  carré,  donne  également  +  90^.  Le  double  signe  ±  dont  on 
affecte  la  racine  s'énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l'extraction  de  sa  racine 
est  impossible ,  puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
qnantitc,  positive  ou  négative ,  est  essentiellement  positif.  Ainsi 

V  —  9>  v^ — 4^'  5  v'  —  5  sont  des  symboles  algébriques  qui  repré- 
sentent des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom 
àe  quantités^  ou  plutôt  à' expressions  imaginaires:  ce  sont  des  sym- 
boles d*absurditc  que  l'on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
des  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à  ces  symboles  les 
mêmes  simplifications  qu'aux  expressions  irrationnelles  qui  offrent 
ties  opérations  exécutables.  C'est  ainsi  que 

sT-^  revient  (n°  84)  à  y/g  •  v'—  i ,  ou  3  v^^; 

de  méine,  v^— 4^'  =  V^4^  •  v/.I^=r  2 a  sj^^-, 


S6.  Tâchons  maintenant  de  découvrir,  pour  le  carré  d'un  poly- 
nôme quelconque,  une  loi  de  formation  dont  nous  puissions  dé- 
duire un  procédé  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

On  a  déjà  vu  (n®  19)  que  le  carré  d'un  binôme,  «4-6,  est  égal 
^(C'-^iab  -f-  é»». 

Soit  actuellement  à  former  le  carré  d'un  trinôme  a-^-  b  -^c. 
Désignons,  pour  le  moment,  a-^-b  par  une  seule  lettre  s\  il  vient 

(a  -f-  6  -+-  c)»  =  (5  4-  cf  =  j'  -f-  2  jc  4-  C 
Or  on  a 

<  =:  [a  -h  A) '  =r  «'  -f-  2 ab-^b\      2  ^c  =  2  («  4-  6)  r  =  2  ac  -\-zbr. 
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Donc  («-h^  H-c)*=û'H-2flAH-à»-h2<7c-l-aAcH-c»;  c'est 
à-dire  que  le  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  des  carré 
des  trois  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  terme*  multiplié^ 
deux  à  deux.  \ 

Je  dis  que  cette  loi  de  composition  est  applicable  à  un  poly 
nôme  quelconque.  En  effet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  poly 
nome  d*un  nombre  quelconque  de  termes ,  et  prouvons  qu'eB 
peut  s*étendre  à  un  polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d'y  parvenir,  soit  «-4-6-4-c  +  rf-h...-f-'-f'/un  poly^ 
nôme  composé  de  im -f-  i  termes;  et  désignons  par  ^  la  soiunN 
des  171  premiers  termes,  /i -f-6-f-c-+-£/-h...4-/;  j-f-^  représenU 
le  polynôme  proposé,  et  l'on  a  [s-^-k  )*  =  j*  -h  2  j^  -f-  X%  ou,  re 
mettant  à  la  place  de  ^  sa  valeur, 

Or  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par 
hypothèse,  des  carrés  de  tous  les  termes  du  premier  pofynômect 
des  doubles  produits  de  tous  ces  termes  multipliés  deux  à  deax; 
la  seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes  du 
premier  polynôme  par  le  noutfeau  terme  introduite;  enfin ,  la  troi- 
sième partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc  la  loi  de  composition 
énoncée  ci-dessus  est  encore  vraie  pour  le  nouveau  polynôme. 
Mais  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  un  trinôme;  donc  elle  a  liea 
pour  un  polynôme  de  quatre  termes  :  étant  Ynie  pour  qaa^'^  * 
elle  Test  nécessairement  pour  cinq,  et  ainsi  de  suite.  Donc  elle  est 
générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d'une  autre  manière  :  Le  carré  d'un 
polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme,  plus  le  double  pro- 
duit du  premier  terme  par  le  second,  plus  le  carré  du  second  ;pJf^ 
les  doubles  produits  de  chacun  des  deux  premiers  termes  par  le 
troisième,  plus  le  carré  du  troisième;  plus  les  doubles  produits  de 
chacun  des  trois  premiers  termes  par  le  quatrième ,  plus  le  carre 
du  quatrième  ;  et  ainsi  de  suite.  Cet  énoncé,  qui  est  évidemmcni 
compris  dans  le  premier,  nous  conduira  plus  aisément  an  proctnl^' 
de  l'extraction  de  In  racine  carrée  d'un  polynôme. 
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Od  trouvera ,  d'après  cette  loi , 

(5û*  — 4û6')'  =  a5a*  — 4ofl«6'-+-i6a'^*; 

00,  réduisant,        90*  —  i2û'^,-f-  28ri'ft»—  16116*  -|-  166*; 
,5a'6  — 4a6c-4-66c»— 3fl»c)»=25/i*^»»  — 4oa»6»r-f-76«*6'c» 
-48fl6'<:^-h36  6V—  3o«*6c-f-a4fl»6r'  — 36a»^4-9tf«c«. 

Passons  à  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  par  N  le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  racine, 
et  par  R  cette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment  dé- 
lermtoée;  concevons,  en  outre,  que  ces  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  Tune  des 
lettres  qu'ils  renferment,  a  par  exemple. 

Cela  posé,  j'observe  d'abord  que  les  deux  premiers  termes 
(k  N  (en  le  supposant  ordonné]   peuvent  donner  sur-  le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R  ;  en  effet ,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (n°  80),  i**  —  que  le  carré 
du  premier  terme  de  R  renferme  un  exposant  de  la  lettre  a ,  plus 
grand  qu'aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans  la  compost' 
tion  du  carré  rfe  R  ;  2"  —  que  le  double  produit  du  premier  terme 
de  R  par  le  second  renferme  aussi  un  exposant  plus  élevé  que 
dans  les  parties  suivantes.   Ainsi,  les  deux  parties  doni  nous 
venons  de  parler,  n'ayant  pu  se  réduire  avec  les  autres,  sont 
nécessairement  les  deux  termes  de  N  affectés  du  plus  haut  expo- 
sant de  A,  et  de  l'exposant  immédiatement  inférieur.  D'où  il  suit 
que,  si  N  est   réellement  un  carré  parfait,    i°  —  son  premier 
terme  doit  être  un  carré  parfait ,  et  la  racine  de  ce  terme,  extraite 
d après  le  procédé  du  n°  85,  est  le  premier  terme  rféf  R  ;  2®  —  son 
sfco/td  terme  doit  être  ilivisible  par  le  double  du  premier  terme 
t/c  R;  et,  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient  le  second 
terme  de  R. 

Afin  de  |)ouvoîr  obtenir  les  termes  suivants, yôrmo/w  le  carré 
<iii  binôme  déjà  trouvé,  et  retranchons 'le  r/c  N  ;  le  reste ,  que  nous 
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désignons  par  N',  renferme  encore  les  doubles  produits  du  pre^ 
mier  terme  de  K  par  le  troisième,  du  second  terme  de  R  par  1^ 
troisième  y  plus  une  suite  d'autres  parties.  Mais  le  double  produi\ 
du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfermer  a  açec  un  expo-- 
sant  plus  grand  que  dans  les  parties  suivantes,  et  ne  peut,  pal 
conséquent,  avoir  été  réduit  avec  ces  parties.  Donc  ce  double 
produit  est  le  premier  terme  de  N';  ainsi,  ce  premier  terme  doii 
être  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  K\  et,  si  l'of^ 
effectue  cette  division,  le  quotient  est  le  troisième  terme  deH. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  double.^ 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième ,  plus  le 
carré  du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  N'J 
ce  qui  donne  un  reste  N  "  qui  renferme  encore  le  double  produit 
du  premier  terme  de  R  par  le  quatrième,  plus  une  suite  d*autresj 
parties.  Mais  on  prouvera,  comme  précédemment,  que  le  pre- 
mier terme  de  N"  est  nécessairement  le  double  ^produit  da  premier 
terme  de  R  par  le  quatrième.  Ainsi ,  en  divisant  le  premier  ternit  \ 
de  ^*' par  le  double  du  premier  terme  deJiy  on  a  pour  quotient  ie\ 
quatrième  terme  deK;  et  ainsi  de  suite. 

iV.  JB»  —  Il  est  absolument  indispensable,  après  avoir  ob- 
tenu les  deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le 
carré  du  binôme  trouvé  du  polynôme  N;  car^  ordinairement, 
le  carré  du  second  terme  de  R  renferme  a  avec  le  même  exposant 
que  dans  le  dquble  produit  du  premier  terme  par  le  troisième; 
par  conséquent,  il  a  dû  se  réduire  avec  ce  double  produit. 
Ainsi,  ce  n*est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré,  du  polynôaie 
N,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est  égal  au 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  troisième.  La 
même  remarque  s'applique  aux  trois,  quatre, . . .  premiers  termes 
trouvés. 

Nous  laissons  aux  élèves  studieux  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nements précédents  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme;  il  leur  suffira,  pour  cela,  de  réunir  toutes 
les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous  allons  d\iilleui-b  en 
faire  l'application  à  un  exemple  particulier. 
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Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  i>olynômc 

» 


i**' reste. .  .   ^oa^b^—  24  ab^-^16  b* 
~4ofl'»*-4-24fl6^— i6A* 
2'  reste.  .  .  o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a ,  on  extrait 
I«  racine  carrée  de  25  a*,  ce  qui  donne  5/i*  que  Ton  écrit  à  la 
ilmite  du  poijoôoie;  puis  on  divise  le  second  terme  —  3o  a^b 
par  10  a%  double  de  5  a' (on  écrit  10  a'  au-dessous  de  5  a');  le 
quotient  est  —  3ab  que  Ton  place  à  la  droite  de  5a^  Les  deux 
premiers  termes  delà  racine  sont  donc  5a'  —  3ab.  Carrant  ce 
binôme,  on  trouve  25  a*  —  3oa^è  -+-  9  a'  ^%  qui ,  retranché  du 
polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  premier  terme  est 
40a'6\  Divisant  ce  premier  terme  par  10  a',  double  de  5  a', 
OD  obtient  pour  quotient  +  4  ^'  •  ^*^^  '^  troisième  terme  de  la 
racine,  que  Ton  écrit  à  la  droite  des  deux  premiers  termes.  For- 
mant le  double  produit  de  5  a'  —  3ab  par  4  ^',  et  le  carré  de  4  ^% 
on  trouve  4oa'  6'  —  24  a^'  -h  16  ^\  polynôme  qui,  retranché  du 
premier  reste,  donne  o  pour  reste  final.  Ainsi  5a' —  Zab  -^^b^ 
«^t  la  racine  demandée ,  ou  plutôt  (  n*»  81)  Tune  des  valeurs  de  la 
racine  demandée.  L'autre  valeur  est  —  5a'  -h  3  a^  —  4  ^%  ^^  ^^ 
1  obtiendrait  en  écrivant  —  5  a'  pour  la  racine  carrée  de  -♦-  25  a% 
puis  divisant  —  3oa^6  par  —  10  a',  et  continuant  l'opération 
comme  ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple,  des  qu^on  a  obtenu  lapre- 
"îière,  d'écrire  ensuite,  pour  la  seconde,  —  (5  a'  —  3a^  4-4^*)' 
Les  commençants  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
ïiéveloppcs  n"  86. 

^.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  aiïec- 
^«  de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer 
'«  polynôme  comme  il  a  été  prescrit  pour  la  division  (  n°  89  )  ;  puis 
^n  appliquera  le  procédé  ci-dessus ,  en  regardant  comme  une  seule 
^t  même  partie  la  somme  algébrique  des  termes  affectes  de  la  même 
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puissance,  et  remplaçant,  dans  l'énonce  de  ce  procédé,  les  mots: 
premier  terme  du  polynôme,  premier  terme  du  reste,  premieï 
terme  y  second  terme  y,. .,  de  la  racine ,  par  les  expressions  :  première^ 
partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissances 
première  partie  du  reste,  première  ^  seconde  y,,,  partie  de  la  racine] 
Au  surplus,  ces  sortes  d'exemples  se  présentent  fort  rarement. 

89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 
1°.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu'on 
sait  que  le  cari*é  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire  d'un 
binôme,  renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éproo- 
ver  aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi,  l'expression  à^  -f-  6'  n'esl 
pas  un  carré;  il  lui  manque  le  terme  ±^ab  pour  qu'elle  soit  le 
carré  de  û  zt  b, 

2".  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui  du 
milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres. 
Alors  la  racine  du  trinôme  peut  s'obtenir  immédiatement.  Ex- 
trayez les  racines  des  deux  termes  extrêmes,  et  affectez  les  deux 
racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires  y  suivant  que  le  terme 
moyen  est  positif  ou  négatif.  Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit 
de  ces  deux  racines  ilonne  le  terme  moyen  du  trinôme. 

Ainsi,  9fl«  — 48/i*^'-h64û»6« 

a  pour  racine  carrée ,     ^9  fl''  —  v/64  fl'  b\  ou  ±  (3  z?^  —  8  ab^  )  ; 

car  3a»X— i6«^«=  — 48û*^\ 

4  «'  -h  1 2  fl^  —  9  b'^  ne  peut  être  un  carré  parfait ,  quoique  4  û* 
et  9  Z>'  soient  les  can-és  de  2  a  et  de  3  6,  et  que  1 2  /16  =  2  û  X  6  ^  ; 
mais  —  9^'  n'est  pas  un  carré. 

3".  Lorsque,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé jjénéral ,  le  premier  terme  de  l'im  des  restes  n'est  pas  exacle- 
ment  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  on 
peut  en  conclure  que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un  carré  par- 
fait. CVsl  une  conséquence  évidente  des  raisonnements  que  nouN 
avons  faits  pour  parvenir  à  ce  procédé. 
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4".  Ed&b,  on  peut,  quand  il  y  a  lieu,  appliquer  aux  racines 
carrées  des  polynômes  non  carrés  parfaits  les  simplifications  du 

D«84.  

Soit,  par  exemple ,  l'expression  \-a^ ^  -h  4  a' ^'  H-  4 ^^'• 
La  quantité  sous  le  radical  n*esl  pas  un  carre  parfait  ;^  mab  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ab  (a'  +  4^^  +  4  ^0*  ^^  ^^  facteur 
entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  +  2  6;  d*où  Ton 
peut  conclure  (n^  84) 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré,  —  L'extraction  de 
laracioe  carrée  donnant  naissance  à  de  nouvelles  expressions  algé- 
briques, telles  que  y'Â,  3  y'ô ,  7  v^2 ,  connues  sous  le  nom  de  quan- 
tités irrationnelles  ou  de  radicaux  du  second  degré,  il  faut  établir 
àa  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations 
fondamentales. 

Définition,  —  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  sem» 
Ifîahîes  lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même  pour 
les  deux  radicaux.  Ainsi,  3a  ^  et  5c  y^,  9  V^  et  7  ^2,  sont  dits 
des  radicaux  semblables. 

Addition  et  soustraction,  —  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  radi- 
caux semblables,  on  ajoute  ou  l'on  soustrait  les  deux  coefficients, 
puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence  du  radical  commun. 
Ainsi  Ton  a 

3flv'ï-f-5cv^  =  (3£i  +  5c)v'6,  3a\fb--5c^=i{3a^Sc))fb'f 
de  même 

7y2a-f- 3  v's  û  =ï  lo^aa,     7^/2  a  —  3v^3r«=:4V^^* 

Deux  radicaux  peuvent,  au  premier  abord,  n'être  pas  scm- 
Wables,  et  le  devenir  par  les  simplifications  du  u?  84. 
Par  exemple, 

S'^8^ -^bs/T5'a=z/^b)/3Z-^  5 bs/3^  =  96  V^3r/i 
2  v^45  -  3  v^6  =  6  v^5  -  3  v^5  =  3  v'5. 
Silrt  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fiiit  qu'indiquer 
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l*addition  ou  la  soiistraclion.  Ainsi .  pour  ajouter  3  y^6  à  5  ^a ,  on 
écrit  simplement ,  5  V'^  -h  3  \/6 . 

Multiplication,  —  Pour  multiplier  deux  radicaux  entre  eux, 
on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  quantités  comprises  soits  k 
signe  radical,  et  l'on  affecte  le  produit  du  signe  radical  comrmui. 


Ainsi  sfâyc^sjb  =z\la^b\ 

c'est  le  principe  du  n°  84,  énoncé  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  y  a  des  coefficients,  on  commence  parles  multiplier  entre 
eux,  et  l'on  écrit  leur  produit  en  avant  du  radical. 

Par  exemple,  Z^5ab'X/{^2oa=  i2  y/ioofl'^=  i20«  y'^» 
2a^bc^3a^c  =  6a*^b^c^  =  6a*bc^ 

Division,  —  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  par  l'autre,  divisez 
les  deux  quantités  comprises  sous  le  signe  y  l'une  par  l'autre  ,  et 
affectez  le  quotient  du  signe  radical  commun. 

En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à  la 

même  quantité  t?  c^onc  ces  deux  expressions  sont  égales. 

S'il  y  a  des  coefQcients,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient 
ilu  radical.  —  Par  exemple , 

'  ^ o.    T.by  c 

/f'T'  I 

iiacsl&bc.  ^c  sJlTb  =  3 «  1/  — r  =  3 //  V^3 c . 

01 .  Il  existe  deux  transformations  d'un  usage  fréquent  dani 
l'évaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à  faire  passer  sous  le  radical  le  coefficient  de 
ce  radical.  Soit,  par  exemple,  l'expression  3a\jSb\  on  obscn^c 
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qu'elle  revient  (n**  90)  à  y/g  a'  X  V^5  ^ ,  ou  ^Qa*'5  b  =  ^^5  a'  b . 

KÎDiày  pour  faire  passer  sous  le  signe  d'un  radical  le  coefficient 
de  ce  radical^  il  suffit  d'élever  le  coefficient  au  carré. 

Voici  Tiisage  principal  de  celte  transformation  :  —  Que  l'on  ait 
a  évaluer,  à  une  unité  près,  Texpression  6^i3.  Comme  i3  n*est 
pas  on  carré  parfait ,  on  ne  peut  obtenir  qu*une  valeur  approchée 
de  sa  racine.  Celle-ci  est  égale  à  3,  plus  une  certaine  quantité  plus 
petite  que  i  ;  mais  en  multipliant  cette  racine  par  6,  on  a  i8, 
plus  le  produit  par  6  de  la  quantité  plus  petite  que  i  ;  et  le  résultat 
total  peut  avoir  une  partie  entière  plus  grande  que  i8.  Afin  de 
<léterminer  exactement  cette  partie  entière ,  on  met 

6  v^    sous  la  forme     y^GTIS  =  ^36  X  i3  =  v^. 
Or  la  racine  carrée. de  468  a  21  pour  partie  entière;  donc 

6vi3estégalà  21,  plus  une  partie  d'unité  qui  ne  peut  être 
déterminée  exactement. 

On  trouvera  de  même  que  1 2  ^  =  3 1 ,  à  moins  d'une  unité 
près. 

La  seconde  transformation  a  pour  but  de  rendre   rationnels 

a  a 

1«  dénominateurs  d'expressions   telles  que  ^7-'  j-f 

n,  p  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  que  7,  qui  est 
d'ailleurs  supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à  ces 
Mrtes  d'expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Or  on  atteint  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion par  /7  —  \/q  si  le  dénominateur  est  />  -f-  v^,  et  par/?  -h  V7 
^  le  dénominateur  est^  —  ^//.  En  effet,  la  somme  de  deuxquan- 
'/^er  multipliée  par  leur  différence  donnant  (n®  6)  pour  produit  la 
fiiffércnce  des  carrés  y  on  a,  par  la  multiplication  indiquée, 

-JL_  —         ^JP  —  ^)         _.  ^{p—  V^y)  _  ap  —  asj^ 
a  g  (/>  4-  ^7  )  __  g  (/>-h  ^q)  _  ap  -h  as/g 

i'->ri^{p-siq){p^sR)'^   P'-l    "    P'-'l' 

«expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 
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Pour  donner  une  idée  de  l*ulilité  de  cette  transformation ,  sup  i 
posons  que  Ton  ait  à  évaluer  approEÎmativement  l'expresâon 

7 

Eih;  revient  à  ^  ^         V    y     ou  bien  à     —    /  ^    -  1 

9-5  4 

Or  7  v^  est  la  même  chose  que     ^49  X  5 ,     ou     ^^45 , 
quantité  dont  la  valeur  est  i5,  à  une  unité  près  (*).  Ainsi 

7             21 4-  i5h-  une  fraction       36  ,  .       , 

J3^  = ^ =j=g,k\pres. 

Si  Ton  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expression , 
//  suffirait  fie  calculer  ^1^5  avec  un  certain  degré  d'approximation  y 
d'ajouter  7,1  à  la  racine  obtenue,  puis  de  diviser  la  somme  par  4  ^ 
ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons  pour  second  exemple  l'expression 

V5:  .-    .     .    .. 


v'ii-4- ^3 
et  pro|)osons-nous  de  l'évaluer  à  o,oi  près. 

On-.         7\/5      _7v/5(v^-v/3)_7v^-7v^ 
^/77^-v/3~        i«-3        "  8 

Or        7  y^  =  v^55  x  49  =  ^2695=  5i  ,91,  à  0,01  près, 

et  7V^i5  =  v'iS  X  49=  v/735=r  27,11  ; 

j  7  V 5  5i  ,Qi  —  27,11      24*80      ^        ,    . 

et  même  à  7^  près ,  à  cause  de  la  division  par  8. 
(*)  VoyvzAvi  noie  au  bas  de  la  paRC  i33,  n"  95,  Arith.,  aa*  é«li(ion. 
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On  troarerait,  par  an  procédé  analogue , 

-— = y-;^  =  3,i6,  ao,oi  près. 

5  vt2  —  o yo 

xY.  ^.  —  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions  en 
ii:iliiant  approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'aurait 
pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas 
aussi  facilement  une  idée  précise  du  degré  d'approximation  ob- 
tenu, tandis  que,  par  le  moyen  indique»  le  dénominateur  étant 
rendu  rationnel ^  on  sait  tout  de  suite  à  quoi  s*en  tenir  sur  le  degré 
d  approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
vons passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

JJ  II.  —  Résolution  des  ÊqiuiLions  du  second  dcgié. 

9S.  On  distingue  deux  espèces  d'éq^uations  du  second  degré ,  les 
<i](uiltons  à  fieux  termes  on  incomplètes,  et  les  équations  à  trois 
trrmes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  rea feraient  que  des  termes 
affectés  du  carré  de  l'inconnue ,  et  des  termes  tout  connus:  telles 
sont  les  é<|iiadons 

On  îes  appelle  équations  //  deux  termes,  parce  qu^au  moyen  des 
<ieii\  transformai  ions  générales  des  n"^  43  et  44  ,  on  peut  toujours 
leb  ramener  à  la  forme 

ajc''  z=z  b. 

Kn  effet  y  considérons  la  troisième  équation ,  qui  est  la  plus  com- 
pliquée: on  a  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

8j:'  —  72-+-  iox'=i  7  —  24«'-+-a99, 

pnis,  réduisant ,  4^*'  =  ^7^-  • 
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Les  équations  à  trofs  termes  ou  complètes  sont  celles  qui ,  outr 
le  carré  de  l'inconnue ,  renferment  la  )>reniière  puissance  de  cett 
inconnue  :  telles  sont  les  équations 

5x'  — 7a:=34,     ?  j:' x  4-7  =  0  —  ^x  —  x'H '    : 

024  ^  '2  ' 

elles  peuvent  toujoiurs  être  ramenées  à  la  forme  ax^  -^  bx=:c 

au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Remarque,  —  Souvent  une  équation   du  premier  d^ré  ci 

apparence  se  trouve  élevée  au  second  degré,  après  la  disparitioi 

des  dénominateurs. 

«  .                          1      11'         .5  — 7.x  Lx 

Soit,  par  exemple,  réquation  5 :=  --î —  -, 

ô  "T"     X         2  -^  X 

si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  elle  devient 

(5  —  2a:)  (2  —  x)=i  ^x  (3  -f-  x), 

OU,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

7.x^  -h  7.ixz=  10. 

En  général,  toutes  les  fois  que  x  entre  dans  les  dénominateurs 
d'une  équation,  on  ne  peut  juger  du  degré  de  celte  équation 
qu'après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  (n**  44)  et  opcn 
toutes  les  réductions. 

93.  Équation  à  deux  termes ax'^  =  b, 

La  resolution  de  cette  équation  n'offre  aucune  difGcnlié. 
On  en  déduit  d'abord 


Cela  posé ,  si  -  est  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire, 

on  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soil  par 
approximation ,  diaprés  les  procédés  exposés  en  Arithmétique  ;  et 

si -est  algébrique,  on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine  | 
a 

carrée  des  quantités  algébriques.  I^e  résultat  obtenu  dans  chaque 

cas  expâmera  une  valeur  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (2). 
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Ma»  si  Ton  observe  que ,  le  carré  de  -h  m  ou  de  — m  étant  éga- 
lement +  in^  (n"*  W)  y  on  peut  prendre  indifféremment  le  résultat 
dont  nous  Tenons  de  parler,  soit  avec  le  signe  + ,  soit  avec  le 
signe  —  ,  on  doit  conclure  que  Téquation  (?.)  a  réellement  deux 
soiatioDS  représentées  par 


:r  =  ±:L  ^ 


ie double  signe  db  se  prononçant  ^/^^  ou  moins). 
En  elTet ,  substituons  séparément  dans  l'équation  (i),  à  la  place 


de  X,  chacune  des  valeurs  -J-  1/  -9  —  V/  -  ;  il  vient 


S/I'-S/I' 


ou     fl  X  -  =  ^ ,     OU     b  =  b^ 
a 


ou     nX-=^,     ou     b=:h, 
a 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puis- 
sent  vérifier  l'équation  (2) ,  et  par  conséquent  l'équation  (1). 

N.  B,  Lorsque-  est  une  quantité  négative,  les  deux  valeurs 

de  X  sont  imaginaires  (n°  85)  -,  ce  qui  veut  dire  que  l'équation ,  ou 
l*^  problème  dont  'elle  est  la  traduction  algébrique ,  ne  peut  être 
satisfaite  par  aucun  nombre ,  soit  exactement ,  soit  approximati- 
vement. 
Sdtpour  exemple  Téquâtion 

3  12  24  24 

•>n  a  déjà  reconnu  (n"  94)  que  cette  équation  se  réduit  à 
42x»=378; 

donc  x'=r-/— =  Q,     et     .r=:±3. 

Jlg.  B.j  lo*  éd.  10 
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Sp^t  encore  Vécfuation         3x'  =  5  ; 
on  en  déduit  x  ==±  l/^  =  rt  5  v^ 

Comme  xS  n*est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminait 
ces  deux  valeurs  de  x  que  par  approximation. 

94.  Équation  complète , .  ....  .    ax^  -^  bx=z  c. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  divisons  les  deux  membres  pai 
îe  coefficient  de  j?%  et  posons ,  pour  plus  de  simplicité , 

b  c 

a  a 

il  vient  x^  -\- px  z=i  q,  (i 

Cela  posé ,  observons  que ,  si  Ton  pouvait  ramener  le  premier 
membre,  x^-hpx^  au  carré  d'un  binôme,  une  simple  extrac- 
lion  de  racine  carrée  réduirait  l'équation  à  une  équation  du  pre- 
mier degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  bi- 
nôme (j?  -h  fl) ,  c'est-à-dire  à  x'  4-  a^x -f- û',  on  voit  que  «'  -f-  px 
se  compose  du  carré  d'un  premier  terme  Xy  plus  du  double  pro 

duit  de  X  par  un  second  terme  qui  est  alors  nécessairement  -  (cai 

p 
on  a  />x  =  2  •  -  •  a:  ) . 

D'où  il  suit  que ,  si  Ton  ajoute  kx^-^px  le  carré  de  -  »  ou  ^  :• 

2  4 

k  premier  membre  de  l'équation  deviendra  |x  -h-.|  - 

Mais ,  pour  ne  pas  troubler  l'égalité ,  il  faut  aussi  ajouter  4  ^^' 

4 
second  membre  ;  et  il  vient ,  par  cette  transformation , 

d'où ,  extrayant  la  racine  carrée , 
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\0n  met  ici  le  double  signe  ±  ,  par  la  raison  que  le  carre  de 

■^ y  T  +y ,  ou  de  —  y  ^  -hq,  est  également ^  -f-  q.,) 
Tirant  enfin  la  valeur  de  .v ,  on  obtient 


i±v^f 


4 

Comme  il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  Téquation  (2),  qu'il  n'y 
aque-f-yY  +  î»  <*^  — y/4-4-y,  qui  puisse  représenter  la 
valeur  de .r  h-  -,  il  s'ensuit  nécessairement  que 


wnt  les  seules  valeurs  de  x  qui  puissent  vérifier  l'équation  (2),  et, 
par  conséquent,  la  proposée  (i)  dont  l'équation  (2)  n'est  qu'une 
transformée. 

Ainsi,  rinconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a  deux 
valeurs  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d'ailleurs  établir  cette  règle  générale  pour  résoudre 
one  équation  complète  du  second  degré  :  —  Jprès  avoir  ramené 
l'équation  à  la  forme  x'  4-  px  =  q,  ajoutez  aux  deux  membres  le 
carré  de  la  moitié  du  coefficient  deHy  ou  du  second  terme;  extrayez 
la  racine  carrée  des  deux  membres  en  ayant  soin  d^ affecter  la 
racine  du  seccnd membre ,  du  double  signe  ±,'  tirez  enfin  la  vnieur 
fie  X  de  cette  nouveile  équation, 

La  double  valeur  de  j:,  à  laquelle  on  parvient  par  ce  moyen , 
{>eut  s'énoncer  ainsi  -en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  coefficient 
fie  X  ,  pris  en  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la 
iomme  algébrique  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x  j  et  du 
ferme  tout  connu. 

Soit ,  pour  premier  exemple ,  l'équation 

5  I  3       o      ^  ,       273 

624  3  12 

10. 


,X8  RÉSOLUTION 

On  trouve  d'abord  ,  en  chassant  les  dénominateurs, 

lo*^  —  6:c  4-9  =  96— -8x—  i2x'  +  273, 

ou  ,  transposant  et  réduisant, 

22  jr'-4-  2j:  £=  36o, 

2  36o 

*^'  •  22  22 

Ajoutons   maintenant  (-Î- j    aux  deux    membres;   l'équation 
2  /  I  \'      SGo^/iV. 


devient 


d'où  ,  extrayant  la  racine  carrée , 


X  -^ 


i=*v^Tiy- 


Donc  *=-i=^V^+(i)'' 

résulUt  conforme  à  l'énoncé  ci-dessus. 

Il  reste  maintenant  à  effectuer  les  calculs  numériques. 

36o       /  1  \' 
Réduisons  d'abord h  |  —  1  à  un  seul  npmbre  qui  ait  (22' 

22  \22/ 

pour  dénominateur  commun  ;  on  a 

36o       /  1  Y      36o  X  22  +  1  _  7921 

"^"*"\22/~  (22)>  ""(22/ 

Or  la  racine  carrée  de  7921  est  exacte  et  égale  à  89  ;  donc 

V     22  \22/  22' 

1         .80 

et,  par  conséquent ,  jt  =r dr  -^- 
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Séparons  chacune  des  valeurs  ;  il  vient 


I        89  88       , 

22       22  22      ^ 


._ !__?9__92--_45 


22  22  22 


Ainsi,  des  deux  valeurs  propres  à  satisfaire  à  Téquation  pro- 
posée j  Tune  est  un  nombre  entier  absolu  ,  et  Tautre  un  nombre 
fractionnaire  négatif. 

Soit ,  pour  second  exemple ,  Téquation 


t|ui  revient  à  x' ^  -^  = ^ 


6  x'  —  37  X  =  —  57  , 

h. 

6 


1  vient 


Si  l'on  ajoute  (  —  )  aux  deux  membres,  il  vi« 
d'où ,  extrayant  la  racine  carrée , 

Pour  réduire  (  —  ) ^  à  un  seul  nombre ,  observons  que 

(12)»=  12X  12  =  6X24;  ainsi ,  il  suffit  de  multiplier  57  par 
74  9  puis  37  par  lui- même ,  et  de  diviser  Texcès  du  second  pro- 
duit sur  le  premier  par  (I2)^ 

Or  37x37  =  1369,     57X24=1368; 
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ainsi 


\i2/        6       (12)» 


-.=^4-  — =  — =  i2 
37  „.     1  , .       )  "       12       12      12       6 

=  -^  ±  —    ou  bien    <  .  _^ 


X 

Donc 


12       12       12 


On  remarquera,  dans  cet  exemple,  que  chacune  des  deux 
valeurs  est  positive  et  repond  directement  à  Péooncé  de  la  ques- 
tion ,  dont  réquation  proposée  peut  être  considérée  comme  la  tra- 
duction algébrique. 

Soit  maintenant  Féquation  littérale 

4fl*  —  2  *•'  -h  2fl,r  =  i&ab  —  18 i'; 
on  a  d'abord,  en  changeant  les  signes,  transposant,  puis  divisant 
par  2 ,  x^  —  «x  =  2  «*  —  9  a^  -h  9  6'  ; 

d'où ,  complétant  le  carré , 

.r*  —  ax  -^  -j  =  ~= gab  -f-  9  »'  ; 

extrayant  la  racine  et  transposant , 

Or  ^ gab  -4-  9 6*  a  évidemment  pour  racine  —   ^  Sb; 

donc  a?  =  -±( 3^l>       d'où  I  , ,  ' 

2       \  2.  /  '  I  j?  ^  —     ^^-3i>. 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois  si  l'on  a  aa  ]>  3^ 
et3ô>>«,  c'est-à-dire  si,  ^  et  6  étant  tous  deux  positifs,  on  a 


2a 


b  plus  grand  que  -x,  mais  plus  petit  que  -^ 
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Aous  pro(K>serons  pour  eiLcrcices  les  équations 

j:*  —  7  X  -f-  lo  =  o . .  .  valeurs  {     3  /?  1  ' 

a'  -I-  iP  —  nbjc  -\-  a^= •  •  •  >      donne 

X  = {bn  ±  ^a^m^-^-b^m^  —  ct^n^X 

95.  On  peut  résoudre  l'équation  ax^  -+-  bx=^€  sans  faire  dis- 
paraître le  coefficient  de  x';  mais  les  transformations  sont  plus 
omplîqaées. 
Le  terme  oa:'  peut  être  mis  sous  la  forme  [x  V^  )%  et  le  terme  bx 

.oiK  celle-ci  :  ao:  ^  X  — p  5  d'où  il  suit  que  ax^-^-  bx  représente 

2  V  ûf 

îti>  deux  premiers  termes  du  carré  de  x^-\ -:  ainsi,  en 

2  v« 

^juntant  (  — —  )   ou  7--  aux  deux  membres,  on  rendra  le  premier 

\2V^/         4« 
:  membre  un  carré  parfait. 

effectuons  cette  transformation  -,  Téquation  devient 

,       ,  h'  b' 

.  \iravanl  la  racine  ,  r  y/w  H -=  =  ±  \/ c  4-  7—  ; 

loiï  X  sja  = dt  W  c  -h  7— 

ay/fl        V  4a 

iMvisant  les  deux  membres  par  sfâ ,  et  observant 

b  r  ^  ^ 

j '^     quo —  :  V"  = 7~F  V  "^ ' 

2  V  rt  2  ^y  ^/  ;  2  '^ 
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on 


.o.  que     y/c4.^:Và  =  v/î^j^(noOO), 

obtient  enfin        jp  = ±\/-  -h  -t-t  > 

2fl       V  fl       4a' 


ou  bien  encore ,         x  = ^ — --^ ? 

2«l 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  d'abord 

b  c 

l'équation  sous  la  forme  x^-\ —  x  =  ~  ^  et  nous  n*avons  exposé  la 

a  a 

méthode  précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur 

les  radicaux  du  second  degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  de  quelques  pro- 
blèmes. 

pEEMiEa  PBOBLÀME.  —  Trouvcr  un  nombre  tel  que  le  double 
de  son  carré ,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour 
nomme  65 . 

Soit  X  le  nombre  inconnu  ;  on  a ,  pour  Téquation  du  pro- 
blème , 

ix^  -+-  '6x  =  65, 


,,  ,  3   i_  ^  /65       Q  3   .   23 

d'où  .^^_^±y^_^^^^^±_; 

,                         3       23  ■                                3       23           i3 
donc      x  =  —  -T-f--7-  =  5,     et    07= — -7 5-  = 

4      4  443 

L^remière  valeur  satisfait  à  la  question  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 

2  X  (  5  )» -+- 3  X  5  =  2  X  2 5 -H  î  5  =  65 . 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  que,  si  l'on 
remplace  x  par  -—  x  dans  Téquation  2x'  -+-  3x=65 ,  il  n'y  a  que 
le  coefficient  de  3x  qui  change  de  signe,  car  (—  j:)'=  x».  Ainsi. 
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âu  iieti  d'obtenir  x  =  ~  7  ±  -7-,  on  trouvera  j?  =  -7  ±:  ^? 
4        4  4        4 

i3 
o\ix=  —  etx=  —  5,  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes 

que  par  le  signe.   Ainsi,  Ton  peut  dire  que  la  solution  n^a- 

,3 
tive ,  considérée  indépendamment  de  son  signe,  satisfait, 

au  nouvel  énoncé  :  Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son 
carré  y  diminué  du  triple  de  ce  même  nombre,  donne  65  pourdiffé^ 
rcnce.  En  effet,  on  a 

,x(i^V-3x-^=i^-^  =  66-. 

\  2   /  2  2  2 

Decxiime  p&OBiiofE.  —  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 

de  mètres  de  drap  pour  2^0  fr.  Si,  avec  la  même  somme,  elle  avait 

fft  3  mètres  de  moins  du  même  drap ,  le  mètre  lui  aurait  coûté  4  fr. 

(k  plus.  —  On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

ç.  240 

îwitx  ce  nombre; exprime  alors  le  prix  du  mètre.  Si, 

pour  240  fr.,  elle  avait  3  mètres  de  moins,  c'est-à-dire  x — 3  mè- 
tres, le  prix  du  mètre  serait  alors  représenté  par  — -t--.  Mais, 

3C  —  3 

''après  renoncé,  ce  dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4;  on  a 
^onc  l'équation 

240  240 . 

'«où  Ton  lire,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant, 
07»  —  3x=:  180. 


Donc  .=  |±y/9^.8o  =  i^; 

<Mui  donne  x=i5     et    x=r  — 12. 

La  valeur  x=z  1 5  satisfait  à  l'énoncé;  car  i5  mètres  pour  240  fr. 
donnent-—  ou    16  fr.  pour  le  prix  du  mètre;  et  12  mètres 
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pour  240  fr.  donnent  pour  le  prix  du  mètre,  ao  fr.,  nombre  qui 
surpasse  16  de  4* 

Quant  à  la  seconde  solution ,  on  peut  former  un  nouvel  énon<x' 
auquel  elle  convienne.  En  effet,  remontons  à  Tcquation,  et  chan- 
geons j:  en  —  x  ;  il  vient 

240  240        r  1 .         Mo         ^o  , 

•      Z:^-£i  =  4.     «"bien    -^-_^=4, 

équation  qui  peut  être  traduite  en  langage  ordinaire  de  deux  ma 
nières  différentes:  1®.  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 
de  mètres  de  drap  pour  240 /r.;  si  elle  avait  payé  la  mçme  somme 
pour  3  mètres  de  plus  y  le  mètre  lui  aurait  coûté  4  fr*  de  moins,  ^ 
On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

2".  Une  personne  a  vendu  un  certain  nombre  de  mètres  de  drap 
pour  240  fn;  sij  pour  la  même  somme  y  elle  avait  vendu  3  mètres 
déplus,  le  mètre  lui  aurait  été  payé  ^fr,  de  moins.  — :  On  demande 
le  nombre  de  mètres  vendu* 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement 
au  changement  de  signe  de  x,  puisqu'un  achat  nég&tif  peut  être 
considéré  comme  une  vente. 

En  résolvant  d'ailleurs  l'équation  de  Tun  de  ces  énoncés,  on 
trouverait  évidemment  j?=  12,  j?  =  — i5;  car  Téquation  ré- 
duite deviendrait  x'  -f-  3  jr  =  1 80 ,  au  lieu  de  x*  —  ^x  =  1 80. 

N.  B,  —  Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n°  i$9  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré;  et  nous  en  donnerons  (n*'  99)  une  démonstration  pour 
toute  équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue. 

Troisième  piiOBLèME.  —  Un  négociant  escompte  deux  billets ^  Cun 
de  8'j']6/r.  payable  dans  9  mois,  l'autre  de  'j^88/r,  payable  dans 
S  mois;  il  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second, 
i20o/r.  —  On  demande  le  taux  d'intérêt  rf  après  lequel  il  a  dû 
escompter. 

Solution .  —  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples ,  désignons  par  r 
l'intérêt  de  100  fr.  pour  un  mois ,  ou  par  1 2  x  l'intérêt  pour  un  an  ; 
gx  et  Sx  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  mois:  donc  100  4- 9^ 
et  100 -h  8x  représentent  ce  que  doit  devenir  le  capital  100  fr. 
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au  bout  de  9  mois  et  8  mois.  Ainsi,  pour  déterminer  les  valeurs 
actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr.  et  7488  fr.,  il  faut  établir  les 
proportions 

..  Q     a  ,     S77600 

loo  H-qx  :  100  ::  0770  :  — '-^ > 

^  "        lOoH-gjT 

.00-1- 8x:  .00  ::  7488  :  -  ^^^°^  : 

'  100 -h  OX 

et  l€s  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que  le 
Dc-^'onaot  a  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc^  en  vertu  de 
renoncé,  on  a  l'équation 

877600     748800 

— -^ -^ 5-  =  1 200  i 

100  H- gx       100  H- ox 

i>Ui  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4^0,    * 

^'94       _      '872      _  ^ 
100-1-9^        100 -H  8x 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant ,  on  trouve 

216  X*  -h  ^Zq/qx  =  2200  ; 


,,  .  2108  _,       /2200       (2108)' 

216       V  '^^^       (216)' 

Donc  a:  ^'- 2198  ±v/53o64o4 

216 


..  ,.                                  li—  2 1  q8  ±  i/53o64o4 
"u ,  moitiphant  par  12,     1 2x  = -îz tt^ -ï—^  • 

Pour  obtenir  la  valeur  de  1 2x  à  0,01  près ,  il  suffit  d'extraire 
ta  racine  carrée  de  53o64o4  à  o,  i  près ,  puisque  cette  racine  doit 
elre  ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carrée  de  53o64o4  est  23o3,5; 

,  —  2108  dt  23o3,5 

Jonc  1 2  X  =  '' — r- ; 

10 

io5,5       tf  on 
!»ar  conséquent ,       1 2  .r  =^  — r^  =  5 ,  00 , 
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—  4^01,5  ^         o 

et  I2X  =  — -^ =  —  25o,o8. 

lo 

I^a  valeur  positive ,  120?  =  5,86 ,  représente  donc  le  tau 
d'intérêt  cherché. 

Quant  à  la  solution  négative ,  elle  ne  peut  être  regardée  qi 
comme  liée  à  la  première  par  une  même  équation  du  second  degr< 
En  effet,   si  Ton  remontait  à  l'équation,  et  qu'on  changeât 
en  —  X  ,  on  traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dac 
un  énoncé  analogue  à  celui  du  problème  proposé. 

QuATEiiHE  PEOBLÈME.  —  Ufi  homuie  achète  un  chepal  qu'il  vend 
au  bout  de  quelque  temps ,  pour  24  louis,  A  cette  Dente  ,  //  pcr 
autant  pour  100,  du  prix  de  son  achat ,  que  le  cheval  lui  açiu 
coûté,  —  On  demande  le  prix  de  Cachât. 

Solution,  —  Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  1  ui  a  coûtes 
X  —  24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu'il  a  faite.  Mai 
puisque ,  d'après  l'énoncé ,  il  perd  autant  de  louis  sur  1 00  qui 

V  a  d'unités  dans  ,r ,  sur  i  louis  il  perd ,  et  sur  x  louis  il  pert^ 

100 

x^ 

On  a  donc  l'équation 

100  * 

or'  . 

=r  X  —  24 , 

100  ^ 

d'où  X-  —  loox  =  —  2400 , 

cl  X  =z  5o±  v/2500  —  2400  =  5o  ±  1  o . 

Donc  X  =z  60     et     x  =  4^- 

Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à  la  question. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  6a  soit  le  prix  de  l'achat: 
comme  24  est  le  prix  de  la  vente ,  36  est  la  perte  que  l'homim' 
éprouve.  D'un  autre  côté ,  il  doit ,  en  vertu  de  l'énoncé,  perdre 60 

pour  100  de  60,  c'est-à-dire  les de  60  ,  ou ,  nombn 

*^  100  100 

qui  se  réduit  à  36  ;  ainsi,  60  satisfait  à  l'énoncé. 

Soit  maintenant  4o  le  prix  de  Tachât  ;  16  est  la  perte  quM 
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éprouve.  D'ailleurs,    il  doit  perdre  4^  pour   loo   de   ^o,   ou 
40X  —  «  nombre  qui  se  réduit  à  16;  ainsi,  io  vérifie  encore 

100  * 

rénoacé. 

Discussion  générale  de  l'équation  du  second  degré. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'uvons  résolu  que  des  problèmes  du 
second  degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres 
particuliers.  Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes 
çtoéraux  et  d'interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  par- 
venir en  attribuant  aux  données  des  valeurs  particulières,  il 
iaut,  en  reprenant  Téquation  la  plus  générale  du  second  degré, 
eiaminer  les  circonstances  qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses 
f)Ossibles  faites  sur  les  coelBcients.  Tel  est  Tobjet  que  nous  nous 
proposons. 

97.  Mais  avant  de  passer  à  cette  discussion ,  nous  ferons  con- 
naître un  fait  analytique  qui  n'est ,  du  reste ,  qu'un  cas  particulier 
dune  proposition  dont  la  généralité  sera  démontrée  par  la  suite 
pour  toute  équation  d'un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnue. 

Soit  l'équation  générale 

x^-^px^zq^     ou  plutôt     x'  -h  /ÎX  —  7  =  o , 
pour  laquelle  on  a  trouvé  ( n°  94) 

Transportons  dans  le  premier  m^bre  tous  les  termes  de  ces 
Jeux  dernières  égalités,  ce  qui  donne 


't  multiplions  ces  nouvelles  égalités,  membre  à  membre,  en  obser- 
vant que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérés,  Fun 
^'>mme  la  différence,  l'autre  comme  la  somme  des  deux  quantités 
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il  vient  fx  4- -  j   —  (^  -h  ?j  =  o, 

ou ,  réduisant ,  x^  '\-  px  —  7  =  0. 

D'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  d 
second  degré  ramenée  préalablement  à  la  forme  jc'  -{-pjc  —  ^  =  c 
est  le  produit  de  deux  facteurs  du  1"  degré  en  x,  qui  ont  lipou 
partie  commune,  et  pour  partie  non  commune  chacune  des  valeur 
de  X  changées  de  signes;  en  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  x',  j 
ces  deux  valeurs,  on  a  Tidentité 

x^  -^-px  —  7  =  (x  — x')  [x  —  x"). 

C'est  probablement  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  à 
racines  aux  valeurs  de  l'inconnue  [  puisque  ces  valeurs  étant  ahu 
nues,  on  peut  recomposer  Téquation]. 

En  général,  on  appelle  racine  d'une  équation,  toute  exprès 
sion  numérique  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  suhsu 
tuée  à  la  place  de  l'inconnue  dans  Véquation ,  rend  le  prenne 
membre  identiquement  égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  djni 
une  acception  différente  de  celle  qu'on  lui  avait  attribuée  jus 
qu*alors  par  rapport  aux  nombres. 

98.  La  propriété  précédente  peut  encore  être  démontrée  \a 
un  moyen  susceptible  de  conduire  à  des  conséquences  assez  m 
portantes. 

Appelons  a  une  quantité  de  nature  quelconque,  et  divisons  pa 
X  —  o  le  premier  membre  db  Téquation  x*  -H  /jjt  —  7=0.- 


a 

H-7 


x'-f-/?x  — y{ — ^ — 

i'*" reste.    .      -h  (« -f-/?)x  —  ç; 

a'  reste. .  .      -^  a^  -^  pa  —  7. 

La  division  dû  premier  terme  x'  du  dividende  par  le  parai 
terme  X  du  diviseur  donne  pour  quotient  .r,  et  pour  i"  rd 
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a-i-p)-!  —  q;  la  division  du  i"  terme  (n -H/?)jt  de  ce  reste 
par  X  donne  ponr  nouveau  quotient  a  -\-  p^  et  pour  nouveau 
irsle  a^-^pa  —  ç,  quantité  indépendante  de  x. 

Cela  pose,  si  a  est  racine  de  Téquation  or'  -4-  /?x  —  ^  =  o,  on  a 
oetressairenient  à*  -k-  pa  —  ^  =  o  ;  ainsi ,  le  2"  reste  de  la  division 
ri-dessas  étant  nul,  la  division  totale  est  exacte,  eX,  le  premier 
membre  de  V équation  proposée  est  divisible  par  x  —  a. 

Réciproquement ,  si  la  division  de  x'  -f-  ^j:  —  q  par  x  —  a  est 
exacte,  on  a  nécessairement  a"*  -^pa  —  7  =  0,  c'est-à-dire  que  a 
rst  racine  de  Téquation. 

Comme ,  dans  le  cas  où  a  est  racine  y  x  —  a  divise  exactement 
j:'+/ur —  q,  et  donne  pour  quotient  x  H-  a  -h/?,  réciproquement 
T-Jt-a-^p  divise  exactement  x-  -f-  />x  -1-  q,  et  donne  pour  quo- 
tient jt  —  a  ;  d*où  Ton  peut  conclure  que  la  quantité  —  a  — p  est 
ene-même  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi,  l'identltc  x^  -^  px  —  ^  =  (j:  «—  a)  (j:  4-  o  -h /?)  démontre 
la  propriété  du  n*»  07. 

Vnci  maintenant  les  conséquences  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a  est  racine  deréquationx'H-/)x — 7=0, 
—  fl  — /?  est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 

Or,  1®.  si  Ton  ajoute  les  deux  quantités  û,  — a  — /?,  il  vient 
pour  résultat  — p, 

2°.  La  relation  a^  ^  pa  —  7  =  0  revient  à  celle-ci, 

«(— û— /^)=  — ?•    . 

D'où  Ton  voit  que,  ^ilans  toute  équation  du  second  degré, 
ramenée  à  la  forme  x"*  -^  px  —  1/  =  o ,  ie  coefficient  p  du  second 
ferme,  pris  en  signe  contraire,  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  racines  ;  et  le  dernier  terme  —  q  est  égal  au  produit  de  ces 
mêmes  racines. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n**  93  : 


'•=-^\/f-'.  -'--î-s/f-^- 
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En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  on  trouve 
et 9  en  les  multipliant, 

-'-"  =  f-(T  +  ^)=-'- 

N,  B.  —  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  pro 
prîétés  supposent  que  l'équation  soit  ramenée  à  la  forro 
x»^px^q  =  o',  c'est-à-dire,  i°  qu'on  ait  d'abord  divisé  tout 
l'équation  par  le  coefficient  de  x';  2»  que  tous  les  termes  soîen 
transposés  et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 

Discussion. 
99   ^Reprenons  l'équation  générale  x^  -i'px  =  g,  qui,    êtan 

».    /     y 

résolue,  donne  ^=:  —  -zty^-h-j- 

Pour  que  cette  expression ,  qui  renferme  un  radical ,  puisse  éin 
évaluée,  soit  exactement,  soit  par  apprpximation ,  il  faut  (n*»  B5 

que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  c'esl-à-dire  ^  H-  y  jsoii 

positive.  Or,  Ç  étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  lesignd 

de  /?,  il  s'ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  g  -h  j-  dépend  princi- 
palement de  celui  de  7,  ou  de  la  quantité  toute  connue.  I 
Cela  posé ,  soit  d'abord  q  positif;  j 
auquel  cas  l'équation  est  de  la  forme  a:'  ±  /? j:  =  -4-  y  (  les  signe^ 
des  coefficients  sont  mis  ici  en  évidence)  ; 

P  I         /^*  I 

on  en  déduit  jr=::^-±4/7+  -7-' 

Or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  toujours  réclleâ 

P"  ! 

et  pourront  être  déterminées,  soit  exactement  si  7  -I-  7-  ^*  ""| 
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arrë  par£iit ,    soit  avec   fel   degré  d'approximation   que  Ton 
voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive  et 
répondra   directement  à  Téquation   [ou  au  problème];   car   le 

™ii<^alt/^ -f- -j     étant    numériquement  plus   grand  que  ^, 

t  expression  3^-4-1/7-4-7- est  nécessairement  de  même  signe 
jue  le  radkal. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison ,  essentiellement  né- 
Ziitîpe^  puisqu'elle  doit  avoir  le  mém^  signe  que  celui  dont  le 
radical  est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe, 
«ite  valeur  répond,  non  plus  à  l'équation  telle  qu'elle  a  été  établie 
mais  à  cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacée  par x 

<'est-à-dire  à  x^  z^px  =  g. 


En  effet ,  celle-ci  donne    x=:it-dbi/7  -f-  —  , 

2       V  4 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

Il  est  d'ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entro 
i-ilt-s  deux  questions  dont  les  énoncés  différent  néanmoins  par  le 
sens  de  certaines  conditions.  (  Ployez  les  deux  premiers  problèmes 
dun^OG.  ) 

Soit  actuellement  q  négatif; 
Juquel  cas  Téquation  est  de  la  forme  x^  ±  pjc  =z  -»  ff  ^ 

et  donne  x^qp^dz^/^-ry. 

Poor  que  l'extraction  de  la  racine  puisse  s'effectuer,  il  faut  r/iw 

..       .  ^  p' 

t  on  an  ry  <^  y- . 

Cette  condition  étant  satisfaite,  les  deux  valeurs  sont  réelles. 
Comme  d'ailleurs,  i  /  y^  —  7  est  numériquement  plus  petit  que 
Jlg.  £.,  10'  éd.  II 


l64  DISCUSSION    tiKMÈRALK 

nombre  absolu  en  deux  parties,  et  multipliant  ces  deux  parties  erut' 
elles,  est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre. 
Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  à  partager. 

On  a     56  =  36  -h  20,  et  36  X  20  =  720; 

66  =  3i   -h  25,  et  3i   X  25  =  775; 

56  =  29  -+-  27,  et  29  X  27  =  783; 

56  =  28  -h  28,  et  28  X  28  =  784. 

On  voit  ici  que,  plus  la  différence  des  deux  parties  est  peiur, 
plus  leur  produit  est  grand;  et  ce  produit  atteint  son  maximnn 
quand  les  deux  parties  sont  égales. 

Examen  de  quelques  cas  particuliers,  ! 

101.  i**.  Si ,  lorsque  q  est  négatif,  c'est-à-dire  lorsque  réquation 
est  de  la  forme  x^  -+- px  z:=  —  q  {p  étant  de  signe  quelconque),  on 

suppose  7  égal  à  y-  ?  le  radical  1/  7-  —  Ç  des  deux  valeurs  de  / 

devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  Tune  et  Fautre  à  x  =—  - 

?. 

On  dit  alors  que  les  deiix  racines  sont  égales. 

En  effet,  si  Ton  remonte  à  l'équation,  et  qu'on  y  remplace ^ 

/>'  /?' 

par  Y  y  elle  devient       .r  '  4-  /7.r  =  —  y-  -,       d'où  Ton  tire 


■px-\-  y  =  o, 


4-"'  ""  ('"'i)'=*'' 

Dans  ce  cas ,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deuxjaercurs 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  Téquation  sont 
égales,  puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à  zéro  donnent  h 
même  valeur  pour  x. 

2°.  Si,  dans  Téquation  générale  x^-^-px  =  7,  on  suppose  qz=o, 
les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  à 

P  P  K  P  P 

f  =  — '-  -f-->  o«x— o,     et  à     x  =  — î -7  ou  xx=  — /'. 

22  22 

Fit,  en  effet,  l'équarion  est  alors  de  la  forme  .r'  -^ px  r=  o,  r.u 
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/.r-hy^)=ro,  équation  que  l'on  peut  vi-rifier,  soit  en  posant 
t  =ro,  soit  en  posante  H-/i  =r  o,  d*où  x  z=  — p. 
3".  Si , dans Téquation générale  x' -i- px  =  fj,  on  suppose/;  =r  o , 

:1  en  résaUe  x'  =  ^ ,  d'où  x  =r  ± y^^  ; 

> 'csi-à-dire  que,  dans  ce  cas,   les  <ieux  valeurs  de  \  sont  égaler 
'i  de  signes  contraires^  réelles  si  q  est  positif,  et  imaginaires  si 
>j  est  négatif. 
L'équation  rentre  dans  la  classe  des  équations  à  deux  termes 

4".  Supposons  à  la  fois  /?  =  o ,  9=0; 

iVquation  devient  x'  =  o ,  et  donne  pour  x  deux  valeurs  nulles. 

i02.  II  nous  reste  à  examiner  un  cas  singulier  qui  se  ren- 
•oiure  souvent  dans  les  applications^  p<irticulièrement  dans  la 
f.'umétrie  analytique. 

Pour  cela ,  il  faut  reprendre  Téq nation        ax^  -h-  6x  =  r. 

(^tle  équation  résolue  donne     x  = —  • 

la 

Sii|)posons  maintenant  que,  d'après  une  hypothèse  particulier* 
'  u(c  sur  les  données  de  la  question  ,  on  ait     ^  =  o  ; 

o 

' expression  de  x  devient  x  = ,      d  ou      { 

ib 

~'        o 

La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  \ infini ,  et  peut 

'Ire  r^ardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question  pro- 

IH)Sce  peut  admettre  des  solutions  de  cette  sorte  (n°  72). 

Quant  à  la  première  -,  il  faut  tâcher  de  l'interpréter. 

D'abord,  si  l'on  remonte  à  Téquation,  on  voit  que  Thypotliése 

c 
^'  =  0  la  réduit  à  bx=ic\  d'où  ^'  =  7  ,  expression  >?/ifV;  et  détcr- 

""/îrt' qui  doit  être,  dans  le  cas  actuel ,  regardée  c(»mnïc  repré- 

"*' niant  la  vraie  valeur  de  -• 
.0 
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Or  celte  valeur  -.  peut  être  déduite  de  rexpressîon 

:iu  moyen  d'une  transformation  convenable.  A  c^t  effet ,  multipliofi* 
les  deux  termes  de  cette  expression  par  —  b  —  \lb'  -^  ^ac,  cîlr 
devient 

b^  —  [b''-\-o^nc)  —^ac 

_A Z L .       ou         '■ ^ 


—  ;   7  »  »  Il -rrr  .       .    .    ■* 

2/i(— ^  — V^>M-4^c)  2«( — b  —  s/b^-h^ac) 

ou ,  supprimant  le  facteur  2ti  commun  aux  deux  termes  , 

Maintenant  Thypothcse  a  =  o,  introduite  dans  cette  dernière 

—  'XC  c 

expression,  la  réduit  à      — ^  ,  ou  j-,  résultat  trouvé  ci-dessus. 

1  Cette  transformation  a  eu  pour  objet  de  faire  ressortir  danb 
les  deux  termes  le  facteur  a  y  dont  la  présence  avait  réduit  Tex- 
pression  à  la  forme  -•1 

Soit  supposé  à  la  fois  «rz:o,  />  r=:  o.  Lcs  deux  valeure  de  r 
prennent  Tune  et  l'autre  la  forme  — . 

Or,  si  Ton  remonte  à  Téquation  elle-même,  on  i-econnaif  qu'elle 
se  réduit  à  c  =  o ,  et  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune 
valeur  finie  de  x ,  tant  que  c  n'est  pas  nuL 

Mais  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeui'S  de  x  sont  infimes. 

hn  etlet ,  la  première ,     .r  = -—  —  -^ —  5 

an 

c 
se  réduisant  d'abord  à  j-,  par  Thypotlièse  n  ==  o, 

c 
devient  -  lorsq4i^on  y  joint  l'hypothèse  b  ■£=:  o. 
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Quant  A  ta  seconde,     x  = 


2a 


tn  disant  subir  à  cette  expression  la  même  transformation  ({Q'à 
1.1  première,  c*est-a-dire  en  multipliant  les  deux  termes  par» 
-  b-^yb--^^fiCy  et  supprimant  ensuite  le  facteur  an  commun 
^ux  deux  termes,  on  la  change  en  celle-ci  : 


ctjiressioQ  qui  se  réduit  aussi  à par  la  double  hypothèse 

riirO,  à  =  o. 

Enfin ,  lorsqu'on  suppose  en  même  temps  rt  =  o,  ^  =  o,  c  =  o, 

li-s  deux  valenrs  de  x  se  présentent  sous  la  forme  - ,  sans  qu'au- 

rnnc  transformation  puisse  conduire  à  des  valeurs  déterminées 
4.r.  En  effet,  Kéipiation,  se  réduisant  alors  à  0  =  0,  est  tout 
à  lait  indéterminée. 

C'est  le  seul  cas  d'indétermination  que  présente  réquation  Hlu 
second  degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen 
(iVne  analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d'ailleurs  Tavan- 
'a^e  de  s'appliquer  par  la  suite  à  des  équations  d'un  degré  quel- 
conque. 

Reprenons  l'équalîon  ax^  -^  bx  =  c, 

♦t  |>usons         •  a:=  -i 

y 

'•  *n  rHuUe  h  -  =  ^,      ou  bien ,  fv-  —  hy  -^  a  —.0 

y     y 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Cela  posé ,  soit  d'abord  a  r=  o  ;  "cette  dernière  équation  devient 

cy^—by^o, 

't donne  deux  valeui-s ,      j  =  o ,      ^  =  - . 

c 
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\  *    I  .         . 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x  =  - ,  on  en  déduit 

X 

i  c 

Si ,  outre  ^hypothèse         a  z=.o,         on  a  encore         ^  =  o , 

c  *  c 

la  valeur  x  =  -  devient  elle-même  — 
0  o 

Et,  en  effet,  l'équation  cjr^  —  by  —  a  =  o  se  réduit ,  dans  cette 
double  hypothèse ,  à  c/'  =  o,  équation  dont  les  deux  racines  sont 
égales  à  o.  Ainsi ,  les  valeurs  de  x  con^spondantes  sont  toutes  les 
deux  infinies. 

Quant  au  cas  où  l'on  a  en  même  temps  â=:o,  ^  =  o,  c=:o, 
l'équation  cjr^ — by  —  a  =  o  se  réduit  à  o=:o,  comme  l'équa- 
tion ax^-\-  bx=:Cf  et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour^,  d'où 
il  résulte  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dis- 
cussion générale  a  divers  problèmes  qui  donneront  lieu. à  toutes 
les  circonstances  qu'on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du 
second  degré. 

PROBLÈME    DES    LUMliaES. 


_1 \ 


c  A  c       B  c. 

108.  Cinquième  problème.  —  Trouver  sur  la  ligne  qui  Joint 
deux  lumières  A  et  B  d'intensités  différentes,  le, point  où  elles 
éclairent  également. 

/«  On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique,  que  \ 

I       *Les  intensités  relatives  d'une  même  lumière  à  deux  distances  | 
\  différentes  sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.   / 

Solution.  —  Nommons  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  b  l'iu- 
tensité  de  la  Imnière  A  à  Tunitc  de  distance ,  c  l'intensité  de  la 
lumière  B  à  la  même  distance. 
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Soit  d'ailleurs  C  le  point  cherché;  et  faisons  AC  =  x,   d'oii 

BC=rfl  —  X. 
Puisqu'en  vertu  du  principe  de  Physique ,  l'intensité  de  A  h  la 

distance  i  étant  b,  son  intensité  relative  aux  distances  2,  3,  4'"* 

«^7>-f  -7çy«>  il  s'ensuit  qu'à  la  distancer,  elle  doit  ôtreexpri- 
4  9     16 

mte  par  — •  On  a  de  même,  pour  l'intensité  relative  de  B  à  la 

c 
disUDce  a — jt,  -} r-;  or,  d'après  Ténoncé ,  ces  deux  inten- 

(a  —  xy^  ^ 

siiés doivent  être  égales.  Ainsi,  Ton  a  l'équation 

h  _        c 

X*  "'  (a  —  x)'* 

(1  où  l'on  tire ,  en  développant  et  réduisant , 

(b  — r)x' —  2  nbx=i  —  a-  b. 


n  ab±:Ja'b'^a'b{b  —  c) 

Donc  X  = , i ^ , 

b  —  c 

j,  -       ,  alb±:Jfc) 

ou ,  réduisant ,  x  =  — ^, — - — r^  y 

b  —  c 

I 

t^xpression  qui  se  simplifie  encore  si  Ton  observe, 

1"^  Que  b±^bc  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ylT.sTb^sfb.sf^y      ou      ^fb.{)lb±src)\ 
2°.  Que  b-^c^isfby-^ifcY^i^-h^)  (v/ï-V^^)- 

Ainsi,  en  considérant  d'abord  le  signe  supérieur  de  l'exprcs- 
>ion  ci-dessus,  on  a 

—        a^b.i^b-^s/c)       __     as/b 

On  obtient  de  même  pour  la  seconde  valeur, 

^_       a\fb{\/b'-^^c)       _     asl^ 
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Au  reste,  ce^  vuleurs  siitipliliées  pouvaient  s'obtenir  inimc^a 
lement  d'après  Féqualion  proposée.  En  effet,  Téquation 

b               (•                            s      [^  —  x)^       c 
__  ::3  revient  à      -— ^  =r  -. 

X'       [a  —  x)"  *   .r'  ù 

Or,  si  Ton  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres  ,  il  vient 


d'où,  en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

Q  \^  —  X sJZ  z=:±x s[c \     donc     X  =  -—-^ — -' 

iV.  B»  —  On  a  d'abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plu 
compliquée ,  parce  que  Téquation  a  été  résolue  par  la  mèthodi 
générale,  qui  est  moins  simple  que  la  précédente. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

aJb\  I  a  Je 

,J      >     d  ou  1  on  tirç     l  '  !. 

(tsJb      \                               \                  — a  Je 
3    ,  .  .  iT  —  -— —  ,1  r  /7  —  .r  =  -^ — 

SJb^^c    j  '        \  ^b  —  sjc 

Snit  (V abord  h'^  Q, 

T                     '                     '        1               ^  V/^  .  .  .  • 

La    PREMIERE    VALKIJR    ({^Xy-^^ ^^  )  eSl  pOSltlVC  Cl    pIUS  pOnU 

\!b  -\-  sfc 

Jb 

que  a  ;  car  -= est  une  fraction.  Ainsi  cette  valeur  donne ,  po\u 

^b  ~h  V  r 

le  point  également  éclairé ,  un  point  C  situé  enti-e  les  points  A  et  F» 
ihi  voit,  en  outre,  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B  que  de  A;  car 
à  cause  «le  5  >•  c ,  on  a 

V'/^-f-yi,     ou     2v'S>v^4-vr,     d'où        y^     >^ 


ii,parconse<juent,  —z: ^>-*   Cela  doit  erre  en  effet,  puis- 

1U  on  suppose  rintensîté  de  A  plus  forte  que  celle  de  B. 

U  valeur  de  a  —  x  correspondante,  — = -?  est  positive  et 

V^  -h  se 

jiliis  petite  que  -  7  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

^^^  ... 

U  SECONDE  VALEUR  de  ^,  -= ru  cst  cncofc  positive,  mais 

V6  — yV 

plus  grande  que  a  ;  car  on  a  -^= ,_  >  i . 

^b  —  V^c 

Oue  seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C  situé  sur 
It  prolongement  de  AB ,  et  à  droite  des  deux  lumières. 

<)n  conçoit,  en  effet,  que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tous 
^'Ds,  il  doit  y  avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point 
platement  éclairé;  et  ce  f^oînt  doit  être  plus  voisin  de  la  lumière  B, 
<ioDt  rintensitc  est  la  moins  forte. 

Oo  peut  reconnaître  À /^oifmdW  pourquoi  ces  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  n>éme  équation.  Si,  au  lieu  de  prend/e  AC  pour  Fin- 
connue  jr,  on  prend  AC%  il  en  résulte  BC'  =  .r  —  «  ; 

ïinâ ,  l'on  a  Féquation         —  =  - — -- — -  • 

Or,  comme  [x  —  ay  est  identique  avec  {a  —  x)',  la  nouvelle  équa- 
'f'D  est  la  même  que  l'équation  déjà  établie ,  qui ,  par  conséquent , 
"'  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC. 

U seconde  valeur  de  a  —  x,  — -. — ^^  est  négative,  ce  qui 

■'^'itètre,  puis4|u«  l'on  a    .r  >  a  ;    mais,  en  changeant  les  signes 

.f.  r-      .•  —  rt  sic 

''«  ' 'quation  a  —  v  =  -_  — i--- , 

"ntrouvf  .c_  (,::=?■  ^_^^''    ., 


,«2  mscussiox 

.  et  celte  valeur  de  a:  —  a  représente  la  valeur  absolue  de  BC 

Soii  b<c. 

.      La  première  valeur  de  x,  -——r^  esl  toujours  i^ositiv» 

sfb  4-  \/c 

fi         .  1» 

mais  plus  petite  que  -9  puisque  I  on  a 

La  valeur  <le  «  —  x  correspondante,  ou  -= =»  est  posunt 

•  et  plus  grande  que  -■ 

Ainsi,  dans  rhypothùsc  que  l'on  considère,  le  point  C,  î»itn 
cïUre  les  poinu  A  et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 

'La  seconde  valeur  de  x,     _         ^î  ou  -^ t=>  est  cssen 

tielleinent  négative. 

Pour  rinterpréter,  changeons  x  en  —  x  dans  Inéquation i  i" 

b  c 

jdevient 


Or,  a  —  X  exprimant  d'abord  la  distance  de  B  au  point  cherch 
a-hJc  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance;  ce  q'« 
exige  que  le  point  cherché  soit  à  gauche  de  A ,  en  C"  parexeroplt' 
Rt ,  en  effet ,  puisque  Tintensitc  de  la  lumière  B  est ,  par  hypothèse 
pbis  foUe  que  celle  de  A ,  le  second  point  cherché  doit  elfe  plo! 
voisin  de  A  que  de  B. 

•                ,         1                                    .         .    —a  Je                 rtV^ 
La  valeur  de  «  —  x  correspondante,  -== ^  j  ou  -^ r 

est  p#lîtivc;  et  cela  tient  à  ce  que,  x  étant  négatif,  a  —  j  cxpriiiM 
réellement  une  somme  arit/tmrtff/ne. 


PC  <iUKLQlis6  pROBLimes  nu  sKcoifD  degré.  i^3 

Soit  b  =:  c. 


a 


Les  deux  premières  valeurs  de  x  et  de  /i  —  x  he  réduisent  à  -; 

<e  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 
ffiairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  Thypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à  j  ou  deviennent  in- 

o 

fîmes;  c  est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est  situé  à 

une  distance  des  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune  quantité 

asignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à  Thypothèse  présente; 

m,  si  Ton  sifppose  que  la  diQerence  b  —  c,  sans  être  tout  à  fair 

nulle,  soit  extrêmement  petite ,  le  second  point  également  éclairé 

^\&\&,  noais  à  une  distance  très- grande  des  deux  lumière»  cVst 

a  d  b 
«e  qu'indique  Texpression  —^^ — —  t  dont  le  dénominateur  est  cx- 

^b  —  \jc 

m-mement  petit  par  rapport  au  numérateur  ;  et  lorscju'on  suppose 
rofiii  ^ r=  c ,  ou  kji  —  sic  =  o^  le  point  cherché  ne  peut  plus 
exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à  une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant^  que  dans  le  cas  de  é»  =  r ,  si  Ton  con- 
-^dérait  les  valeurs  non  simpliGées , 

^  — et     X  =,  — fc , 

h  —  c  b  —  c 

!d  première,  qui  correspond  à  x  =  --= =>  deviendrait  1 

yjb  —  slc  o 

tt  la  seconde,  qui  correspond  k  x  :^  -= -t  deviendrait  -• 

*  '  .^/b-^sjc  o 

Mi  on  n'obtient  la  forme  ~  qu'à  cause  de  l'existence  d'un  facH^ur 
o  * 

(^ommon,  ^b  —  y^,  entre  les  deux  termes  de  la  valeur  dex,  {Foycz 

•e  qui  a  été  dit  n"  75  et  102.) 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 

fadeur  commun */i& -J- v'^;  mais,  en  le  supprimant,  on  trouve 


x  z^  ■  ^'Ji — -,  expression  qui  se  réduit  encore  à dans  Xhr 

sjb  —  SIC  ^ 

pothèse  de  ^  =  r. 

Soient  b  :=:  c     et     a  =  o. 
Le  premier  système  des  valeurs  de  .r  et  de  a  — x  se  réduit  à  « 
et  le  second  système  a  — 

Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  VindétenMnation  ;  r. 
si  Ton  remonte  à  l'équation  du  problème 

(  b  —  c)  .r'  —  1  abx  :=  —  a^' b , 

elle  se  réduit ,  dans  rhypothèse  actuelle ,  ii 

o.jr-  —  o.j:  =  o, 

équation  qui  peut  être  satisfaite  par  un  noipbre  quelconqiif  m 
pour  X.  Et,  en  effet,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  n 
tensité  et  sont  placées  au  même  point,  elles  doivent  éclairer êç^ah 
ment  chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o  que  donne  le  premier  système  est  une  iK*  •« 
solutions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 

Soit  y  enfin ,  a  =o,  b  étant  différent  de  c. 

Cbacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à  o  ;  ce  qui  prouve  qu'il  " 
u,'dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclairé  :  r'cvf  rW/'. 
les  deux  lumières  sont  placées. 

L*équation  se  réduit  alors  à 

(  b  —  6-  )  j:-  =r  o , 

et  donne  les  deux  valeurs  égales ,         a*  =  o,     x  =z  o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  prcci 
sion  avec  laquelle  TAlgèbre  répond  à  toutes  les  circonstances  (| 
renoncé  d\in  problème. 

104.  Sixi^VR  PROBi.KME.  —  Trouvcr  deux  nombres  tels  y  qm'^ 


tiiffét:aige  de  leurs  prodmits  par  les  nombres  respectifs  a  r/  b  soit 
r^aleh  tut  nombre  donnés^  et  que  la  différence  de  leurs  carrvs  soit 
f^alc  à  un  nuire  nombre  donné  q. 

Solution.  —  Soient  .r  et  y  les  nombres  cherches;  on  a  les  deux 

ax  —  by  =z  s , 


eniiabons  .      , 

'  (  j'  —  r'  =zg 

De  la  première  on  lire  r  =:  — ,  valeur  qui ,  substituée  dans 

f  la  seconde,  donne 

[a^  —  b')  r '  —  2  bsj'  2=  s"  —  ^'<f  'y  (  1  ) 


ùs ±a  s/s^  —  q  ia^  —  b'  j 
ReporlaiiC  cette  valeur  dans  V expression  de.r  en  j,  on  trouve 


"[- ^-^ ^|+>- 


,.  .  nK±bJs--^q(a'  —  b^) 

d  ou  a;  z=:  1 y 

a'  —  b^ 

[Une  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  ces  valeurs  de  j-  et  de  j:  f 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent ,  ainsi  que  les  signes 
inférieuis.  ) 

Diseuuion.  —  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivie, 
quea ,  by  9,  X soient  des  nombres  absolus  :  s'il  en  était  autrement, 
(^eruins  ternies  des  valeurs  deVr  et  de  /,  changeraient  de  signe,  et 
il  iaudiait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a  ]>  b ,     d'oii     a'  —  b*  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  et  de  ^  soient  réelles, 
><  faut  que  Ton  ait 
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Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  el  déterminons  K 
'     signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 

a}  —  b- 

Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positive 
et  forment,  par  conséquent ,  une  soluiion  directe  du  problème,  t 
qu'il  a  été  établi.  " . 

Lk  second  systèhk  rst     {  . _-. 

I      bs  —  tfv*' — ^(^"^  —  ^') 

(-^'^  «'— ^'  '* 

La  valeur  de  x  est  essentiellement  posidvej  car  de  ay>hi\ 

•    lire       as  >  bs,     et  à  fortiori ,     as  ^  b  sjs^  —  7  (a»  —  b^)  , 

puisque  le  radical  est  plus  petit  que  s. 

Quant  à  celle  de  j*,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 
Pour  qu  elle  soit  positive,  il  faut  que  Ton  ait 

bs^a  }/s*  —  q{a^  —  b*), 
d'où ,  en  élevant  au  carré,  b*s^  > a^s'  —  a*q  {a^—  b'I 

'Ajoutons  rt' 7 (rt'—^')  aux  deux  membres,  et  retranchons-en 6* f 
il  vient  fl'7(a»~è')>5»(«'-^'), 

s- 
d'où ,  en  divisant  par  « '  (a'  —  ^»'  ) ,  7  >  ^• 

Ainsi,  pour  que  le  second  systèmesoit  encore  une  solution  rtei 
et  directe,  il  faut  que  Ton  ait  en  même  temps  9  <C^Cji 
çt  fy>—, «c'est-à-dire  que  q  soit  compris  entre  lés  deux  nonj 
bves  —•  et 


—      *-«■       ^  Ti 
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[Observons,  en  passant,  qu^  la  condition  9l>  -;  pouvait  être 

obienoe  pbs  facilement  au  moyen  de  l'équation  en  / . 

Cette  équation     étant    (a^  —  ^')  7''  —  2  Ajj  z=i  s*  —  à'ff  ^    on 
voit  que,  dans  T hypothèse  de  a'^by   elle  est   de   la  forme 

r  —  px=i  —  q  y  si  Ton  a  à*q  >  *S  ou  7  ^  --  ;     et    Ton   sait 

1  n"  100)  qu*alQrft  les  deux  racines  sont  à  la  fois  positives.] 

Si  Ton  avait,  au  contraire,  q<^-\y  auquel  cas  on  aurait,  à  plus 

forte  raison,  q<C^  — — -    ,  la  valeur  de  j^  du  second  système  serait 

né^atfpe;  et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de  j^)ne  serait 
plus  une  solution  de  Ténoncé  tel  qu^il  a  été  établi ,  mais  bien  de 

«loi  dont  les  équations  seraient  |     ^        ^1_     { ' 

^t  qai  ne  différerait  du  précédent  qu'en  ce  que  s  exprimerait  une 
somme  au  lieu  d'une  différence. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  «  >  ^  ,  le  problème  admet  fienx  solutions 
rftUeset  directes  toutes  les  fois  que  l'on  a 

ry>-,     mais    f<;;7i:^, 

et  elle  n'en  admet  qu'a/ie  seule  si  l'on  a  9  «^  —• 

£0  prenant  pour  a,  ^,  J,'des  nombres  absolus  quelconques, 
pourvu  toutefois  que  a  soit  ^  ^ ,  et  choisissant  ensuite  pour  q  un 

nombre  compris  entre  les  deux  limites  --   et    -— ^ — r,»  ^>n  ^^^ 
^  fl'  a^  —  b^ 

cwtain  d'obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient ,  par  exemple ,     fl  =  6,     /;  =  4»      ï=i5, 
•i'oft  Ton  déduit 

•y'  *Ji25 ^1  5'       ?.25 I 

ti'""   36  ^'      4^        a'  —  h^'"   20  ~  4 

Alo   B,,  \o^  éd,  12 
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On  pourra  supposer  ^=10,  par  exemple,  et  il  viendra 


6xi5±4\^225— 20X10       qo±2o       II       7 

■r= ^-ï =z^ =  —  el^t 

20  20  2       ?. 


4Xi5±:6v/225--2oX  10      6o±3o      q      3 

20  20  2         2 

Les  solutions      *  =  —  ,^-=3     et  j*=2,  j=-| 


r 


forment  évidemment  deux  solutions  directes  des  équations 

j6x  — 47=i5( 
x' —  j>=  10  I 

Mais  si  l'on  supposait  0=6,  b-=i  ^^  s-=\5  ^  q  =  5y  il  serait 
facile  de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à  Vhypothcse  rfc  a>  b. 
Soit     7=-3_  ,,,     d'où     q{a^'^h^)  =  s\ 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  se  réduisent  a 

as                    bs         ....  ,  1  %        ••    . 

X  =    , ,^,  X  =  -; T-,-  Ainsi ,  dans  cette  hypothèse ,  il  n  y  ^ 

qu'une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 


Soit  encore     7=  —  ;     d'où     s'^=za^q     et    s=a\q\ 
le  premier  système  tlevient.  . 


^as-hb^b^ ^a*-hb^^  - 


le  second. 


■  bs-\-a\fbûf        %ab    r- 

^J  —  aJb^q 
r= V-^r=  o. 
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Et,  en  effet  9  supposons     s^=:a^q     dans  Tcquation  en  y  ;  elle 
se  réduit  à  (a'  —  ô*)/'  —  2^jp/=o;  d'où  Ton  déduit 

Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans     x  =  — ; 

a 


il  en 


résulte     .r  =  î  =  v^y,    x=z^^^.^g. 


Soit  maintenant    ai<^h;     d'où     a'  —  h^  négatif. 

Les  expressions  de  x  et  de  y  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


Ces  valeurs  sont  toujours  réelles ,  puisc|ue  la  quantité  sous  le 
radical  est  essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes ,  la  première  valeur  de  x  est  essentiellement 
négative,  et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi 
ces  valeurs ,  abstraction  faite  de  leur  signe ,  répondent  non  aux 
équations  proposées ,  mais  aux  équations  by  —  ax-=s^x'^  — y^ = 7, 
dans  la  première  desquelles  l'ordre  de  la  différence  entre  les  pro- 
duits ax  et  by  est  renversé, 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive;  car  de 
é>a  on  déduit  b  sjs^  -^  q[b^  —  «')>  «*,  puisque  le  radical  est 
numériquement  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y  n'est  pas'  toujours  positive.  Pour 
qu'elle  le  soit,  il  faut  qu*on  ait  la  relation 


a  \ls^-^q{b''-a')>bs, 
d'où ,  en  élevant  au  carré ,  à* s^ -^ a"^ q  [b^  —  û*)>ft'.î', 
ou,  transposant  a' 5',  fl»^(6'  — fl')>  (6»  — a*)*', 

et  divisant  par  a'^  [b^  —  a'),  7  >  "l* 


V 


^. 
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En  donnant  à  r/,  ^,  v,  7,  des  valeurs  paHiculîères ,  telles  que 

v' 
Ton  ait  ^  >  fl ,  et  ^  >  ^  ,   le  problème  sera  encore  susceptible 

tVu/i€  solution  directe. 

Soit,  enfin,    a  =  b;     d'où     a'  — b*=:o. 
Le  premier  système  de  valeure  devient,  dans  cette  hypothèse, 
2  a$  2  as 

o  o 

et  le  second ,  .r  =  -         j  =  -• 

Mais  si  Ton  remonte  à  Téquation  (  «»  —  ^'  )  j'  —  2  bsy  z^^  —  à'q, 
qui ,  lorsqu'on  fait  /i  =  /; ,  se  réduit  à  —  2/?*/ =  5*  —  a' 7, 

on  en  déduit X  —   ~^ias~' 

br-^s                            0**1 -\- s- 
et  l'expression  de  x  en  js     x  =  -^ ,     donne     x  =  — • 

r  On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  l'un  des  pro- 
cédés suivis  n"*  lOS ,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  l'équalionen/, 
j  =r  - ,  ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  a'  — i' 
dans  celle  des  expressions  de  jr  et  dex ,  qui  se  sont  réduites  à  la 

fonne  —  j 
o  / 

,     .  a^q-^-s^  a^q  —  5*  .     ,. 

Pour  que  la  solution  x  =  -^ ,  y  =  ^-^^ >  soit  fh- 

^  2  as  'y.  as 

s* 
reete ,  il  faut  qu'on  ait  y  ]>  — • 

Des  transformations  qu^on  peut  faire  subir  aux  inégalités, 

105.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré- 
cédents, nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieui'S  incgniftés,  sur 
lesquelles  ont  été  exécutées  des  transformations  analogues  h  celles 


U£S    llfKGALITÉS.  l8l 

cju'on  eiécute  sur  les  égalités,  C  esl,  en  effcl,  ce  qu'on  est  souvent 
oblige  de  faire,  lorsquVn  discutant  un  problème,  on  veut  èta< 
blir  entré  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que  le  pro- 
blème soit  susceptible  d'une  solution  directe  ou  du  moins  réelle , 
et  fixer,  à  Taide  de  ces  relations,  les  limites  entre  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines  données  pour 
que  renoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circonstance.  Or,  quoique  les 
i>riadpes  établis  pour  les  équations  soient ,  en  général ,  applicables 
aui  inégalités  y  il  j  a  néanmoins  quelques  exceptions  dont  il  est 
nécessaire  de  parler,  afin  de  mettre  les  commençants  en  garde 
contre  des  erreurs  qu'ils  pourraient  commettre  en  faisant  «sage 
des  signes  d'inégalités.  Ces  exceptions  proviennent  de  l'introdac- 
(ion  des  expressions  négattt^es  comme  quantités,  dans  les  calculs. 
Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses 
transformations  qu'il  est  permis  de  faire  subir  aux  inégalités ,  en 
ayant  soin  de  faire  ressortir  en  même  temps  les  transformations 
dont  remploi  doit  être  interdit. 

TftAlîSrOaMATION    PA&    ADDITION    ET    SOUSTRACTION.  —    On  ftCUt , 

ia/ts  aucune  exceptiony  ajouter  aux  {Icux  membres  d'une  inégalité 
((itelconque,  ou  en  retrancher  une  même  quantité  ;  l'inégalité  sut- 
^iste  toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi, soit 8]>3;  on  aencore  8-l-5>3-t-5,  et  8— S^S— 5. 

Soit  de  même  —  3  <[  —  2  ;  on  a  encore  —  3-f-6<;— 2-1-6, 
♦t  —  3  —  6<;  —  2— -6.  Cela  résulte  des  principes  établis  au 

La  transformation  précédente  sert,  comme  dans  les  équations,  à 
faire  passer  certains  termes  d'un  membre  de  l'int^alité  dans  l'autre  : 

Soit ,  par  exemple ,  l'inégalité  /i*  -+-  6'  ]>  3  6'  —  2 a*  ; 

il  en  résulte  «'-f- 2'fl'>3^'  — ^'     on     3û'>2^^ 

On  peut  y  sans  exception,  ajouter  membre  à  membre  deux  ou 
plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens ^  on  obtient  ainsi 
une  inégalité  de  même  sens  que  les  proposées. 

Vlnsi,  a^b,  ry>d,  c^f,.,,    donnent  a-i-c '\-v^b-\'d'^f. 
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Mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  si  l'on  soustrait  membre 
à  membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens. 

Soient  les  inégalités  4<C7     ^'     2<;3; 

on  a  bien  4  —  2i<l7 — ^     ®"     2<C4* 

Mais  soient  les  in^alités  9 <;  i o ,     et     6  <  8; 

il  vient ,  par  la  soustraction ,        9  —  6>io--8     ou     3>2. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation; 
ou,  lorsqu'on  l'emploie,  s'assurer  s'il  y  a  inégalité  dans  le  résultat, 
et  de  quel  sens  est  celle-ci. 

TaANSFOBMATION    PAR    HULTIPLlCATIOIf    ET   DIVISION.   On  pilit 

multiplier  les  deux  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  positif 
ou  absolu  :  il  y  a  inégalité  de  même  sens  dans  les  résultats. 

Ainsi  de  /i  <<]  6 ,      on  tire     3a<^^b; 

et  de  —  fl<; — b,     on  déduit     — 3a<;36. 

Ce  principe  sert  à  faire  disparaître  les  dénominateurs. 

a* — b^       c*-^d^ 

Que  Ton  ait  l'inégalité  ;—  >  — = \  on  en  déduit,  en 

2  a  6  a 

multipliant  les  deux  membres  par  6a</, 

3a(a^  —  b')  >  2rf(r»  —  r/'). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une  inc- 
galité  par  une  quantité  négative,  on  obtient  une  inégalité  de  a"' 
contraire. 

Soit,  par  exemple,  8>7;  en  multipliant  les  deux  membres 
par  —  3 ,  on  a ,  au  contraire ,  —  2,^<^—z2\. 

Q  O 

De  même,  8  >7  donne  — .,     ou  —  ^  <  — ^,     ou—  v 
—  3       — 3  ^ 

Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membr(»s  d'"»* 
inégalité  par  un  nombre  oxpiimé  algébriquement,  il  fautS'*s 
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surer  si  le  multiplicateur  ou  le  dhiscur  ne  peut  devenir  négatif; 
car,  dans  ce  dernier  cas,  l'inégalité  serait  de  sens  contraire. 
Dans  le  problème  du  n^  i04,  de  l'inégalité 

on  a  pu  déduire  7>—  >  en  divisant  par  fl'(a'  —  ft'),  parce  que 

l'on  avait  snpposé       a^  b^     ou     à*  —  b^  positif. 

//  n'€st  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 
d'une  inégalité,  h  moins  qu'on  établisse  l'inégalité  résultante  en 
sens  contraire;  cette  transformation  revient  évidemment  à  multi- 
plier les  deux  membres  par  —  i . 

TRANSFoniiATioir  PA&  iLl&VATioîf  AU  CARfti.  —  On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  d'une  inégalité  entre  des  nombres 
ahsoltts,  et  l'inégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  de  5>3     on  déduit     25 >  9. 

De  tf-h^^c     ontire     {a-h  by'>c\ 

Mais  si  les  deux  membres  de  l'inégalité  sont  de  signes  quel- 
conques^ on  ne  peut  pas  assurer  d'avance  dans  quel  sens  l'inégalité 
résultante  aura  lieu. 

Par  exemple,       —  2  <^  3     donne     ( —  2)'     ou  •  4  <  9> 

et  —  3>  —  5  donne,  au  contraire,  ( — 3)'  ou  9<[(  —  5)*  ou  25. 

On  doit  donc,  avant  d'élever  an  carré,  s'assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus, 

T&AKSFOHMATION     PAR     EXTRACTION     DE     RACINE    CARREE.     —     On 

peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité 
entre  des  nombres  absolus;  et  l'inégalité  subsiste ^  dans  le  même 
*e«f,  entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

Observons  cFabord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité ,  qu'atf//i/if  qu'ils  sont 
tsscntiellement  positifs;  car  autrement  on  serait  conduit  à  des 
trprcssions  imaginaires  qu'on  ne  pourrait  comparer. 

Mais  que  l'on  ait  9  <^  25 ,  on  en  déduit  v^9  ou  3  <;  v'25  ou  5. 
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De  a^  ^  b^  on  déduit  a^  b^sï  a  et  b  expriment  des  noinbrei 
absolus. 

De  même,  rinégalité  a*Xc —  by  donm 

«  >. r  —  by  si  Ton  suppose  déjà  c  plus  grand  que  b-^ 
et        a^  b  --  c,  sïy  SLU  contraire ,  b  est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d^une  inégalité  sont  corn- 
posés  de  termes  additifs  et  de  termes  souslractifs ,  on  doit  apoii 
soin  d'écrire,  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  un  poly- 
nôme dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles, 

106.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  : 
SsPTiiMB  paoBLXMB.  —  Deux  marchands  vendent  cfiacun  d'une 
même  étoffe,  à  des  prix  différents  ;  le  second  vend  3  mètres  de  plus 
que  le  premier j  et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus  de  5  francs. 
Le  premier  dit  au  second  :  J'aurais  retiré  de  votre  étoffé  7^  écas  : 
l'autre  répond:  Et  moi /aurais  retiré  de  la  vôtre  12  A-ic/j.  — ' 
Combien  de  mètres  ont'ils  vendu  chacun  ? 

i'    ,     1*' marchand  j:=i5,  ,.         jî  =  5-\ 

\        2« r  =  18,  r  =  8./ 

HuiTiiMB  PROBLEME.  —  Un  négociant  doit  un  billet  tle  6240 /r. 
payable  dans  8  mois,  et  un  autre  billet  de  7632 yr.  payable  tùirts 
9  mois.  Il  retire  ces  deux  billets,  et  remet  à  leur  place  un  billet 
de  14266  fr.  payable  dans  un  an,  —  On  demande  le  taux  df 

rintérét.      [Rép.      10  fr.  33  c.  pour -par  an.  | 

[On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  à  sa 
véritable  valeur  (voy.  Àrithm,^  n**  988,  22*  édilion)  à  l'instant 
même  de  rechange  des  billets;  car  il  est  bon  d'observer  que  U 
question  peut  être  traitée  de  diverses  manières,  et  donne  lieu  à  des 
résultats  tout  à  fait  différents,  suivant  les  époques  auxquelles  o^ 
ramène  les  valeurs  des  billets.] 

Neuviàmb  paoBLÀMB.  —  Une pcrsonnc  possèdc  i3oooyr.,  yuV//f 
partage  en  deux  portions  placées  h  intérêt,  de  manière  qu'elle  en 
retire  des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion 
sur  le  même  pied  que  la  seconde,  elle  retirerait  pour  cette  partie 
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}6o/r.  (tiniérét  ;  et  si  elie  faisait  valoir  la  seconde  ftortion  au 
même  taux  qite  la  première  ,  elle  retirerait  ^cfïfr,  (V intérêt,  —  Oh 
demande  les  deux  taux  d'intérêt.  (Rép.  7  et  6.) 

[Lequatîon  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement 
que  par  la  méthode  générale.] 

Dixième  PEOBi.iMi.  —  Trouver  deux  rectangles  dont  on  connutt 
la  somme  q  des  surfaces,  la  somme  a  des  bases,  et  dont  on  connaft 
ki surfaces  p  et  p',  quand  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  elonne  la 
hauteur  de  l'autre,  c'est-à-dirç  quand  on  alterne  les  hauteurs, 

Hép,  Base  du  pn^mier,  x  =  4v^ -f-7±^y--4^].  \ 

[Résoudre  et  discuter  ce  problème.] 

OniiHB  PBOBLiMB.  —  Partager  deux  nombres  a  etb^  l'an  et 
l'autre  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d'une  partie  de 
a  par  une  partie  de  h  soit  égal  à  un  nombre  donné  p,  et  que  le 
produit  des  parties  restantes  de  Sketh  soit  aussi  égal  à  un  nombre 
donné  p'.  —  Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  peoblèiie.  —  Trouver  un  nombre  tel^  que  son  carré 
toit  au  produit  fies  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nom^ 
hrcs  donnés  a  et  b,  dans  un  rapport  connu ,  p  :  q.  —  Résoudre 
et  discuter  ce  problème. 

Kous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seu- 
lemeot  parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des 
principes  sur  les  inégalités,  mais  encore  parce  que  les  formules 
auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions 
d'une  foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés  ne  difjfèreiU 
sue  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  —  Propriétés  des 
trinômes  du  second  degré, 

IW.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu'on  rencontre 
iurlout  dans  la  Géométrie  anal/tique ,  et  qu'il  est  souvent  pos- 
sible de  résoudre  à  Taide  des  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux 
T'i  ont  pour  objet  de  déterminer  ta  plus  grande  ou  la  plus  petite 
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valeur  qtw  paisse  rccei>oir  le  résultai  tic  certaines  opérations  arith 
métiques  effectuées  sur  des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  :  —  Partager  tut  nombn 
donné  o.  a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  pos* 
siblc,  ou  un  maximum. 

Désignons  par  x  Tune  des  parties ,  Tautre  sera  2  a  —  x,  et  leni 
produit,  x(2  a  —  x). 

Si  Ton  donne  à  .r  dilTérentes  valeurs,  ce  produit  passera  pai 
différents  états  de  grandeur;  et  il.  s'agit  d'assigner  à  x  la  valeui 
qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  y  ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  incon 
nue  pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé,  l'équation 

x[7,a  —  j:)  =  y. 

Regardant  y  comme  connu ,  et  tirant  de  cette  écpiation  la  valeur 
de  x,  on  trouve  x  =:  a±  ^«*  —  y . 

Or  ce  résultat  fait  voir  que  x  ne  peut  être  réel  qu'autant  qnf 
Ton  aura  y<^a^^  ou,  tout  au  plus,  y=za'^\ 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 
donner  à  /,  c'est  à-dire  au  produit  des  deux  parties,  est  «'.       | 

Mais  si  l'on  fait  y  =  fl%  il  en  résulte  x=z  a. 

Donc,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit  y  il  faut  diviser  It 
nombre  donné  7.  j^  en  deux  parties  égales;  et  le  Uhwuwa  qit'on 
obtient  ainsi  est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre; 

Résultat  que  Ton  a  déjà  trouvé  par  un  auti-e  moyen  (n**  100). 

Solution  plus  simple.  —  Appelons  2  jc  la  différence  qui  cxislf 

entre  les  deux  parties;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 

par  ?.<7  ,  la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (n®  4)  représentée  par 

2  rz  4-  2  x  ,      » 

>  ou  <7  -f-  j:,  la  plus  petite  par  a  —  x. 

Va  Ton  aura  pour  Téquation ,       {a  ■+-  x)  (a  —  .r)  =  y, 
ou,  effectuant  les  calculs,    . 


a-  —  x^  =y'9      d'où     X  =  ±  y/tf'  — y . 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  que  y  soil  le"' 
au  plus  é^al  à  /?';  or,  en  faisant  y  =  a\  on  obtient  j*  =  o. 
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O  qui  prouve  que  les  deitx  parties  doivent  être  égales . 
Ce  moyen  de  résolution  a  Tavantagc  de  conduire  à  une  équation 
du  !>ecoDd  d^ré  à  deux  termes. 

108.  iV-  B.  —  Dans  les  équations 

*(2fl-~x)=^,     et     (û-|-x)(^  — x)=/, 

/  est  dite  une  jHiriable,  et  x(ia  —  x)  ou  («  -f-x)  {a  — x)  uni' 
arlaine  posction  de  la  variable. 

Cette  fonction,  représentée  par  /,  est  elle-même  une  autre 
variable,  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à  la  pre- 
mure;  et  c*est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quelquefois 
u^lle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante ,  tandis  que  la  se- 
cunde,  ou  j,  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles  qu'on 
attribue  à  x. 

En  résolvant ,  par  rapport  à  x ,  les  deux  équations 

x{ia — J:)=r»     et     (rt-f-jc)  (/y  — j)=j-, 


ce  qui  donne  x-=  adc  ^a^  — j,     et    j:  ==  ±  v^«'  —  7, 

on  peut  regarder,  à  son  tour,  y  comme  une  variable  indépen- 
dante^ et  X  comme  une  certaineyo/?c//o/i  de  cette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de 

Diviser  un  nombre  2.  a  en  deux  parties ,  telles  que  la  somme 

firs  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 
Appelons  jt'  Tune  des  parties  ;  2a  ^  x^  sera  l'autre  partie ,  et  la 

sinnme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression, 

.r-f-  V  2«  —  -i'  : 
i  est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum. 

I*<>sons  .r  4-  V ^(^  —  x'  =  / . 

Pour  résoudre  celte  équation ,  il  faut  chasser  le  radical.  On  a 
'J'ilund,  m  transposant  le  terme  x  dans  le  second  incnilirc  , 
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d*où  ,  élevant  au  carré,  ia  —  x-=  >' —  2  jv  H-  x  , 

ou ,  ordonnant  par  rapport  à  x ,         2x'  —  iixj  =  2«  — ^', 

équation  d'où  Ton  tire  x  ^  -  ±  W  ^  H » 

ou ,  simpiiQant ,  x  =  -  ±  -  v'4  ^  — ^'• 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles  y  il  faut  que  ^'  '  soit 
tout  au  plus  égal  à  4  ^  ; 

Donc  2  ^a  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  y . 

Si  Ton  fait  j^  =  2  y^ ,  il  en  résulte  x  ■=  ^/7  ; 
D'où  Ton  déduit  «^  =  a ,  et  2 a  —  x*  =  a. 
Ainsi ,  /ff  nombre  donné  2  a  «/o/f  e/n?  ^//ri^e*  en  deux  parties  egn/ey 
pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soii  un 

HàUMUM.  I 

Ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  k  2^a. 
Soit,  par  exemple,  72  le  nombre  propose  ; 

on  a  72  =  36  +  36;     d'où     v/36  +  s/36==  12. 

C'est  le  maximum  de  valeur  qu*on  puisse  obtenir  pour  la  soninif 
des  racines  carrées  des  deux  parties  de  72. 

Et  y  en  effet,  décomposons  72  en  64+8;  on  a   ^6^=:  S, 
et  v'^  =  2  -+-  une  fract.  ;  d'où  v/64  -î-  V^  =  i  o  -h  une  fract. 

Soit  encore         72  =  49  4-  23  ;     on  a     \/49  =  7, 
V23  =  4  -f-  wne  fract.;  donc,  ^^49  -^  ^^3  =  11-+-  une  fract. 

«      .1.  ^  !..  m^x* -k- n*         ... 

Considérons,  pour  3**  exemple,  l  expression -— •  7«  « 

^  ^  (/?!'  —  n*)x 

s'agit  de  rendre  un  minimum  (m  étant  supposé  '^  n). 

ni^  x^  -4-  /i* 

Posons  /-— -r-  =  r,  d'où  //l'x'  —  im^  —  n^)y,xr=^  —  n  \ 

(m^ — n^)x      '^  \  /• 

on  en  déduit      x  =  - — II — IZ ±  -i-  v(«'  — «M'  r'  — 4'"'"^ 
2///'  2w-  '  " 

Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  .r,  correspondant  h  une  valo» 
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<ie  )\  soient  réelles ,  il  faut  évidemment  que 

i  «'  —  n^y  X'     s<^*'  ^'^  moins  égal  à     4'"'  "'> 

,     ,  .      aw/î 
«■f,  ftar  conse<]nenl  y  que  j  soit  au  moins  égal  a  — ; ^,- 

Ainsi,  — , est  le  minimum  des  valeurs  qu'on  puisse  donner 

w'  —  n^ 

Si  l'on  fait  r  =  — '- >  dans  rexprcssion  de  *,  le  radical  dis- 

fidraît,  et  la  valeur  de  x  devient 

/lï'  —  /i'  2  mn  n 


2  wi'  m^  —  n*       m 


Oiie  valeur,  x  =  —  »  est  donc  celle  qui  rend  Texpression  pro* 
p'^sot  un  nummum^  lequel  est  égal  à 

no.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche 
•{n'ii  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

Àprh  açoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité  sus^ 
^fptibie  de  devenir,  soit  un  maximum,  soii  un  mikimum,  on  régale 
'^  une  lettre  quelconque  y.  Si  réquation  que  l'onrobtient  ainsi  est 
'^«  ccond  degré  en  x[x  désignant  la  quantité  variable  qui  entre 
'^•ins  lexpression  algébrique],  on  fa  résout  par  rapport  à  %;puis 
^•^  ^§ale  à  zéro  la  quantité  soumise  au  radical,  et  l'on  tire  de  cette 
fi' mère  équation  une  valeur  de  y  qui  représente  alors  le  maximum 
"«  le  xiffiMUM  cherché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  y  dans 
'  ''f pression  de  x,  on  obtient  la  valeur  de  x  ,  propre  à  satisfaire  à 
^f  nonce. 

y.  B,  —  S'il  arrîvait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  posi- 
•'^f,  quelle  que  fût  la  valeur  de  j,  on  en  conclurait  que  /Vx- 
ff^^sion  proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
"Urs;  en  d*autres  termes,  qu'elle  a,  en  nombres  absolus,  l'infini 
l"^uf  n AxiMUM  et  o  pour  minimum  ;  ou,  plus  généralement ,  qu'elle 
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peut  passer  par  tous  le»  états,  depuis  Xinfini  «f'^a///* jusqu'à  \ in- 
fini positif. 

,      I.              .       4x'-f-4j:— 3 
Soit,  pour  nouvel  exemple,  1  expression  -^ — ^ ~ — 

On  demande  si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

Posons  ^^-TTT — r-  =  r. 

6(2JC-h  i) 

II  en  résulte  Téquation       ^x^  —  4  (  ^7  —  i  )  a:  =  6^-  -h  3 , 
d'où  Ton  déduit  x  =    ^^  '  ih i  s/9^'-h4 ' 

Or,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  j,  la  quantité  sous  le  radical 
sera  toujours  positive.  Ainsi,  r,  ou  l'expression  proposée,  peut 
passer  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  —  oo  jusqu'à  -h  oo  . 

Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  soumise  au  radical 

de  la  valeur  de  x  ne  i^enfermait  que  deux  parties,  l'une  afTectée 

dey  ou  de  j%  l'autre  toute  connue;  et  il  a  été  facile  d'obtenir  le 

maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais 

il  peut  arriver  que  cette  quantité  soit  un  trinôme  du  second  degré 

de  la  forme 

mj'-^  n/  ~hp. 

Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  difficile;  et  pour  meure 
en  état  de  la  résoudre  complètement,  il  est  nécessaire  de  démon- 
trer plusieurs  propriétés  relatives  à  ces  trinômes. 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

III.  On  appelle  trinôme  du  .second  degré  toute  expression  de  la 
forme  my  -h  ny  -h  p 

[//f,  /i  et  p  étant  des  quantités  connues  de  siff[ies  quelconques, 
7  désignant  d'ailleurs  une  variable,  c'est-à-dire  une  quantité  que 
l'on  fait  passer  par  différents  états  de  grandeur]. 

Ainsi  3^'  — 5j-H7 — 9/'-4-2 j-f-5,  ou  — 6j»— 3r-hi2, 
(a  —  ^  -+-  2c)  7'-f-4^'r  —  2«c'  -h  3a'^b, 
sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 


DES    TRIHOMES    OU    SECOND    OEGEÉ.  igi 

Si  l'on  égale  à  o  le  trinôme  /»j»  -f.  ny  -h/,,  ce  qui  donne 

rny-hnjr-^pr^O,      d'où      X^--  —±J-  y/^^^Arnp, 

2m       2/11  '  ^    ^' 

on  peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à  la  nature 
des  valeurs  de  jr  qu'on  vient  d'obtenir  : 

les  deux  racines  sont  alors  réelles  et  inégales  ; 

^°'  /t'  —  ^mp=zo; 

auquel  cas  les  deux  racines  sont  rvelles  et  égales; 

ies  deux  racines  sont,  dans  ce  cas,  imaginaires. 
Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  différents  cas  : 
Premiàremefit.  -  Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second  degre 
est  Èel ,  qu'en  l'égalant  à  o  et  résolvant  Téqualion  qui  en  résulle,  on 
obtient  deux  racines  réelles  et  inégales  [de  signes  quelconques] 
'<^«^c7««/i///e  [positive  ou  négative]  comprise  entre  les  deux  rai 
^'ms,  substituée  à  la  place  de  y  dans  le  trinôme,  donne  néces- 
sairement un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  dont  le  coefficient 
^•^  y'  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  entre  les  deux 
racines,  et  différente  de  chacune  d'elles ,  substituée  à  la  place  de  y, 
^^nne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y\ 
En  effet ,  soit  l'équation 

wj'H-/»r -f-/>  =  o; 
et,  pour  fixer  les  idées,  représentons  par^'  la  racine  qui  se  rap- 
proche le  plus  de  Vinjini  négatif,  c'est-à-dire  la  plus  petite  racine 
ftpar^r*  l'antre  racine.  ' 

Cela  posé,  le  premier  membre  peut(n«  97)  fc  mettre  sous  la 
lorme  m(jr-y')  (j-jr");  ainsi  l'on  a  l'identité 

•-equi  signifie  (n«  42)  que  cette  égalité  doit  exister,  quelque  valeur 

^«ondonneà^. 
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Soit  maintenant  a  une  quantité  comprise  entre^'  et  y'\  c'est-à- 
dire  telle  que  Ton  ait        «>^'f     mais     a<C/"; 
il  en  résulte  a  — J^'  >  o,     mab     a  — y"  <  o  ; 

d'où  Ton  voit  que  les  facteurs  a  — x\  a  — y'\  sont  de  signes  coa^ 
t mires:  ainsi  leur  produit  (a — x')  (* — /*')  est  négatif. 

Doue   /w(a — j')(a — J*)>   *>•*   /itft'-f-'»«-h/?,  est  de  signe 
contraire  à  celui  dont  m  est  affecté. 

Soit  »  au  contraire ,  °^<^x'     et     à  fortiori     a<j"; 

d'où  Ton  déduit  a — r'<Co      «*     «— j"<C!«- 

Les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  donc  (a — y')  (a — /'') 
est  positif;  par  conséquent , 

/ii(a — /')  (a — /"),     ou     ma} -^- n% ~\- p ^ 

est  de  même  signe  que  /if . 

Même  raisonnemenl  pour  le  cas  de  a  >  j",  et  à  fortiori  a  >  j'i 

C.  <?.  F.  D. 

Secondement,  —  Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales,  toute 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à  o  ,  substituée 
dans  ce  trinôme,  donne  un  résultat  tic  même  signe  que  le  coeffi- 
cient de  y'. 

En  effet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 

/?*— 4/w/?  =  o,       d'où  Ton  tire       /?=7— ; 

\nt  I 


dès  lors ,  le  trinôme   my"^  -^-ny-hp     ou     ///(/'  H X "+"     ) 

(r'-*----rH-7^|     ou     mly-^—]' 
Y         m-"       ^m^J  Y        nmj 


devient 


Or  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  de  y  autre  que 


%m 


la  quantité  (  j  -f -  —  j   sera  positive. 
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Ainsi,  „.{j+^^J    on  n/j'+nr-^-p  aura  le  signo  de  m. 

C-   Q.   F.  D. 
Troisièmemi-nt.   -  Enfin,    si   l«   tWux    racines  sonl   \ma"\- 
Mires,  /w*.  ytf««ft/«  réelle,  positive  ou  négMvse  ;  substituée  .^ l„ 
place  dey,  donnera  u„  résultat  Je  même  signe  que  le  corHicirnt 
de  V'. 

Car,  puisque  Jes  deux  racines  sont  imaginaires ,  on  a  la  relation 
fi^  — 4////?<o,     d'où     4/w/;>/i', 

ou  bien  (  n«  10») ,  divisant  par  ^m\         f.  >  /'' 

m  ^  4  w' 

Soitdonc--  =  — -i-x-  [/-.  désignant  une  quantité  ossentieJ- 
l<*menl  jwsitive];  il  en  résulte 

quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que   m  ,  quelque 
valeur  réelle  que  Ton  y  substitue  pour  y , 

«14.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à  parle» 
J  une  proposition  qui  est  d'un  fréquent  usage  dans  l'analyse. 

Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  iT  degré ,  ray'  -+-  ny  -h  p ,  ,>v/ 
«fl  carré  parfait ,  on  a  entre  ses  coefficients  la  relation 

«'  —  ^mp  =  o. 

Ed  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carre  parfait  et  de  la  forme 
.«r-f-«')%  les  deux  racines  de  lequation  wj* -f- /<r -+-/>  =  o 
doivent  èXTi, égales.  Or,  pour  qu'elles  soient  égales,  il  faut  que  la 
quantité  sous  le  radical ,  ou  «'  ^  ^mp,  soit  nulle. 

C.  Q.  F.  D, 
^iproquement.  -Si  l'on  a  entre  les  coefficienU  la  relation 
«  -  4"'/^  =  o ,  le  trinôme  est  un  carré  parfait  ;  car  on  déduit  de 
Mg.B.io^éd.  ^3 
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celle  relation  p^=z  ^--^  d  ou 

t\  m 

my  +  nj^+p  =  in.,  '  -^  „y  +  ^  =  (^jr  sjm  +  ^)  - 

IIS.  Voyons  actnelleroent  l'usage  de  ces  propriétés,  dans  h 
résolution  des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 

Soit  propose  de  déterminer  si ,   lorsqu'on  fait   varier  x ,   \à 

fonction  — ^ % —  i>eut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

^                                -r'  —  2  a:  -H  2 1 
Posons  — ^ -. —  =r  X  ; 

d'où  . JT- —  2(3/-f- i)x=:  —  ai  —  i4j. 

Il  en  résulte  a:  =  3/  -|-  i  ±  V'97'  —  ^J  —  '**• 

Pour  que  x  soit  véc\ ,  il  faut  que  9^'  —  8r  —  20  soit  positif. 
Or,  si  Ton  égale  cette  quantité  à  o  ,  il  vient 

8          20                ,.  ,                                           10 
y r =0,      d  ou       r=^2      et      r  = 

Ces  deux  valeurs  de  j'  étant  réelles  ,  il  suit  de  la  première  de? 
propriétés  ci-dessus,  que,  dès  qu'on  donnera  ù  y  des  valeurs 

comprises  entre et  2 ,  telles  que  —  1,0,  1 ,  la  valeur  du  tri- 
nôme sera  négative ^  puisque  le  coefficient  de  y"^  est  positif.  Mais 
en  donnant  à  /  des  valeurs  non  comprises  entre et  2. 

comme  —  2,  — 3,...,  3,  49-*-9on  obtiendra  un  résultat y?w//i/^ 
On  voit  donc  que  2  est,  en  nombres  absolus ^  le  mihimum  de9 
valeurs  que  doit  recevoir  y  y  pour  que  x  soit  réel  ;  et  si ,  dans  Tev 
pression  de  x  ci-dessus,  on  fait  ^-  =  2,  le  radical  disparaît,  rt 
l'on  trouve  *  =  7 . 

En  effet ,  1  expression  — -^ ; — 
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devient,  lorsqu  on  y  pose  x  =  7,  r    2^    i —  ^^  *R  ^^  ^' 

La  racine /= est,   en  nombres  négatifs^  le  maximum  des 

9 


valeurs  que  jr  peut  recevoir  ;  et  la  valeur  de  x  correspondant  à  ce 
maximum  est 


^10  7 


If.  B,  — Lorsque,  x  étant  exprimé  en  7-,  le  coefficient  de^' 
sous  le  radical  est  négatif^  et  que  les  deux  valeurs  de  7*,  déduites 
du  trinôme  égalé  à  zéro ,  sont ,  l'une  positive ,  Tautre  négative ,  ta 
valeur  positive  est  un  maximum ,  puisque  tonte  valeur  plus  grande 
donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  /%  et, 
par  conséquent,  négatif;  la  valeur  négative  est  un  minimum  parmi 
les  valeurs  négatives  que  x  P^^'  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'examiner  les  autres  circon- 
^nces  qui  peuvent  se  présenter  :  par  exemple,  le  cas  où,  le 
coefficient  de  x^  étant  positif^  les  deux  valeurs  de  x  ^nt  positives  ; 
celui  où ,  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont 
imaginaires.  Ils  pourront  d'ailleurs  s*exercer  sur  les  questions 
suivantes  : 

1'.  Partager  un  nombre  donnera  en  deux  parties,  de  ma^ 
mère  que  la  somme  des  quotients  qu'on  obtient  quand  on  divise 
mutuellement  ces  deux  parties  l'une  par  l'autre^    soit  un   mi- 

(Rép.   Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum 
esta.) 
î®.  Soient  a  e/  b  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 

witf  valeur  telle  que  l  expression ^-^ soit  un  maximum* 

I  Réponse.  ar  = r;   et  le  maximum  correspondant  est 

{a  +  bX 

3°.  Soient  i  eth  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 

i3. 


-)• 
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•     {a-hx)(b-+-x)     . 
une  valeur  telle  que  i  expression  — —  soit  un  minimum. 

(  Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs ,  savoir  ; 

jf  =  -f-  sjab ,  à  laquelle  correspond  un  minimum  ^  =  (  y^  -j-  V^  )% 

et 

jr  = —  ^ab ,  à  laquelle  correspond  un  maximum  xz={^  —  \^  )'*  ) 

§  III.  —  Des  Équations  et  Problèmes  du  second  degré 
à  deux  ou  plusieurs  inconnues.  —  Nous^elles  opé- 
rations sur  les  radicaux  du  second  degM ,  réels  ou 
imaginaires. 

114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète;  cnr 
nous  ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré ,  à  deux  inconnues ,  dépend ,  en  général ,  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  quatrième  degré  à  une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dé- 
pendent ,  en  dernière  analyse,  que  de  la  i^solution  d'une  équation 
du  second  degré  à  une  inconnue. 

Premieb  problème.  —  Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  somme 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a  c/  b  soit  égale  à  2s , 
et  que  leur  produit  soit  égal  à  p. 

Soient  x  et  y  les  deux  nombres  chercliés  ;  on  a  ^es  équations 

ax  -{-  by  =1  7.  s  ^ 


«r 

=  p. 

De  la  }>remière  ou  lire 

V  ' 

2  S  —  ax 

b 

d 

oii ,  substituant  dans  la  seconde  et 

réduisant , 

tf.r»  — 

2  SX  Z=Z 

-  b,,: 

A    PLUSIEUES    INCONNUES.  ig^ 

Donc  4:  =  -  ±  -  v'*'  —  ûAp , 

a        a  '^ 

s  I      / p- 

et,  par  conséquent ,  x=  t'^j  \^  —  ^P • 

Comme  a,  b ,  /;  sont  supposés  ici  des  nombres  absolus,  le  pro* 
bième  est  susceptible  de  deux  solutions  directes,  car  s  est  évi- 
ilemment  >  ^s' ^  abp; . 

Mais,  pour  qu'elles  soient  réelles,  on  doit  avoir  j*  >  ou  =r  abp. 

Soit  az=b=  I  j  les  valeurs  de  x  et  de^'  se  réduisent  à 

x=sdo^S' — p     et     y  =z  szp^s* — p. 

D'où  Ton  voit  que  les  deux  valeurs  de  jr  sont  égales  à  celles 
<le  X  prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que,  si 
•  -h  >ls*—  p  représente  la  valeur  de  x,  5  —  ^s^  —  p  représente  la 
valeur  correspondante  de  /,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations 

xy^p, 

et  alors  la  question  revient  à  Trouver  deux  nombres  dont  la 
somme  soit  là  S  et  dont  le  produit  soit  p;  ou,  en  d'autres  termes, 
à  Partager  un  nombre  2  s  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal 
à  un  nombre  donné  p. 

Or  on  a  vu  (n"  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessairement 
liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 

jc'  —  2jj:-H/?=:o, 

7«/  rt,  pour  coefficient  du  second  terme,  la  somme  2  s  prise  en 
^gne  contraircy  et  pour  dernier  terme,  le  produit  p  des  deux 
parties. 

H5.  Second  problème.  —   Trouver  quatre  nombres  en  pro" 
portion  géométrique,  connaissant  la  somme  2  s  des  extrêmes,  la 
^omme  7.  s'  des  moyens,  et  la  somme  4c'  des  carrés. 
Désignons  par  u ,  x,  y,  z  les  quatre  ternies  de  la  proportion; 


se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à  \ 
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on  a ,  pour  les  équations  du  problème ,  en  vertu  des  données  et 
de  la  propriété  fondamentale  des  proportions, 

U  ~h  Z  =  2J, 

x-hy  =  2f', 

UZ   =:JP/, 

«*  4-  x'  -h/^  -h  z'  =  4^- 

Au  premier  abord,  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  mais,  à  l'aide  d'une  inconnue  auxiliainty  on 
parvient  à  les  déterminer  simplement. 

En  effet ,  soit  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens  ; 
on  a 

I".  les  équations  \  \  qui  donnent  {  '^ L  } 

[voyez  le  probfème  précédent); 

a"",  les  equatious  {  JquidonnentJ  . Lj- 

\      xy=zp     S'  (^-^^._^,M_^) 

On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  n,  Xy  y,  z,  dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 

ou ,  développant  et  faisant  les  réductions , 

4.V'  -f-  4*"  —  4/^  =  4^^      <*<>"C     />  rrr  J>  4-  5'^  —  C'. 

Reportant  cette  valeur  de  p  dans  les  expressions  de  u,  x,  /,  z, 

„       (  «  =  j  4-  dc^  —  s'^ ,  j;  =  f'  4-  Jc^  —  s' 
on  trouve  enfin    {  ' '    

{  z^s  —  y/c'  —  s'^   v  =  .f'—  y/c^  — 5 
Ces  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportion  ; 
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car  on  a 

uzz=z{s  -h  v^c'  — 5'») {s  —  y^c'— j'^)  =  A^  —  c'  4-  a", 

xj  =  (*'-t-  V^c'  — .V»)  (5'—  s/c*  '^^')  =  A"'-—  c»  4-  .v'. 

N.  B.  —  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  deVJigàùra  do 
M.  Lhuilier,  est  propre  à  faire  voir  combien  Tintroduction  d*une 
inconnue  aiixiUairt  dans  un  calcul  peut  faciliter  la  détermination 
des  inconnues  principales.  On  trouve,  dans  Touvrage  que  nous 
venons  de  citer,  d'autres  pioblèmes  du  mcme  genre  qui  condui- 
sent à  des  équations  d*un  degré  supérieur  au  second ,  et  que  néan- 
moins on  peut  résoudre  a  Taide  d  équations  du  premier  et  du 
second  degré,  en  introduisant  des  inconnues  auxiliaires, 

1 16.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donnerait 
lieu  à  deux  équations  quelconques  du  second  degré  à  deux  in- 
i'onnues. 

Une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  second  degrés  lors- 
(fu^étant  mise  sous  forme  entière ,  elle  renferme  des  termes  dans 
lesquels  la  somme  iles  exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à  1 , 
et  (jue y  dans  aucun  terme,  cette  somme  ne  surpasse  pas  2  (*  ). 

Ainsi,  3x*  — 4'*^-+-j'-~«^7  — 5j4-6  =  o,  707-  — 4*'+-^  =0  ,. 

sont  des  c(|uations  du  second  degré  (*). 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux  incon- 
nues est  de  la  forme     «r'  +  bxy  -+-  cx^  -f-  dy  -k-fx  -h  g'  =  o , 

[/i ,  b  y  c ,...  représentant  des  quantités  connues ,  si>it  numériques, 
soit  algébriques]. 

Soient  donc  proposées  les  équations 

ajr^  -f-  bxy  -h  ex-  -\-  dy  -\-  fx  -h  g  =  o , 
a  y»  ^b'xy-'t-  c'x^  -h  d'y  -\-f'x  4-  ^'  '  =  o. 

On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à  x\  et  il 


V*)  11  bulTit,  au  surplus,  si  réquation  a  tics  ilcnomiria leurs,  que  x  et  y 
tî'cnlrrnl  pas  dans  ces  dciioiniiialcurs.  (J'/./rr  lu  remarque  du  n«  92.) 


Cela  posé,  si  les  deux  coeffîcienrs  de  jt'  étaient  les  mêmes  dan» 
les  deux  équations ,  on  obtiendrait ,  en  retranchant  ces  deux  équa- 
tions Tune  de  Tautre ,  une  équation  du  premier  degré  en  x  qui 
pourrait  être  sul>$tituée  à  Tune  des  équations  proposées  ;  de  cette 
équation  Ton  tirerait  la  valeur  de  x  en  j ,  et ,  reportant  celte  va- 
leur dans  une  des  équations  proposées,  on  parviendrait  à  une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'inconnue  j. 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  c'  et  la  second** 
par  c,  il  vient 

cc'x^-h(by  -h/)  t'^--t-(flr>-'  -f-  (fy  -h  ^)  c'=zo, 

rc'x'-h(^>H-/')  ex   -^{ay'-\-d'x-hg')c  =zo,  , 

é(iuations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  x'  est  le  même. 

En  soustrayant  la  seconde  do  la  première  ,  on  trouve 

équation  qui  donne  x  =  ' --j-^ jy- -^^^ -;2 2_ , 

Cette  expression  de  x ,  substituée  dans  Tune  des  équations  pro- 
posées, donnerait  une  éq notion  Jtnale  en  j. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à  un  ré- 
sultat assez  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 
en^  doit  être,  en  général ,  du  quatrième  degré ,  car  le  numérateur 
de  Texpression  de  x  étant  de  la  forme  wj'-h  ny-^p^  son  carré, 
ou  l'expression  de  x%  est  du  quatrième  degré  ;  or  ce  carré  forme 
Tune  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général,  ia  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  fi  deux  inconnues  dépend  de  relie  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  à  une  seule  inconnue. 

117.   Il  est  une  classe  dVquations  du  (piatrièmc  degré,  dont  on 
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|HUl  ramener  la  ivsolution  à  celle  des  équations  du  s«cond  degré  : 
ce  soot  les  équations  de  la  forme 

.!:♦  -h/7j:* -h  ^  =  o. 

On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées ,  parce  qu'elles  ne 
ronlicnnent  que  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x*,  des 
termes  en  a:%  et  des  termes  tout  connus. 
Pour  l'ésoudre  cette  équation  ,  posons       a?-  =  /  ; 

file  devient  r^  -t-/^/  +  7  =  o , 

iroù  l'on  tire  r  =  —  -  ±  1  /^  —  q- 

2        V   4       ^ 

Mais  réquation     x*  =r  y     donne     x  =  ±  v(^  ; 


donc  ^  =  ±y/-'^±y/|'-9. 

On  reconnaît,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  Téqualion , 
que  Tînconnuc  a  quatre  valeurs,  puiscfue  chacun  des  signes  -f- 
et  —  qui  affectent  le  premier  radical  peut  être  successivement 
combiné  avec  chacun  ites  deux  signes  qui  affectent  le  second  ; 
mais  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  x*  —  25x^  =  —  i44  » 

si  l'on  pose  x'  =  /,  il  vient  j*  —  25/  =  —  i4^  > 

d'où  Ton  tire  *  j  =  i6,  j  =  9. 

Substituant  ces  valeui's  dans  l'équation     x-r=/,     on  obtient 

I'.  a:*  =16,  d'où  jr  =  ±4>  ^'"-  •^*=9»  ^'^^  J:  =  db3. 
Ainsi,  les  quatre  valeurs  sont  4-4»  —  4>  -4-3  et  —  3. 

Soi  t  encore  l 'équa  tion  x  '  —  «j  x'  =  8 . 

Posons  X'  =zy'\  l'équation  devient  y  —  7/  =8, 

'l'où  r  =  8     v\     r  =  —  I . 
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y'wnx 

Cela  posé,  si  les  deux  coeflficients  de  x'  étaient  les  mêmes  dan» 
Jes  deux  équations,  on  obtiendrait ,  en  retrmchant  ces  deux  équa- 
tions Tune  de  ]*autre ,  une  équation  du  premier  degré  en  jt  qni 
pourrait  être  sul>$tituée  à  Tune  des  équations  proposées  ;  de  cette 
équation  Ton  tirerait  la  valeur  de  x  en  j ,  et ,  reportant  cette  va- 
leur dans  une  des  équations  proposées,  on  parviendrait  à  une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l'inconnue/. 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  c'  et  la  secomU* 
par  c ,  il  vient 

rr'x'  4-  (  h   -h/  )  c'./-  -h  (flfr*  -f-  r/j  -h  g)  c' z=z  o , 

rc'x'-h(Z»>-h/')  ex   -^{ay'-hd'f-hg')c  z=:o, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les- 
quelles le  coef]Rcii*nt  de  x'  est  le  même. 

Kn  soustrayant  la  seconde  do  la  première  ,  on  trouve 

équation  qui  donne  x  =:  ' ry^ 77- -rrr 7? ^^—  ' 

Cette  expression  de  x ,  substituée  dans  Tune  des  équations  pro- 
|K)sées,  donnerait  une  équation  finale  en  j. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à  un  n*- 
sultat  assez  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 
cn^  doit  être,  en  général ,  du  quatrième  degré,  car  le  numérateur 
de  Texpression  de  x  étant  de  la  forme  wj'-l-  ny-^p^  son  carré , 
ou  Texpression  de  x',  est  du  quatrième  degré  ;  or  ce  carré  forrot* 
Tune  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général,  la  résolution  île  deux  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues  dépend  de  telle  d*une  équation  du  qua- 
trième degré  h  une  seul^  inconnue, 

117.    Il  est  une  classe  dVqualions  du  quatrième  degré,  doni  on 


=*\/-'î±\/f-'- 
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|wut  ramener  fa  ivsolution  à  celle  des  é<|uations  du  second  degré  : 
rtsoDt  les  équations  de  la  forme 

r»  -hy7x»-h7  =  o. 

Un  It-s  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées  ^  parce  c|u 'elles  ne 
"innconenl  que  trois  espèces  de  termes:  des  termes  en  x\  des 
irrmes  en  x\  et  des  termes  tout  connus. 
Pour  résoudre  cette  équation  ,  posons       x*  =:  /  ; 

•  lie  dpvient  y'  4_  y^j  ^  ^  ~  o  , 

limi  Ton  tire  r  =  —  -  ±  I  /^  —  «• 

2      V  4 

Mais  rtY|uation     x-  =r  y     donne     x  =r  ±  \//  ; 

<lonc  , 

"      4 

On  reconnaît,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  réi|uation , 
<|Be  Tinconnue  a  quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  -4- 
^*  -  qui  affectent  le  premier  radical  peut  être  successivement 
cwmbiné  avec  chacun  des  àewx  signes  qui  affectent  le  second  ; 
«tfÀf  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux. 

Soit,  par  exemple ,  Téqtuitiori  x*  —  25 x^  =  —  i44  î 

àTonpose  x'=:j,   il  vient  j»  — 25/=—  i4^> 

J'où  l'on  tire  *  j  =  i6,/  =  9. 

Substituant  ces  valeui's  dans  Féqualion     x-  =/,     on  obtient 

I'.  j'=:i6,  d'où  x=r±:4;  p.".  r-  =  9,  d'où  x  =  ±3. 
Ainsi,  les  quatre  valeui-s  sont  ^-4>— 4»  -4-3  et  —  3. 

Soii  encore  Téqua tion  x  '  —  «j  x'  =  8 . 

Posons  x':=  j;   réquation  devient  v'  —  7/  =B, 

•*  ""  r  =  8     ft     r  =  —  I . 
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Gela  |)os(>,  désignons  par/^  et  7  les  deux  parties  dont  se  co 
pose  la  racine  carrée  de  A  -i-  v^  lorsqu'elle  existe  \  p  et  q  S( 
alors  deux  monômes  irrationnels ,  ou  bien,  Tun  une  quani 
rationnelle f  Tautre  un  monôme  irrationnel  du  second  degré , 
sorte  que/7'  et  7' sont  nécessairement  rationnels.  On  a  réqiiati 

y^  -h  7  =  V  A  -h  \/b  ; 
d'où ,  élevant  au  carré , 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationii 
il  doit  en  cire  de  même  du  premier.  Donc,  en  vertu  du  priiic 
démontré  ci-dessus,   Téquation  précédente  se  partage  clans 
deux- ci  : 

;i»H-7'  =  A, 
fipq  =  v^B. 

On  pourrait  tirer  de  Téquation  (3)  la  valeur  de  7  et  la  substit 
ilans  réquation  (2) ,  ce  (jui  conduirait  à  une  équation  trînônH-* 
4"  degré  en />  qu'on  résoudrait  facilement;  et  Ton  parviendi 
ainsi  aux  valeurs  de/^  et  de  7.  Mais  il  est  plus  simple  d'opértr 
la  manière  suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (2)  membre  à  membre;  il  vient 


d'où  p  —  7  =r  V  A  —  sf^f 

équation  qui ,  combinée  avec  (  i  )  par  voie  de  multiplication ,  «loi 

y/^  — 7'  =  V'A'---^• 
Ce  résultat  nous   apprend  déjà  que  p  — 7'   est    rsiiiuni 
puisque />'  et  7^  le  sont  séparément.  Par  conséquent,  A  -f-v  ^* 
peut  être  le  carré  d'uuc  expression  de  la  forme  încliqiuH^  ] 
l'énoncé  de  la  question ,  qu  aulant  que  la  quanlilé  A  —  B  est  fi 
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BKW  UN  CAftRÊ  PARFAIT.    Tcl  cst  le  camctèrc  auquel  on  reconnatt 
Jn  possibilité  de  la  simplification  proposée, 

A*— B  devant  êlre  un  carré  parfait,  désignons  par  C  la  valeur 
Domérique  de  sa  racine  ;  il  vient 

P^-g'  =  ±C,  (4) 

Actuellement,  si  l'on  combine  les  équations  (2)  et  (4)  par  addition 
«  soustraction ,  l'on  obtient  successivement 


1       A±C        ,,  .  .       /Â±C 


7'=      ^^    >      d'où      q  =  ±i/  -^^-j 

2  y     2 

«  qui  donne  enfin  ,  pour  la  racine  demandée. 


P-^'q    OU     vA^v^=±:y/^!^^±i/: 


A  — C 
2 


On  s'est  dispensé  ici  de  tenir  compte  du  signe  inférieur  de  C 
dans  l'expression  de  la  somme  /?  4-  7 ,  parce  qu'il  est  évident 
■'  q^i'il  donnerait  la  même  valeur.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  du 
donble  signe  dont  chacune  des  valeurs  de  p  et  de  g  doit  être  pré- 
c^êe.  La  combinaison  des  deux  doubles  signes  d=  donne  lieu  à 
quatre  valeurs  représentant  celles  que  comporte  en  elle-même 

expression  vA4-  \/B,  qui,  lorsqifon  met  les  signes  en  évidence , 

«^enl  à  zh  VA±  V^;  en  sorte  que  la  véritable  formule  à  établir 
P^nr  les  applications  est  celle-ci  : 


±vi^.=±(v/i±-^±/^-), 


(5) 


ff  les  signes  qu'il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  pour  avoir  une  égalité  exacte  sont  déterminés  par  Té- 
loation  i  3  ) ,  qui  indique  que  peiq  doivent  être  de  m^me  signe  ou 
^^^  if^nes contraires,  suivant  que  V^B  est  affecté  du  signe  -h  ou  du 
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la  forme   \/i±b  ^-^ ,   que  Temploi   de  la   foriniile   (5)   t*^l 
avantageux. 

Déjà  les  derniers  exemples  du  n*  119  prouvent  que,  <lans  k 
cas  où  ia  condition  que  A*  —  B  soit  un  carré  parfait  est  satis- 
faite, ces  sortes  d'expressions  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

tf'  et  6'  étant  les  quantités  réelles,  commensu râbles  ou  inconimeD- 
surables.  Or,  je  dis  que  cela  a  lieu  lors  même  que  A»  —  B  n'est  pas  | 
un  carré  parfait.  I 

En  effet,  si  Ton  applique  la  formule  (5)  à  rexpressioii 


yja  -f-  b  V^^, 
on  a 

A  =  tf,     B=  — 6»;     d'où     A»— B=r/i'-i-^% 

.    4  A  4-  slâ^TT-^                   «u  4  A  —  V«'  -^  ^* 
et    ./>  =  ±V ^ ,        7  =  ±V i ' 

•  ou,  posant  pour  plus  de  simplicité,  c  =  \Ja'^-\-  ^%  quantité  gént*- 
ralement  irrationnelle,  mais  nécessairement  réelle  y  positive,  et 
plus  grande  que  a , 

On  obtiendrait  pareillement 

Or  les  quantités  i/ '  \/ --—  sont  essentiellement  réelles. 


donc 
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qtiels  que  soient  a  et  b,  puisque  r,  ou  \J7FTT\  est  numérique- 
ment  plus  grand  que  a. 
Donc ,  enfin ,  toute  expression  de  la  forme 


peut  être  ramenée  à  la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 

degré,  a'±b' >J ^i^  a'  H  b'  étanl  des  quantités  réelles  quel- 
conques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  Tutililé  de  ces  sortes 
(le  transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s'il  y  a  lieu,  l'expression 


En  appliquant  les  formules  (M)  et  (N),  on  trouve 

fl=:3,      A  =2;     d'où     c  =  ^r/'H- A»  =  ^73; 


donc 


v'3+W-  =  V/^  +  \/^-l^  •^- 


3  —  3     , 

I  i 


doù,  ajoutant  et  observant  que  x  est  censé  représenter  ici  la 
Mmroe  arithmétique  de  deux  radicaux , 


Cet  exemple  prouve,  ainsi  que  l'avant-dernier  du  n^  119,  que 
«rtames  expressions  imaginaires ,  combinées  entre  elles ,  peuvent 
donner  lieu  à  des  résultats  réels  ;  et  ces  résultats  pourraient  même 
•^^re  rationnels. 


^Ig^  B.,  }o^  êd,  i4 
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CHAPITRE  IV. 

Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 


Introduction.  —  Lorsque  renoncé  d*un  problème  fournil  moins 
d*équations  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  le  problème  est  dit  indéter- 
miné, en  ce  sens  que  (n**  tttf  )  ses  équations  peuvent  être  satisfaites 
par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues. 
Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question  exige  que  les 
valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres  entiers  ;  dans 
ce  cas,  Tune  des  inconnues,  à  laquelle  on  pouvait  d*abord  donner 
une  valeur  tout  à  fait  arbitraire ,  ne  doit  plus  recevoir  qae  des  va- 
leurs entières  et  telles ,  que  la  valeur  correspondante  de  l'autre  in- 
connue ou  de  chacune  des  autres  inconnues ,  soit  aussi  exprimée 
en  nombre  entiers.  Or  cette  condition  restreint  beaucoup  le 
nombre  des  solmionsy  surtout  si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que 
des  solutions  directes,  c'est-à-dire  des  solutioi»pour  lesquelles  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues  sont  positives  en  même  temps 
qu'entières. 

L'objet  de  /'analtsx  iNnÉTBXMiN^E  du  premier  seg&é  est  de 
résoudre  en  nombres  entiers  les  questions  qui  conduisent  à  un 
nombre  d'équations  du  premier  degré,  moindre  que  cdni  des 
inconnues. 

§  I*'.  —  EqtuUions  et  Problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  à  deux  inconnues, 

IM.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
(  n®  67  )  être  ramenée  à  la  forme 

ax-^bf^zc^ 

Uy  by  c  désignant  des  nombres  entiers ,  positifs  ou  négatifs. 
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Cela  posé,  remarquons  d'abord  que,  si  les  coefficients  a  ^r  b 
ont  un  facteur  h  commun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c, 
l'équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers. 

Car  soit  a  =r  ma\  b  =  mb'\  Téquation  devient 

nui'x  -^  mb'r  =^ci     d'où     a'j: -h  ^r=r  —  : 

m 

et  ceUe-d  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  m 
tièra  de  x  et  de  x 9  ^^t  que  c  n^est  pas  divisible  par  m. 

Ainsi 9  pour  que  l'équation  soit  possible  en  nombres  entiers, 
a  faut  que  les  coefficients  a  et  ^  soient /»/v/iii>r/  entre  eux;  à 
moins  que,  s'ils  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  ne  divise 
n  même  temps  c,  auquel  cas  on  pourrait  le  supprimer. 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  ainsi  que  nous  le  démon- 
trerons an  n**  tM,  première  remarque, 

Noos  supposerons  donc ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  aeib 
s(Hent  premiers  entre  eux. 

lis.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d'abord  des  équa- 
tions particulières;  et  nous  généraliserons  ensuite. 

PsEMiims  QUESTION.  —  Partager  169  en  deux  nombres  entiers 
dont  l'un  soit  divisible  par  8  et  l'autre  par  i3. 

Désignons  par  x  et  y  les  quotients  respectifs  de  la  division  des 
<leux  nombres  cherchés  par  8  et  par  i3  ;  il  est  clair  que  8  jr  et  1  Zy 
expriment  ces  deux  parties;  et  l'on  a  l'équation 

8x-|- i3r=  i5g,  (i) 

qui,  d'après  l'énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  po- 
titifs  pour  X  et  pour  y. 

On  déduit  d'abord  de  celte  équation,      x  =    ^T^ — Z, 

o 

n  —~^  5  Y 
ou,  effectuant  la  division ,  x  =  19  —  y  -h       o      • 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x  sera  entière  si  l'on 
donne  à  y  une  valeur  entière  telle ,  que       ^^       «oit  nn  nombre 

.4. 


9.12  ANALYSE    INll^TEftlClNiE. 

entier.  D'ailleurs,  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  Hfautvtt 
suffit  que  - — 5 —  soit  égal  à  un  nombre  entier  quelconque.  Soit 
ce  nombre  entier  [f  est  dit  une  indéterminér];  il  en  résulte 

2Zl5r  =  ,^    d^où    5jr-h8/=7,  i2\ 

et  la  valeur  de  x  devient  x=  ig  —  j^  -h  /. 

Toute  valeur  entière  de  f,  qui,  substituée  dans  Téquation  (2)] 
en  donnera  une  semblable  pour  y  7  satisfera  à  la  condition  qii<{ 

-  ^        soit  entier;  ainsi ,  les  deux  valeurs  de  x  et  de  ^  corrcs- 

pondantes  seront  entières  et  satisferont  d'ailleurs  (  n"  66)  à  Péquaj 
tion  proposée,  qui  résulte  évidemment  de  Téliminalion  de  f  entr« 
les  deux  équations 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entied 
réquation  (2) ,  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  dtl 
réquation  (t). 

On  tire  de  Téquation  (2) 

ou ,  effectuant  la  division ,  j  =  i  —  t-h  ■^^— = 

Toute  valeur  entière  de  r,  qui  rendra  2  —  3f  un  multiple  de  5, 
donnera  aussi  pour  j^  un  nombre  entier,  et  sera ,  par  conséquent, 
convenable:  d^ailleurs,  la  condition  que  2  —  3r  soit  un  multiple 

2  —  3/ 

de  5  est  nécessaire.  Ainsi  il  faut  poser  — ~ —  =  t'  [t'  étant  unoi 
seconde  indéterminée];  ce  qui  donne 

3r4-5/'  =  2;  >y 

et  la  valeur  dey  se  réduit  à  j  =  i  —  /  -f-  r '. 
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[L'cqaation  (-2)   résulte  d  ailleurs  de  réliinination  de  t'  entre 
«i?s  deux  dernières.] 
La  question  est  encore  ramenée  à  résoudre  en  nombres  enliei-s 

rtt]uation  (S) ,  de  laquelle  on  tire 

2  — 5r'  -      2  —  ?./' 

t  =z =  —  /'  H 

3  3 

Piisons     ^ =  t";     il  en  résulte     2/'  -+-  3/"  =  2 ,      (4) 

et,  par  conséquent,  4= — z'-f-^". 

2 3/"  #" 

De  1  équation  (4)  on  déduit         t'= ==  1  _  /" . 

et  posant  -~  =  r*',  on  en  tire  (5)  e"z=  ?£*', 

et,  par  conséquent ,  /'  =  1  —  /"  —  t"'. 

Comme  y  dans  féqnation  (5) ,  le  coeflGcient  de  r"  est  égal  à  V  unité, 
il  s'eosnît  que  toute  valeur  entière  attribuée  à  r*'  en  donnera  une 
semblable  pour  /".  D'ailleurs,  les  deux  inconnues  principales  x 
et;,  et  les  indéterminées  /,  /',  i"  et/*',  sont  liées  entre  elles  par 
1«  cinq  équations 

x:=  19— j  -I-  /, 

K  =  I     —  /  -h/', 

t'=i  '^r—r. 

Ainsi,  en  donnant  à  /'"  une  valeur  entière  quelconque,  et  re- 
montant de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières ,  on 
obtiendra  pour  x  et  j  des  valeurs  entières  correspondantes  qui  vé- 
rifieront nécessairement  l'équation  proposée;  car,  d'après  les  rai- 
sonnements qui  ont  été  faits  plus  haut,  cette  équation  résulte  de 
l'élimination  de  r,  /',  r",  t"'  entre  les  cinq  équations  que  l'on  vient 
«l'éublir. 

Mais,  afin  de  n'attribuer  à  /'"  que  des  valeurs  auxquelles  corrcs- 
jxjndçnt  des  valeur»  entières  et  positives  pour  x  et  j,  il  convient 


2l4  ANALYSV.    IKl>ÉTEaMllféE. 

d'exprimer  x  et  j^  en  fonction  immédiate  (n^  108)  de  rindéter- 
minée  t^^k  Taide  des  cinq  équations  ci-dessut. 

Or  l'expression  de  t'  devient  »  lorsqu'on  remplace  t"  par  sa  râ- 
leur en /*',       /'=  I  —  a**'  — f**,    ou     /'=i  — Sr**; 

remontant  à  Texpression  de  /,  /=  —  /'-+-  f  "=  —  i  -h  3  f  ■'-f-  2r*; 

ou  réduisant,  f  =  — H-Sr*. 

On  trouvera  de  même  7  =  «  —  (  —  i  -f-  Se*^  )  H-  '  —  3/", 

d'où  7  =  3-8^*^. 

Enfin, 

x=i9-(3-8/")H-(— i-hSr),     ou    x=i5H-i3r. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  repro- 
duisent réquation  proposée,  par  Télimination  de  r"".  &i  effet,  si 
Ton  multiplie  la  première  équation  par  1 3 ,  la  seconde  par  8 ,  et 
qu'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

i37-|-8j:=  iSg. 

Faisons  successivement  /*  =  o,  i,  2,  3...,  ou  bien  ^^  =  —  i, 
—  2,  —  3...;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  va- 
leurs de  jr  et  de^  en  nombres  entiers ,  soit  positifs ,  soit  négatifs, 
propres  à  vérifier  la  proposée  ;  mais  si ,  comme  Texige  l'énoncé , 
on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  positives, 
t'^  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3  —  8r'  et 
i5  4-i3/'^  positifs.  Or  il  n'y  a  évidemment  que  f^sro  et 
t*^  :=.  —  I  qui  satisfassent  à  cette  condition  :  car  toute  valeur  po- 
sitive àet"'  rend  j^  négatif,  et  toute  valeur  négative,  numénçue- 
ment  plus  grande  que  i,  rend  js  négatif. 

Si  Ton  fait  successivement      /*'  =  o ,     t""  =z  —  i , 
ilenrésulie  j;^;^!'     !»"«    j^^'^j" 

Doue       X  =  i5     cl    yr=3,       a- =  a     et     )=ii. 
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sont  ks  seuls  couples  de  nombres  positifs  qui  vérifient  Téquation 

8x-h  13/=::  iSg. 

Quant  à  la  qnesdon  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique, puisque  8x  et  i3/-  représentent  les  deux  parties  cher- 
chées, il  s'ensuit  que  8x  i5  ou  120,  et  i3  X  3  ou  89,  forment 
une  première  solution;  que  8x  a  ou  16,  et  i3  X  1 1  ou  i43, 
forment  une  seconde  solution;  c'est-à-dire  que  iSg  peut  être  par- 
tagé, soit  en  120  +  89,  soit  en  16  +  t43- 

IS4.  Soit,  pour  second  exemple,  Téquation 

n^— 49/=— 8.  (i) 

..,  .    ..  1      .            4qt — 8                 i5r-— 8 
Oo  en  déduit  d  abord     x  =  ^^-- =  27  H 

Pour  qu*à  une  valeur  entière  de/  il  corresponde  une  valeur  en- 
tière de  X ,  il  faut  et  il  suffit  qne  1 5/  —  8  soit  on  multiple  de  1 7 . 

Soit  donc  ^~"     =r  /,  /  étant  une  indéterminée; 

il  en  résulte  i5/—  i7r=:8,  (2) 

et  x  =  2/-|-/. 

[L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  reproduirait  l'é- 
4]nation  (i).] 

8-f-  17/  8-^2* 

On  déduit  de  l'équation  (2) ,        r  = ^ —  =  ^  -h  — ^^—  > 

ft   a  nouvelle  expression, ^— >  doit  être  un  nombre  entier 

i  c'est  d'ailleurs  une  condition  suffisante). 

Posant  ?-±A'  =  t'y      on  obtient      2 /  —  i5^'  =  —  8,      (3) 
i5 

et ,  par  conséquent ,  /  =  /-+-''. 

i5/'  — 8  ,       ,       t' 

L'équation  (3)  donne  t  = =  7  ^  —  ^  "^  â  ' 
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et  si  Ton  pose  -  =  ^",     d'où     t'  =  11 1"^ 

on  trouve  /  =  7/'  —  4  -*"  '"• 

Maintenant,  pour  exprimera  et  j  en  fonction  de  Tindctcru.!- 
née^^,  rapprochons  les  quatre  équations 

r  =  '  -f-  ^'. 

t'  =  ar", 
et  remontons  de  la  dernière  aux  précédentes. 

On  a  d*abord  r^z^.a^"  —  4 -*-'">  o»^  '=  iS/"— 4^ 

remontant  à  la  seconde,  j  =  1 5f  "  —  4  "•"  ^'"»  ou  ^'  =  1 7 /"  —  4  » 

puis  k  la  première,         jr=:  2(17/"  —  4)  ^"  '5/"  — 4» 

ou  bien,  j:  =  49  '  '  —  '  -'• 

^^  „ ,  I  reproduisent  réqualiou 

proposée,  par  Télimination  de  t" \  car,  si  Ton  multiplie  la  pre- 
mière par  49»  lai  seconde  par  17,  et  qu^on  retranche  les  deiiK 
résultats  l'un  de  l'autre,  il  vient 

1 7  .r  —  49  J  =  —  204  +  ï  96  =  —  ^• 
On  voit  d'ailleurs  qu*en  donnant  k  t"  des  valeurs  positives 
quelconques ,  on  obtiendra  pour  x  et  j  des  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  t"  négatif. 

Soit  r"=    I,     2,       3,       4»---î 

on  trouve  ^  =  i3,  3o,     47»     64 , . . . , 

x  =  37,  86,   i35,   184,.... 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  entières  et  positit*es  île 
l'équation  proposée  est  donc  infini;  cl  le  plus  petit  système  est 

X  =  37,     /  =  i3. 
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Ce  coDple  de  valeurs  vérifie  Téquation ,  car  on  a 

17X37  — 49X  13  =  629  — 637=  — 8. 

Nous  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple,  de  reprendre 
tous  les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier, 
pour  rendre  compte  de  toutes  les  opérations;  mais  il  est  facile 
aux  commençants  de  les  reproduire ,  en  suivant  pas  k  pas  les 
transformations. 

iSS.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  : 

Soit  (i)  ax-h  bx  =  c  Téquation  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Tirez 
de  cette  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a  le  plus  petit 
coefficient  y  de  x  par  exemple ,  et  effectuez  la  division  autant  que 
possible  ;  vous  obtenez  une  expression  de  x  en  j-,  composée  d'une 
partie  entière  et  d'une  partie  de  forme  fractionnaire  qu'il  faut 
tâcher  de  rendre  entière.  Égalez  cette  seconde  partie  à  une  pre- 
mière indéterminée  t  ;  il  en  résulte  une  nouvelle  équation  en  y  et  i^ 
que  Ton  peut  nommer  Téquation  (2),  et  dont  les  coefYîcîents  sont 
plus  simples  que  ceux  de  l'équation  (i),  La  valeur  de  x  se  trouve 
d'ailleurs  exprimée  en  fonction  entière  de  y  et  t,  et  l'équation 
proposée  résulte  de  l'élimination  de  t  entre  réquation  ^2)  ctVéqua- 
tioH  qui  donne  la  valeur  de  \  en  y  et  t. 

Tirez  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à  une  seconde 
indéterminée  t';  d'où  il  résulte  une  équation  (3)  en  t  et  t\  plus 
mple  que  les  équations  (i)  ^^  (2).  La  valeur  de  y  se  trouve  ainsi 
f ^primée  en  fonction  entière  de  t  et  t';  et  la  proposée  résulte  de 
^'élimination  de  i  et  i'  entre  l'équation  (3)  et  les  deux  équations 
^ui  donnent  x  en  fonction  entière  dey  etty  puis  y  en  fonction  en- 
iière  de  t  et  t'. 

Opérez  sur  féfjuation  (3)  comme  sur  1rs  équations (i)  et  {2),  et 
continuez  cette  séné  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous  parve^ 
^iti  à  une  dernière  équation  entre  ileux  indéterminées  dont  l'une 
^*t pour  coefficient  /'unité. 

Remontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes  ;  et 


2l8  ANALYSE    INnÉTKRMlKÉE. 

cherchez,  par  des  substitutions  successives ^  à  exprimer  xety  en 
/onction  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formules  à  l'aide  desquelles,  en  don- 
nant à  rindéterminée  restante  des  valeurs  entières  quelconques, 
vous  trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières ,  tant  positives 
que  négatives,  propres  à  vérifier  Téquation  ax-{-  by=ze. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives  pour  xet/, 
les  deux  fomiules  indiquent ,  par  leur  composition ,  entre  quelles 
limites  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indétermi- 
née, pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

Pbemièbe  bemabque.  —  Le  procédé  qui  vient  d^étre  indique 
doit  toujours  conduire  à  une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  d'une  des  indéterminées  est  égal  à  V unité. 

En  effet,  dans  la  première  opération ,  on  est  amené  à  di\iser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  ])ar  le  plus  petit; 
dans  la  seconde ,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur  divi- 
sion ;  dans  la  troisième ,  le  premier  reste  par  le  second  reste ,  et 
ainsi  de  suite ,  c'est-à-dire  que  Ton  applique  aux  deux  coefficients 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par 
hypothèse,  les  deux  coefficients  sont  premiers  entre  eux  (n**  ISS), 
on  parviendra  finalement  à  un  reste  égal  à  i,  qui  servira  de  coe(H- 
cient  à  l'avant-dernière  des  indéterminées  introduites  dans  le  cours 
du  calcul. 

On  |>eut  conclure  de  là  ,  que  l'équation         ax  -h  A/  =  *. 

admet  toujours  un  nombre  infini  de  solutions  entières  [\Hy&\ûyis&  o^ 
négatives]  tant  que  a  et  6  sont  premiers  entre  eux. 

Seconde  remabqub.  —  Lorsqu^on  applique  le  procédé  à  une 
équation  dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  incoonucs  ad> 
mettent  un  facteur  commun  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second 
membre  [auquel  cas  l'équation  est  impossible  en  nombres  entiers], 
la  suite  des  calculs  fait  reconnaître  cette  impossibilité ,  si  on  of 
l'avait  pas  aperçue  d'abord. 

Soit ,  par  exemple ,  Féquation  49*'''  —  35  j  =  1 1 . 

(Le  facteur  7  est  commun  aux  coefficients  de  ^  et  r,  et  n'entn 
pas  dans  le  second  membre.  ] 
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Oncndcduit        jr=:î?L_ —  —  j:^.-JL_ 

Posant         '^'^7""  =  t,     d'où     j  =  .r  -+-  ^, 

35^4-11  nr-f-ii 

ona  x  = 7 —  =  2r-|-i > — • 

14  14 

Po«nt  21^iJ  =  ^'^     d'où     x  =  2/-h«', 

i4/'-ii  ,  4 

on  trouve         r=--î =  2r' —  i  —  -î- 


Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres  en- 

4 
berspour  teiV,  puisqne  -  est  essentiellement  une  fraction.  Donc 

7 
anssi  la  proposée  est  impossible  en  nombres  endera  pour  x  et  y, 

N,  B.  —  Le  dénominateur  7  de  la  fraction  à  laquelle  on  par- 
vient est  précisément  'le  facteur  commun  aux  deux  coefficient 
à^  la  proposée  ;  ce  qui  résulte  nécessairement  de  la  nature  de  la 
méthode  employée. 

I!I6.  An  reste ,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu'il  est  important  d'introduire  dans  la  pratique. 
Reprenons  l'équation  déjà  traitée  ,    17X  —  497  =  —  8; 

OB  en  déduit  d'abord  x  =  ^^^  '"■■-  . 

'7 

Observons  actuellement  que  49  est  égal  à  1 7  X  2  + 1 5 ,  ou  bien 

eDcore,égaI  à  '  17x3—2;     donc,     32Z  — 3y_i£. 

17  '7     , 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme  x  =  3  y  —  (^J'+S). 

»7  ' 
ft  la  question  est  ramenée  à  trouver,  pour  7,  un  nombre  entier 
q»i  rende  entière  l'expression  ?Zjt_.  Or  celle  expression  revient 
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,  2  (  r  -h  4  )  .    .       ,  , 

a.— ^^^^ —  ;  mais  les  deux  nombres  17  et  2  &ont  premiers  cntrt 

eux.  Ainsi ,  pour  que  -^ ^  soit  entier ,    //  faut  et  il  aiffU 

(  Arithmétique ,  22*  édition ,  n°  128  )  que  jr  -h^  soit  divisible 
par  17. 

V  -1-4 

Posons  donc  '^—    ^  =:ty  t  étant  un  nombre  entier  tout  à  fait 
'7 
arbitraire  ;  il  en  résulte  ^  =r  1 7  f  —  4' 

et  la  valeur  de  x  devient  .r  =  3^  —  2  r , 

ou  ,  remettant  pour  y  sa  valeur  en  f ,  j;  =  49' —  '2. 

Ces  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de 
la  proposée;  car  Télimination  de/  entre  ces  deux  équations  re- 
produit réquation  1 7  x  —  497=  —  8. 

En  faisant  f=i,2,3,4»-->  o"  trouverait  des  valeurs  en- 
tières et  positives  pour  x  et  /  ;  mais  on  ne  peut  supposer  /  négatif 
ou  égal  à  o  :  autrement,  x  et  x  seraient  négatifs. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  prv- 
cédentes,  puisque,  par  leur  moyen  ,  on  n'a  introduit  qu*«/itf  seulr  ' 
indéterminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples» 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  facilement  que  sur  des  équations 
particulières  ;  c*est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
suivantes  : 

127.  Seconde  question.  —  Payer  ']8/r.  at^ec  des  pièces  dcSjr. 
et  de  ^fr.y  sans  aucune  autre  monnaie. 

Soient  x  le  nombre  de  pièces  de  5  fr.,  et  y  celui  des  pièces  df 
3  fr.;  on  aPéquation  5x-|-  3^  :=  78,  qui  n'admet  que  des  valeurs 
entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 

Cette  équation  ,  résolue  par  rapport  à  jr,  donne  y  =.  - — r — ' 
ou ,  en  effectuant  la  division  ,  ^  =  26  —    x tt* 


ou  bien  encore  ,  y=z  26  —  2x-f^* 

3 
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Kn  consfdérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  j^,  on  voit 
que  la  valeur  de  y^  correspondant  à  une  valeur  entière  de  x,  ne 

})eut  être  elle-même  entière  qu*aiirant  que  Ton  aura  -^  égal  à  un 

nombre  entier;  et  comme  i  est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit 
^Arith,  y  n^  tSB)  que  x  soit  divisible  par  3. 
Soit  donc  -^  =.  3/; 

il  en  résulte       y  =  7& — x— ar,     ou  bien,        ^^  =  26  — 5r. 

Si  Ton  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  tout  de  suite  que  x 
doit  être  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne  x  =  3r; 

d'où  résulte  encore        j  =  26  —  2 j:  -+-  ^,     ou     ^  rzi  26  —  5f. 

Os  deux  expressions  de  x  et  de  j^  montrent  que  t  doit  être  po- 

ûiifet  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  grande  que  -rr?  ou  5  p  9  si 

5  5 

Ton  veut  obtenir  des  solutions  positives  pour  x  e\  jr . 

Soit  donc       r=:o,        1,        2,        3,       4»       5; 

il  en  résulte      x=o,        3,       6,       9,      12,      i5; 

y  =  26,      21 ,      16,      II,        6,        I  . 

Ainsi,  Ton  peut  satisfaire  à  la  question  de  six  manières  difTc- 
lentes,  savoir,  avec  26  pièces  de  3  fr. ,  sans  aucune  pièce  de  5  fr.  ; 
avec  21  pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr.  ;  avec  16  pièces  de  3  fr. 
et  6  pièces  de  5  fr.  ; ...  et  ainsi  de  suite. 

y.  B, —  Soit  fait  dans  les  deux  formules ,  ^  =  6  ;  il  vient  x  =  1 8, 
'  =  — 4>  ^*  ^^^  voudrait  dire  que  si,  d'une  part,  on  donne 
18  pièces  de  5  fr. ,  il  faut  qu'on  reçoive  en  échange  4  pièces  de 
3  fr. ,  pour  que  le  payement  soit  effectué  avec  ces  deux  sortes  de 
pièces. 

On  trouve ,  en  effet ,       5XiH  —  3x4  =  9<>~'^  =  78. 

Ainsi,  des  valeurs  positives  pour  x,  et  des  valeurs  négatives 
pour  ^,  ou  réciproquement  y  donneraient  encore  des  solutions  de 
là  ({uestion ,  en  ce  sens  que  le  payement  aurait  lieu ,  moyennant  un 
f change  de  pièces  de  5  fr.  et  de  pièces  de  3  fr. 
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Taoïsàxm  wmimÊàum.  —  Tromper  m  momkre  gui,  étant  dhisè 
pur  39,  domme  le  rate  16,  et  dhisè  par5&^  donne  le  reste  27. 

Soit  N  le  nombre  cherrbc.  Appelons  d  uileurs  x  et  ^  les  qno- 
tienis  entiers  de  N  divisé  suocessiveoient  par  89  et  par  56.  On  a 
les  deux  équations 

N=3gx+i6    et     If  ==  56  j  4- 27 ; 

ce  qui  donne  Sgx  -f-  16  =  56^ •+■  27 , 

ou,  réduisant,  3gx  —  567*=  11.  (11 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  cette  équation  ra 

nombres  entiers. 

^         ,,.  .             56r-i-ii  i7r-f-ii 

On  en  déduit     x= — ^ =  j^-4-    '  \7~ — \ 

..  (aajr—  II)  ii(a/— 1) 

ou  bien  encore,    x=:aj^ — ^ — ~ ^  =  2j^ ^-5 

39  39 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  s'aperçoit  que 
le  facteur  1 1  peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la 
fraction.) 

Comme,  dans  l'expression  — ^-^- '">  le  fecteur  1 1  est  pre- 

mier  avec  89,  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier, 
il  faut  et  il  suffit  que  2  j^  —  i  soit  divisible  par  39. 

Posons  donc  -^ z=  /, 

il  en  résulte 

2^  —  39^=1,  (i) 

et,  par  conséquent,         x  =  a/  —  1 1  ^ 

L'equation  (2)  donne  y  =  -^ =  19  r  H 5 

t-h  i        , 
posant  =  /',  on  obtient  l'équation  t^=at'  —  i , 


et 


^=i9/-h/',     d'où    7^  =  39^'— 19. 
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£d  reportant  cette  valeur  de  jr  et  celle  de  t  dans  Texpression 
de  X,  on  trouTerait  a?  :=  56/'  —  27.  Mais  cette  substitution  est 
inutile;  car  puisque  N  est  Tinconnne  principale  du  problème 
(x  et /ne  sont  ici  que  des  inconnues  auxiliaires)  ^  et  que  Ton  a 
N  =  56/  +  27 y  il  suffit  de  remplacer^  dans  cette  équation,  y  par 
»  valeur;  ce  qui  donne 

>*=56(39r' — "9) -+-27,  ou  y  en  réduisant,  N=2i84/' — 1037. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  cette  formule,  que  t' peut  avoir 
tine  valeur  positive  quelconque ,  mais  ne  saurait  être  négatif,  si 
Ion  veut  que  N  soit  positif. 

Soil  /'  =  1  ;  il  en  résulte  N  =  2184  —  1037  =  1 147. 

Ce  nombre  11 47  ^^  le  plu^  P^^ît  ^^  tous  les  nombres  entiers 
positif  susceptibles  de  satisfaire  à  Ténoncé. 

Observons  d'ailleurs  que ,  du  moment  o&  Ton  a  reconnu  que 
1147  satisfait  à  l'énoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  autres 
valeurs  de  N  correspondant  à/'=::2,3,4f**  J  satisfont  ^* 
leiDtnt.  En  effet,  dans  la  formule  N  =  2184^'  —  1037,  ^^  nom- 
bre 2184  éunt  égal  à  39  X  56,  les  hypothèses  r'  =  2,  3 ,  4»  •  •  • 
donneront  pour  N  des  multiples  de  2184,  ou  de  39  et  de  56, 
augmentés  de  1 147;  d'où  il  suit  que  ces  valeurs  de  N,  divisée» 
respectivement  par  39  et  56,  doivent  donner  les  mêmes  reste» 
que  1147. 

iV.  B.  —  Les  artifices  de  calcul  auxquels  nous  avons  eu  recour» 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes  abrègent  beaucoup 
la  détermination  des  valeurs  de  x  et  de»  j;  mais  ils  supposent  de 
Thabitude  :  c'est  pourquoi  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 

l'usage. 

IS8.  Si  Ton  compare  les  formules  propres  à  donner  tous  le» 
mtèmes  de  valeurs  de  x  et  de  7,  dans  les  diverses  questions  que 
nous  avons  traitées  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces  pro- 
blèmes, on  peut  facilement  reconnaître  qu'elles  jouissent  de  cette 
propriété  commune  :  Les  coefficients  de  l'indéterminée  qui  entrent 
dans  ces  formules  sont  réciproquement  les  mêmes  (au  signe  prè» 
pour  l'un  des  deux)  que  les  coefficients  dont  les  inconnues  x  et  y 
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sont  affectées  dans  l'équation  proposée;  c'est-à-dire  que ,  dans  la 
valeur  de  x,  le  coefficient  de  T indéterminée  est  égal  au  coefficient 
dont  y  est  affecté  dans  l'équation;  et  dans  la  valeur  de  j^,  le  coef- 
ficient de  rindéterminée  est  égal  au  coefficient  de  x  dans  l'équa- 
tion, pris  en  signe  contraire;  ou  réciproquement  (quant  aux  signes 
des  deux  coefficients). 

Pour  donner  de  cette  propriété  une  démonstration  tout  à  fait 
indépendante  de  la  méthode  qu'on  a  suivie ,  reprenons  Téquation 
générale 

ax-h  bx  =  c,  ( I 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 

pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (  positifs  ou  néga - 
tifs);  je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans 
les  deux  formules 

•^    •  ,         ou  bien ,    r  .    ' 

x=X'—bt]  \x:=0L-hbt; 

t  désignant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  a  et  6  forment  un  premier  système  de  valeurs 
de  X  et  de  j,  en  nombres  entiers ,  on  a  Tégalité 

na  -h  bQ  =  c,  (2) 

Retranchant  cette  égalifé,  membre  à  membre,  de  Téquation  {i\ 
ce  qui  revient  à  mettre  pour  c  sa  valeur  fla4-ô6  =  r,  on  obtient 

a(x'-'ji)-hb{x  —  ^)  =  c,  (3' 

équation  qui  peut  remplacer  identiquement  la  proposée  (  *  ) . 


{*)  Nous  entendons  ici,  par  1c  mot  idenLiquement ,  que  tout  ^stèmc  de 
valeurs  de  x  et  de  ^  susceptible  de  vérifier  Inéquation  (3)  doit  aussi  vérifier 
Téquaiion  (i),  et  réciproquement;  ce  qui  est  évident,  puisque  la  transfor- 
mation précédente  revient  à  remplacer  c  par  sa  valeur  aa-^bt. 
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Or  réqaatioD  (3)  revient  à  celle-ci  : 

je  —  a= — -^ 

a 

et  poar  que  la  valeur  de  x  correspondant  à  une  valeur  entière 
de/  soit  elfe-méme  entière,  il  faut  et  il  sufBt  que  h{^y  —  6]  soit 
divisible  par  a  \  mais  on  sait  (  n°  182)  que  les  coefficients  a  et  ^ 
soDt  premiers  entre  eux  (autrement  l'équation  ne  serait  pas  réso- 
iobleen  nombres  entiers)  ;  donc',  en  vertu  du  principe  établi  en 
Mkméiqwf  { n^  1118  )«  il  faut  et  il  suffit  que  y —  €  soit  un  mul- 
tiple de  a. 

Posons  donc  y  —  6  =  or , 

ilenrésnlte  x— «=  — 6r; 

cl  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

^  =  6  -h  û/ ,    X  =  a  —  be. 

Gomme  le  signe  de  t  est  tout  à  fait  indéterminé,  on  peut  chas- 
Serren  —  r  dans  ces  formules ,  ce  qui  donne  encore 

y  =  6  —  aty    X  =  a  H-  6r. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  r,  en 
wmbres entiers,  les  valeurs /  =  €  -f-  a/,  x  =  a  —  èr ,  satisfont  à 
1»  proposée. 

Ko  effet,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve 

«2— 6«J-f-6(6  4- fl^)  =  ^j     ou  réduisant,     aa-H^e— r, 

<§2lité  vérifiée,  puisque  a  et  6  forment,  par  hypothèse,  une  solu- 
tion de  la  proposée. 

1S9.  Conséquence.  -—  Si ,  dans  les  formules 

^  =  6-4- a/,      x  =  a — bty 

^  &it  successivement 

r=:o,  I,  2,  3,47-..7     et    #=  —  I,  —  2,  —  3,..., 
*^fa  deviennent 
r=€,6H-a,€4-2^i,64-3tf,...(  ^Jr  =  6  — fl,^  — 2fl,6  — 3£i,..., 


'=«,a— 6,a — 2  6,  a — 36,...)        (x:=a-|-6,a-4-2  6,a-h36,.... 
Mg.JB.,  lo*  éd.  .  j5 
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IVoii  Ton  voil  ([lie  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  ix 
gatives,  de  la  proposée,  forment  deux  progressions  par  rtifférenct , 
dont  ta  raison  est ,  pour  les  valeurs  fie  k^  ie  coefficient  dont  y  '  jU 
affecté  dans  l'équation ,  et  pour  les  valeurs  dey  y  le  coefficient  dont 
est  affecté  dans  la  mente  éqttatitm. 

150.  Autre  MéTHODK  pour  résoudre  Téquation 
ax  -\-  bjr  ^  c. 

D'jiprès  ce  qui  a  été  démontré  an  n**  Ilt9 ,  tonte  la  difficulté 
pour  résoudre  complètement  cette  équation ,  consiste  à  trouver 
une  première  solution ,  puisqu^on  obtient  ensuite  toutes  les  autres 
au  moyen  des  formules 

r  =  6  -f-  «/ ,     X  :=:  a  —  bt. 

Or  on  peut  toujonrs  obtenir  une  première  solution  en  s'a|>- 
puyant  sur  les  propriétés  élémentaires  des  fractions  continues. 
En  effet ,  supposons  d*abord  que  l'équation  soit 

ax  —  d/  =  f ,  .1 

a  ei  b  étant  deux  nombres  absolus ,  mais  c  pouvant  être  positif  ou 
négatif. 

Convertissons  en  fraction  continue  la  fraction  ^9  qui  doit  étrf 

irréductible  (n^  128),  et  formons  les  réduites  consécutives. 

La  dernière  sera  y  ;  cl  si  Ton  nomme  — ;  Ta  vaut -dernière,  ou 
o  m 

aura,  d'après  les  propriétés  connues,  la  relation 

savoir  :  -h  i  si  la  réduite  r  «?st  de  rang  pair,  et  —  i  si  cette  rcduiie 

est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu'elle  soit  de  rang  pair;  il  en 
résulte  V égalité  vérifiée  /i  X  w'  —  ^  x  w  =^  H-  '• 

Multiplions  s^  deux  membres  par  c, 

il  vient  a:><m'c-^by<nic=zr. 

résultat  qui  ne  diffère  de  Téquation  ax  —  6r  =  < 

c[u'en  ce  (pic  x  eïj'  sont  remplacés  par  m'c  et  me  ; 
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(iooc     xzzim'cy     Y  :=  me     forment  u/ie  soiuiion  de  Téquation. 

o 
Si  la  réduite  ^  est  de  rang  impair,  on  a  a  X  />«' —  ^  X  /«  =  —  i  ; 

d où ,  multipliant  par  —  c,rtX(  —  m' c)  —  6x(  —  me)=:c. 

Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  Véquation  ax  —  br  =^c^  on 

<n  conclut    x  =  —  iw'c,    jr  z=  —  /wc,    pour  soiuiion. 

Si  réquation  est  de  lu  forme     /ijr4-6/=r, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coefficients 
'/  et ^  sont  de  même  signe ,  on  peut 
ia  modifier  et  l'écrire  ainsi  :  ax  —  b  y<    —  r)=:i  c. 

DèsloFS,  en  formant,  comme 
ci-dessus ,  règalité  a  X  m'.c  —  b  "X,  me  =z  c ^ 

ou  bien  celle-ci,  ^X( — m'r}  —  by<{me)=zey 

on  pourra  conclure  que  x  =  //i  '  c,     x  =  —  me ,     ou 

xz=  —  «  ' c ,     y  z=  mcy     forment  une  solution  de  l'équation . 

Ainsi,  quelle  que  soit  l'équation  proposée ,  on  peut  toujours, 
au  moyen  des  fractions  continues ,  obtenir  une  première  soiuiion 
de  cette  équation  ;  et  les  formules  r  =  6  -+-  a^,  x  =  a^  bi, 
doonent  ensuite  toutes  les  autres. 

151.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  suivante  : 

29  j*  H-  17/  =  25o. 

La  fraction  —,  convertie  en  fraction  continue ,  donne,  ponr 

,  ,  ,  I     2     6     la     ao 

les  réduites  consécutives,  -,   -,   ^,  — ,  --^* 
I      I      3      7       17 

D'où  résulte  Végaliié  vérifiée  29  X7  —  17X  12  =  —  i. 

;  Ici  la  réduite  -^  est  de  rang  impair.  ) 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  —  aSo  ;  il  vient 

29  X  (—  1750)  —  17  X  (—  3ooo)  =  25o; 

i5. 
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mais  la  proposée  f^eut  être  écrite  ainsi  : 

29X  x  — 17  x{— r)=a5o; 

doù  l'on  voit  que     x  =z  —  i75o,     ^=  3ooo,     forment  une 
solution. 

Les  formules  deviennent  alors      \  ^  "  ' 

I  x=:  —  1750 —  17^. 

Si  Ton  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers et  positifs,  il  faut  supposer  /  négatif:  ainsi 9  changeant  le 
signeder,  on  a /  =  3ooo  —  29^,  j:  =  —  1750 -4- 17^  ;  et  ilcsi 
évident  que  les  valeurs  de  j?  et  de  ^  ne  seront  positives  qu'autant 

ii75o^ 
3ooo 

■ou,  effectuant  les  divisions,     /  *>  102  — ,     mais     <*  io3  —  • 

"7  29 

Donc  r  =  io3  est  la  seule  valeur  de  Tindéterminée  qui  rende  x 
et  y  positifs. 

Pour  /  =  io3,  on  trouve  x  =ri ,  /  =  1 3 ,  valeurs  qui ,  sub- 
stituées dans  l'équation ,  donnent 

29X  I  -4-17  X  i3  =  29 -H  221  =r25o. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  l'équation. 

ISS.  Dans  quelques  circonstances ,  on  peut  obtenir  la  première 
solution  sans  être  oblige  de  convertir  t  en  fraction  continue, 

i^.  Si  l'un  des  deux  coefficients  a  et  6  est  un  sous-multiple 
exact  àe  la  quantité  toute  connue  c ,  l'équation  donne  sur4e-cfaarop 
cette  solution. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  5x  -*-3/  =  78  ;  le  coefficient  3 
divise  78,  et  donne  pour  quotient  26. 
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Dooc,  si  Ton  pose  x  =  o  el  /  =  26,  l'équation  est  satisfaite  ; 
czT  elle  devîeDt         6x0-1-3x26=78. 
Les  autres  solutions  se  trouvent  d'après  les  formules  <    i^    k 

Soit  encore  l'équation         1 2  a:  -H  35^  =  1 56. 

Gomme  i56  est  divisible  par  12  et  donne  i3  pour  quotient,  il 
seosoit  que  jr  =  o^  x-=  i3  forment  nue  première  solution;  et 
ion  a,  pour  les  formules  relatives  à  l'équation  proposée, 

x=r  i3  —  35f,     y  z=z  12 1. 

2^,  Tontes  les  fois  qu'à  l'inspection  de  l'équation ,  on  reconnaît 
que  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a  et  b^  multipliés 
respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne  un 
sous-multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s'obtient 
encore  sur-le-champ. 

Soit,  par  exemple,  l'équation       25x —  16/  =  12. 

Comme ,  en  faisant  x  =  2,    /  =1  3, 

on  trouve  25  X  2  —  16  X  3  =  2, 

multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée  par  6,  quo- 
tient de  12  par  2  ;     il  vient     25  X  12  —  16  X  18=12; 
ce  qui  prouve  que     x=  12,    x=zi8      satisfont  à  la  proposée  ; 
d'où  les  deux  formules    x=i2-Hi6/,    j=i8-l-25r. 

Soit  encore  Téquation  1 3  x  —  i^'jjr  =zOy 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  x  =:  o,       j  =  o. 

Ainsi,  les  fonnules  générales  sont  x=:47',  /=:i3^ 

Au  reste,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont 
qiiedes  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis  que  la 
«•onvcrsion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours  certain 
pour  Y  parvenir. 
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Nous  engageons  les  commençants  à  s'exercer  également  sur  les 
deux  méthodes  que  nens  avons  exposées,  et  qui  sont  les  plus 
simples  des  méthodes  connues. 

155.   A  la  seule  inspection  des  sit;nes  de  l'équation 

ax  -\-  hy  ■=  c  j 

on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs est  limité  ou  infini, 

i".  Lorsque  6  est  positif  (/?  peut  toujoui-s  être  supposé  tel), 
le  nombre  des  sohitions  est  limité. 

c  —  by 
En  effet,  de  la  proposée  on  déduit  x  =: 

Or,  si  c  est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  Ton  donne  à/, 
la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative;  ainsi ,  dans  ce  cas, 
réquation  n'admet  aucune  solution. 

Si  c  est  positif,  on  ne  peut  donner  à  y  des  valeurs  positives  plus 

grandes  que  j  :  autrement  x  serait  négatif;  d'ailleurs ,  à  la  plus 

grande  valeur  de  y  correspond  la  plus  |x'tite  pour  x,  et  récipro- 
quement :  donc ,  etc. 

2°.  Lorsque  b  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  r,  le  nombre 
des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  x^cn—bt,       y=z^-\-aC 

deviennent, le  signe  de  h  étant  mis  en  évidence, 

X  =za-\-bt. 

Or,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  a  et  €  sont  deux 
nombres  négatifs,  il  suffit,  pour  que  x  et  /  soient  positiR»,  de 
supposer  à  f  des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes 

a       Ç 
que  celles  de  t  et  -.  Ainsi,  l'on  peut  donner  à  t  des  valeurs  en- 
tières quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotients. 
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154.  Dans  Thypothèse  où  a^b^c  sont  |K)sidfs  à  la  fois,  on 
))eut  toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  com- 
prises les  valeurs  de  l'indcterminée. 

Pour  cela,  dans  les  deux  formules,  qui  sont  alors 

/  =  6-h<îf,      jr  =  a — bl  ^ 
il  suffit  de  poser  les  inégalités         6-+-fl/^o,     a=^f^o, 

.Ça 

d'où  Ton  déduit  (  n"  iOS  )  /  >- »     mais     /  <"  t- 

'  a  b 

Lc^rsquu  ces  deux  inégalités  ne  s'accordent  |)as,  c'est  une  preuve 
que  l'équation  n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers  et  posi- 

tifs  ;  mais  si  elles  s'accordent ,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu'on 

g 

iKul  attribuer  à  t  entre  les  deux  limites et  -»  exprime  le 

a       b         * 

nombre  total  des  solutions. 
if.  B.  —  Comme  la  diiTérence  entre  la  limite  supérieure  -r  et 

I   ,.    .      .   ^,  .  6  aoL-hbt         c    .^  .    .        . 

la  limite  mferieure 1  est ; —   ou  — r  (a  cause  de  la  rela- 

a  ab  ab 

c 
tion   /ïa-f- ^6  =rc),  il  s'ensuit  que    —=  ^     ou    7 -h  i    (7  expri- 
mant la  partie  entière  du  quotient  de  r  par  iib)^  est  le  maximum  du 
nombre  total  des  solutions. 

§  II.  —  Des  Equations  et  Problèmes  indéterminés  à 
trois  ou  un  plus  grand  nombre  et  inconnues. 

15».  Considérons  d'abord  le  cas  de  fi(*iu:  équations  à  trois  in- 
(fmnues. 
Soit ,  pour  premier  exemple ,  le  système  des  deux  équations 

5xH-4r-^  2  =  272,  (i) 

8x  -h 9/  -I-  3z  ^  656,  (2) 

tians  l'une  destpielles  l'inconnue  z  est  affectée  d'un  coefficient  égal 
•'  l'imite.  —  Commençons  par  éliminer  «. 
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A  cet  effet,  multiplions  la  première  équation  par  3,  et  retran- 
chons la  seconde  du  résultat  ;  il  vient 

7x  -h37=  160,  (3) 

équation  qui  peut  remplacer  Véqualioft  (2). 

Appliquant  à  Téquation  (3)  la  première  méthode,  on  trouve  les 

deux  formules  <  .. 

|r=5i-+-7r 

Reportant  ces  deux  expressions  de  x  et  de^  dans  la  première  I 
équation  ,  on  obtient 

5(i  — 3r)-h4(5i-4-  7/)-K»=272, 
ou  réduisant,  2  =  63 — i3r. 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  eo 
fonction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi ,  en  donnant  à  f  des  va- 
leurs entières  quelconques ,  on  en  obtiendra  de  semblables  pour 
^>  7i  >)  c^  c^  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées; 
car,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  système  des  trois  formula  j 
éffuivaut  aux  deux  équations. 

Si  l'on  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x,x,fj 

il  est  évident  que  /  ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif; 

5i 
mais  on  peut  supposer  /  =  o,  —  1,-2,...,  jusqu'à  /  =  — ;: 

ou  — 7-1  c'est-à-dire  —  7,  puisque  /  doit  être  entier. 
Faisant  donc 

t  =  Oy  —I,   —2,   —3,   — 4>   —5,  —6,   —7, 

I*=  >T  4>  7»  'o,  i3,  16,  19,  aai 
r  =  5i,  44,  37,  3o,  23,  16,  9,  2; 
3=63,  76,  89,   102,   ii5,   ia8,   i4i»  »54; 

d'où  Ton  voit  que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solumnf 
ilirPérentes. 


A    FLDS    DE    DftUX    IVCONNUES.  233 

Soieot,  pour  nouvel  exemple  «  les  équations 

6jr-+-7r-+-4«=  >22,  (i) 

iij:4.8^--6«=i45.  (a) 

Pour  éliminer  s  entre  ces  deux  équations ,  multiplions  la  pre- 
mière par  3  et  la  seconde  par  2 ,  puis  ajoutons  les  résultats  mem- 
bre ï  membre  ;  il  vient 

4ox-+.37/  =  656,  (3) 

etjuation  pour  laquelle  on  trouve,  d'après  la  première  méthode, 

x=:37/-+-   9 
X=   8  — 4or 

Reportant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  on  obtient 

6  (  3  7  f -+- 9  ) -4- 7  (  8  —  4  o  0 -^- 4  »  =  «  2  2 1 

"u  réduisant , 

2»— 29/1=6.  (4) 

Ici  l'ÎDcoonue  z  n'est  pas,  comme  les  deux  autres,  j:  et  /, 
^primée  en  fonction  entière  de  Tindétermince  i.  Ainsi ,  il  faut 
«core  appliquer  à  Téquation  (4)  Tune  des  deux  méthodes 
connues. 

On  a,  d'après  la  i'^  remarque  du  n°  158,  pour  les  formules 
reWvesà  cette  équation , 

/=2r,         8=:29/'-f-3. 

Comme,  d'ailleurs,  tonte  valeur  entière  de  1,  substituée  dans 
^  expressions  de  x  et  de  ^,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
'ocoonues,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  y  met  2/'  à  la  place  de  /,  on 
•^liendra  les  trois  formules 

x=74f'^-   9, 

j=    8     -80/', 

z  =  29  r'  -^-  3  , 
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qui  comprendront  Ions  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  jc,  v,  2. 
propres  à  vérifier  les  équations  proposées. 

Si  i*on  ne  veut  que  des  solutions  directes ,  il  est  visible  que  /'  nr 
peut  être  positif,  puisque  alors  f  serait  négatif;  et  t'  ne  peut  êtrf 
négatif ,  puisque  z  et  x  seraient  négatifs. 

Mats  rhypothèse     r'  =  o     donne    1^  =  9,     7=8,     sr=3; 

donc  ce  système  est  le  seul  qui  satisfasse  aux  deux  équations. 

156.  En  résumant  la  marche  précédente,  on  en  conclut  celle 
règle  générale  :  —  1°.  Éliminez  l'une  des  inconnues  entre  les  équa- 
tions proposées,  et  cherchez  pour  l'équation  résultant  de  cette  éli- 
mination ,  les  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent  y  en  fonction  kntikee  d'une  indéterminée  t.  — 2®.  Substituez 
ces  expressions  dans  l'une  des  équations  proposées  ,  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus  que  t  et  l* inconnue  qni 
l'on  avait  d'abord  éliminée.  —  3°.  Déterminez ,  pour  cette  noupcllt 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deuj 
inconnues  qui  y  entrent ,  en  fonction  kntiàrf.  d'une  seconde  indt- 
terminée  t'.  —  4***  Substituez  enfin  l'expression  de  t  dans  celles  dts 
deux  premières  inconnues. 

Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi  exprimées  en 
fonction  entière  der';  et  il  ne  s*agit  plus,  après  cela,  que  de  dé- 
terminer pour  t'  les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se 
trouver  pour  que  celles  des  inconnues  pnncipales  soient  entières 
et  positives. 

N,  B.  —  Toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues  a  pour  coefli- 
cient  Tunité  dans  Tune  des  équations ,  il  est  plus  simple  dVliminer 
cette  inconnue ,  parce  qu*aprés  avoir  exprimé  les  deux  autres  tv» 
fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  si  Ton  reporte  ce^ 
valeurs  dans  l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  affeclce  d'nn 
coefficient  égal  à  Tunité ,  on  obtient  immédiatement  cette  tit)isièiD>' 
inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée;  ainsi. 
dans  ce  cas,  une  seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations 
du  n"  I5i$  en  ont  offert  un  exemple. 

157.  Voici  la  marrhc  qu'il  faut  suivre  pour  Irois  équations  ' 
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quatre  incoDnues  :  —  Après  avoir  éliminé  l'une  des  inconnues  ,  on 
fjrprime ,  à  l'aide  des  deux  équations  résultantes ,  et  d'après  ce  qui 
vient  d'être  dit,  les  trois  autres  inconnues  en  roifcriON  EVTiiKF. 
d'une  même  indéterminée  ;  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'une 
rf^ç  équations  proposées.  Si ,  dans  la  nou(^cile  équation  ,  les  coeffi- 
cients des  deux  inconnues  qui  y  entrent  sont  différents  de  l'unité  , 
"'»  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en  fonction 
rjFTiiiiE  d'une  seconde  indéterminée  ;  puis  on  remplace,  dans  les 
'/pressions  des  trois  premières  inconnues,  la  valeur  de  la  première 
ndétemiinée  en  fonction  de  la  seconde ,  et  l'on  obtient  ainsi  les 
'juatre  inconnues  primitives  en  rowcrioif  kntièbk  de  la  seconde 
•^déterminée. 
Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à  cinq  inconnues ,  etc. 

y^A.  Nous  imposerons,  pour  exercice,   les  questions  sui- 

vanles: 

Peemièrr  question.  —  Un  monnnyeur  a  trois  sortes  d'argent. 

1 
'Sur  I  kilogramme ,  la  première  contient  ^  d'argent,   la  seconde 

M  g 

-^yetia  troisième  -^.  Il  veut  faire  un  alliage  de  '3o  kilogrammes 

3 

/^««f,  qui  sur  i  kilogramme  contienne  j  d'argent, — Combien  (en 

lombres entiers  )  doit-il  prendre  de  kilogrammes  de  chaque  sorte? 

'  l  a:=  lo,      12,      i4,      i6,      i8, 

j      Réponse.  <^==20,      i5,      lo,        5,        o,  | 

(   2=    o,       3,       6,       g,     12, 
l^'est-à-dire  cinq  solutions,  eu  admettant  o  pour  valeurs  de  x 

H  de  z. 

SicoKDE  QUESTION.  —  Trouvcr  trois  nombres  entiers  tris  que  la 
^^me  de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3,  5,  7,  soit 
''taie  à  56o ,  et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés 
9'  25,  49 1  soit  égale  h  2920. 

/  x=  i5,  5o,  \  \ 

\       Hèponyr.    J   v  =  82,   4^5  M  c'est- rt-d i ro  r/ef«-r  solutions,    j 

(   z  =  1 5 ,  3o ,  )  / 
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Teoisiàve  question.  —  Trouver  un  nombre  entier  N  qui  y  ètûh 
divisé  par  1 1,  donne  le  reste  3;  divisé  par  19,  donne  le  reste  5  ]i 
divisé  par  29 ,  donne  le  reste  xo. 


( 


Réponse.  N  =  4128  -h  6061  r,  t  étant  entier;  en  sorte  ] 
que  4128  est  le  plus  petit  nombre  ^itier  absolu  qui  satisfait 
à  l'énoncé.  I 


QuATftiÀHE  QUESTioif  •  —  Trouver  pour  x  un  nombre  tel  que  U 

Zx — 10       iix-f-8       \&x — 1  ,  1^ 

expressions  >     >    = ,  soient  des  nomort 

7  17  5 

entiers,  1 

i         I 

(  Réponse,   x  =  2 1 1  -h  SgS  t,  )  \ 

I 
159.  Remarque  importante, —  Si ,  dans  la  dernière  question ,  01 

,,  .  ,  .  Sx  — 10  iix-f-8  i6x— I 
désigne  par  y^z  civiles  quotients > ?  — ? — 

7  17  0 

on  a  pour  les  équations  du  problème  , 

3x — 10=77,     m?-h8=i7«,     i6x— i  =  5j' 
ou  bien..  3x  —  77=10,     iix  —  171= — 8,  i6x  — 5*'  =  ' 

Il  faudraitdonc  leur  appliquer  la  marche  indiquée  dans  le  numei^ 
précédent  pour  trois  é([uations  à  quatre  inconnues.  Mais  non 
allons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterroinfl 
la  valeur  de  x  ,  qui  est  ici  T  inconnue  principale.  Ce  moyen  « 
d'ailleurs  applicable  à  toutes  les  questions  du  même  genre. 

D*abord  ,  si  nous  considérons  la  troisième  expression  — -v'  " 

dont  le  dénominateur  est  le  plus  simple ,  elle  revient  à 

X—  I 

3X  +  -5-, 

ainsi,  portr  qu'elle  soit  entière  ,  il  faut  et  il  suffit  que  jp—  *  ^ 
un  multiple  de  5. 
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Posons  donc  — = —  =  /;     il  en  résulte     jc  =  i  -^  5  t. 
5 

Toute  Taleur  entière  de  t ,  substituée  dans  cette  dernière  équa- 
tion, donnera  pour  x  un  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième 
condition  de  l'énoncé. 

Substituons  dans  la  première  expression  ^ 9  la  valeur 

de  X  qu'on  vient  d'obtenir  ;  elle  se  change  en 

iSt  —  n  ,  .      .  ' 
^      ou  réduisant,      zt — !-!--• 

7  7 

On  voit  qae  celle-ci  seia  entière  si  Ton  suppose  t=i']i'  ;  d'ailleurs 
c«tte  condition  est  nécessaire.  Ainsi  y  pour  que  la  première  et  la 
troisième  des  expressions  proposées  soient  entières ,  il  faut  et  il 

suffit  que  l'on  ait  x  =  i  -I-  5r, 

f  eunt  de  la  forme  t=  ']t\  ce  qui  donne       a:  =  1  -f-  35/'. 

Portons  dans  la  seconde  expression  cette  nouvelle 

nleurdex;  il  vient 

385/'-+- 19  ^  ,  2(1  —  3/') 

17  17 

Or  2  est  premier  avec  1 7  ;  donc ,  pour  que  la  seconde  expres- 
son  soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  i  -^  3  /'  soit  divi- 
fiblcpar  17. 

Posant :=  /",  on  en  tire       t'  = 5-^ — » 

17  3 

/"-f-i 
«1,  effectuant  la  division ,  r'  =  —  6  /"  H ^— . 

Soit  — ~-  =  /*,  on  obtient  /"  =  3/*  —  1  ; 
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Reportant   celle  valeur    dans  TexpressioB  x=:i4-35/'j 
obtient ,  toute  réduction  faite , 

x==  211  —  595/'*. 
Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  de  xsu 
*ceptibles  de  satisfaire  à  Ténoncé. 

Soit  r*'  =  G ,  on  trouve  x  =  ai  i  :  c'est  le  plus  petit  de  tous! 
nombres  cherchés. 

En  supposant  à  t'"  des  valeurs  négatives  quelconques ,  on  obtie 
drait  les  autres  solutions  [en  nombres  positifs]. 

N.  B,  —  Nous  remarquerons  que  SgS ,  coefficient  de  t"  dans 
formule ,  est  le  produit  7X17X5  des  dénominateurs  des  iw 
expressions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cel 
propriété  y  qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  soot  p 
premiers  entre  eux  ;  car,  dans  ce  cas ,  le  coefficient  est  égal  s 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs, 

140.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  dits  />/i 
qu'indéterminés ,  c'est-à-dire  de  ceux  pour  lescfuels  le  nomb 
des  équations  est  moindre  de  deux  ou  de  plusieurs  unités  que 
nombre  des  inconnues. 

Soit  d'abord  l'équation  à  trois  inconnues ,  ax  -^bjr  -^cz^^ 
Si  l'on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre ,  il  vient 
ax  -h  i^x  =  d  —  cz     ou     ax  -h  bx  =:  c' 

(c'  désignant  la  quantité  d  —  cz,  qu'on  regarde  pour  le  moDiet 
comme  connue). 

Cela  posé ,  -l'on  établit  pour  l'équation  ax  -f-  by  =  c 

les  deux  formules  x  =  a  —  bt ,     y  =  6  h-  al. 

Après  quoi,  Yen  remplace  dans  «  ^r  6 ,  c'  par  sa  valeur  d  —  f' 
alow  X  et  7  se  trouvent  exprimés  en  fonction  entière  de  Pindettt 
minée  t,  et  de  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé ,  par  exemple ,  de  payer  1 87  francs  aoec  despi^^f 
de  5  francs  y  6  francs  et  20  francs,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x,/,  z  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  la» 
donner  de  chaque  sorte  ;  on  a  l'équation 

5x  -h  6j  +  20Z  =  187, 
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|ui  revient  à  5x  H-  6/  =r  1 87  —  20z  =  r '. 

Tirant  de  celte  é(|uation  la  valeur  de  x , 

c'  —  6  Y 

ma  X  = p— ^ , 

5 

DU  bien ,  X  =  — jr  -4 1 . 

5 

c' y 

Posant       -,      =  ^,  on  en  déduit    j  =  c'  —  5/, 
5 

d'où  x=z  —  c'-h6r. 

Remplaçant»  dans  ces  deux  formules ,  r'  par  sa  valeur  187 —  20  z, 

\X=       187  — 20Z  — 5r, 


on  trouve  enfin  •  1  «  n 

I  x  =  —  187  -f-  203  -4-  (yt. 

Tant  que  Ton  admettra  pour  j?  et  j^  des  nombres  entiers ,  positifs 
ou  négatifs,  on  pourra  donner  à  z  et  à  r  des  valeurs  tout  à  fait  arbi- 
traires; mais  si  Ton  veut  satisfaire  directement  à  Ténoncé,  la  forme 
même  de  l'équation  proposée,  5  j:  -f- 6^  -H  202  =:  187 ,  prouve 

que  z  ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  — ^  on  o  —  ; 
'^  20         ^  20 

^T,  autrement ,  x  ou  7  serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  «  =  o,  1 ,  2 ,  3 , . .  .  ,  @ ,  9. 
^»  l'on  fait  2=0,  les  valeurs  de  x  et  de  x 
<feviennenl  |^=-.87+6r, 


\X=       187 -5r; 

Wamles  qui   prouvent  que  /  doit  être  >  -^  »  mais  <^  -~  ^ 

I  2 

'^0  >  3i  j;j  mais  <^  37  ^«  Donc  /  peut  recevoir  six  valeurs, 

^voir:32,33,  34,35,  36  et  37. 
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(  1  =  32,33,34,35,36,37, 
Ainsi,  pour2  =  o,on  a  j*=    5, 11,17,23,29,35, 

\X=  27,2a,  17, 12,   7,  2. 

j  jt=  —  167  H-6/, 
Soît»=  I,  on  trouve  |^__       ,67— 5  r; 

d»où  ^>  i|2  ou  27  g,  mais  <  ^ou  33  |-,  ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28,  29,  3o,  3i ,  32  et  33. 

ir  =  28,  29, 3o,  3i,  32, 33, 
x=  I,  7,  i3, 19,25,31, 
7=27,22,  17,  12,   7,  2. 

i  r=  25,  26,27,28,29, 
Pour  s  =  2,  on  trouverait  1  *  ~    ^»   9>  i5,  21,  27, 


(  t  =  22, 23,  24)  ^^f 
Pourz  =  3,  |*=   5,11,17,23, 


7  =  22,  17,  12,    7,   2. 

t  =  22,  23,  24)  ^^f 

x=   5,  II,  17,  23, 

jr=:   17,  12,     7,     2. 


!x  =  —  27  -h  6f, 

d'où  r  >  ^ou  4ij  mais  <  ^  ou  5  §•  Alors  i  ne  peut  recevoir 
^    5  2  5  o 

que  la  valeur  r  =  5  ;  ce  qui  donne  j:  =  3 ,  y  =  2. 

Enfin,  à  l'hypothèse  «  =  9  il  ne  correspond  aucune  solution; 
car  les  formules  deviennent         x  =  —  7H-6r,     7  =  7— 5^; 

d*où  r>'  i  ou  I  ^5  mais  r  <  ^  ou  1  p;  résultats  contradictoires 
60  00 

en  tant  que  Ton  exige  des  solutions  entières. 
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141.  On  voit  assez  ce  qifil  faudrait  faire  pour  deux  équations 
à  quatm  inconnues ,  trois  équations  à  cinq  inconnues.  Cependant , 
oous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d*une  question 
de  ce  genre ,  pour  faire  voir  comment ,  à  l'aide  de  quelques 
considérations  particulières ,  on  parvient  souvent  à  simplifier  les 
calcals. 

Cinquième  qitestion.  —  Un  fermier  achète  ïoo  pièces  de  bétail 
pour  loo  ioufs,  sapoir  :  des  bœufs  à  lo  iouis  la  pièce,  des  vac/tes 
à  S  louis ^  des  veaiuc  à  2  louis,  et  des  moutons  à  un  demi-louis,  — 
Cmbien  a-t-il  acheté  d*animaux  de  chaque  espèce? 

Soient  j: y  jr^  s,  u  les  nombres  cherchés;  on  a  les  équations 

iH-     /-h    2-+-      «=:lOOj         (       x-i-      y -¥    8-|-tf=lOO, 

r  *  )^^\ 

•^  2  )  (2OX-I-  10j-h4*-f-tt  =  200. 

En  retranchant  la  première  équation 
delasecondey  on  obtient  19^-1-9/-+-  38=  100, 

cqualion  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  numéro  précédent. 
■ais,  avant  tout,  observons  qu'il  est  préférable  d'exprimer/  et  z 
^fonction  entière  de  j:,  1"  parce  qu'il  est  évident  que  x  ne  doit 

fK  avoir  de  valeurs  au-dessus  de ou  5  — \  tT  parce  que  1rs 

«efficients  de  ^  et  de  z  ont  nn  facteur  commun  ;  ce  qui  entraînera 
•«tswirement   une  condition  propre  à  déterminer  les  valoiirs 
tï'nvenables  de  x, 
D'après  ces  considérations ,  transposons  le  terme  19.^;  il  vient 

r 

100  —  \C^X 
j   ^> -f  3s=:  100  — 19X,      ou  bien,      ir-+-s= o — '~* 

.    Or,  puisque  l'on  demande  pour  .r,  j,  a,  m,  des  nombres  en- 

<imet  positifs,  il  faut  que  i??-^-^-  soit  entier  et  positif;  mais 

i- n'y  a  évidemment  que  j:=:  i  et  x  =  4j  qw>  puissent  satisfaire 
^  celte  double  condition. 

Mg.  B.,  lo'  éd,  '^ 
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Donc,  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  x  =r  1  et  x==i 
Soh  X  =  I ,  il  en  résulte  3 j^  -h  a  =  27 ,  ou  a  =  27  —  3 
Substituant  ces  valeurs  de  jt  et  de  z  dans  la  première  des  ëqa 

tions  proposées,  on  trouve  « z=  72 -+ 

La  première  de  ces  deux  formules  montre  que  y  ne  petit  pt 

être  ]>•  9  ;  ainsi, 

iy=z  o,  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  ç 
a=  27,  24,  21 ,  18,  i5,  12,  9,  6,  3,  c 
«  =  72,  74,  76,  78,  80,  82,  84,  86, 88, y 

Soit    jr  =  4>     î^  vient     3j  +  z  =  8,     d'où      z=:    8  —  3; 

et  .  tf  =  88  +  3j 

L'expression  de  z  prouve  que  y  ne  peut  pas  être  >  2;  ains 

(7=    o,      1,     2; 
pour  X  =  4>  o^  trouve  J  z  =    8,     5 ,     2  ; 

f«  =  88,  90,  92. 

D'où  l'on  voit  que  la  question  proposée  n'est  susceptible  que  d 
treize  solutions,  et  de  dix,  si  Ton  excepte  les  solutions  0. 

N.  B,  — Le  moyen  de  simplification  qui  vient  d'être  indiqu 
devient  quelquefois  une  modification  indispensable  à  la  nictliod 
exposée  n^  140. 

C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  pour  l'équation 

6.r-h  loy —  i5z=z  II, 

dans  laquelle  les  trois  coefficients  de  x,  y^  z,  considérés  deu^  < 
deux,  ont  un  facteur  commun. 

142.  Le  but  de  V Analyse  indéterminée  du  second  degré  &^ 
comme  celle  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  entiers  k 
problèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations  moindre  qu^ 
celui  des  inconnues.  Mais  comme ,  en  général ,  une  équation  oti 
second  degré  à  deux  inconnues  donne  Tune  d 'elles  en /o/ïfft'<>''"''^" 
tionnelie  de  l'autre,  il  s'ensuit  que  la  question  consiste,  i"^  dé- 
terminer, pour  l'une  des  inconnues,  des  valeurs  rationnels 
qui  aient  la  propriété  d'en  donner  de  semblables  pour  la  seconde; 
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.i**  à  dioisir  parmi  les  valeurs  de  la  première  inconnue  les  valeun» 
entières  qui  en  donnent  de  semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit , 
«iaprès  cela,  que  l'Analyse  indéterminée  du  second  degré  doit 
offrir  de  plus  grandes  difficultés  que  celle  du  pi^emier  degré.  C'est , 
en  effet,  une  des  théories  les  plus  difficiles  de  rAnal3rse  algé- 
brique; et  elle  sort  tout  à  fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à  la  Théorie  des  nombres  de  Legendra  et  à  V Algèbre 
de  .M.  Lbuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  déjà  puisé  les 
f^onct's  d\m  grand  nombre  de  problèmes ,  et  où  se  trouve  traitée 
nnp  série  de  questions  du  second  degré  à  deux  inconnues,  dont 
!és  éqnations  ne  renferment  que  le  produit  des  inconnues. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 
dun  degré  quelconque. 


Introduction,  —  De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  Textraction  de  la  ra- 
cine carrée,  de  même  la  résolution  des  équations  du  troisième, 
quatrième. . . .  degré ,  exige  qu*on  sache  extraire  la  racine  troisième , 
quatrième....  d*une  quantité,  soit  numérique,  soit  algébrique. 
^*»yez  le  n^  9,  pour  la  définition  des  mots  puissance  et  racine,) 

L'élévation  aux  puissances,  Textraction  des  racines  de  degré 
quelconque,  et  le  calcul  des  radicaux,  feront  Tobjet  principal 
<i«  ce  nouveau  chapitre,  qui,  avec  le  premier  et  une  partie  du 
troisiènie,  constitue  l'ensemble  des  opérations  que  l'on  peut  avoir 
•1  effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'obtenir 
<i^près  les  règles  de  la  multiplication ,  soit  arithmétique ,  soit  al- 
gébrique ,  cependant  la  formation  de  cette  puissance  est  assujettie 
^  une  loi  qu'il  faut  connaître  lorsqu'on  veut  revenir  de  la  puissance 
^  ia  racine.  Or,  comme  la  loi  de  composition  du  carré  d^une  quan- 

i6. 
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tité  numérique  ou  algébrique  esr  fondée  (  n''  86  )  sur  Texpression  à 
carré  d^un  binôme  »  de  même  la  loi  relative  à  une  puissance  an 
degré  quelconque  se  déduit  de  l'expression  d*une  puissance  ày 
même  degré  d*un  binôme.  C*est  donc  par  la  détermioalion  du  dé- 
vehppement  d'une  puissance  quelconque  fl*un  binSme  que  nom 
devons  commencer  cette  nouvelle  théorie. 

§  l^^.  —  Binôme  de  Newton  y  et  conséquences  qiden 
dérivent. 

145.   Introduction.  —  Si  Ton  fait  le  produit  de  plusieors  bi- 
nômes égaux  à  X  -hn ,  on  parvient  aux  résultats  suivants  : 

(X   -h    «)'    =    X      -\-   ^y 

(x  -h  fl)^  =  x'  -4-  2  flj:   4-  fl% 

(x-|-a)*  =  x*-f-3flx'  -h    3/i'x  -+-  a', 

(x -h  ay  =  jc*  "h  ^ax^ -^    6a' x' -h    ^a^x-ha*y 

(x-hfl)*  =  x*-h5/7x»-4-  io/i*x^-|-  ioa^x*-h  5/i*x-4-fl" 


En  jetarit  les  yeux  sur   ces  différents  développements,  on 
reconnaît  aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent ,  quant 
aux  exposants  de  x  et  de  n  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour 
les  coefficients.  Cependant  Newton  est  parvenu  à  en  découvrir 
une  au  moyen  de  laquelle,  le  degré  d'une  puissance  d'un  binôme 
étant  donné ,  on  peut  former  cette  puissance  sans  être  obligé  de 
passer  d'abord  par  toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n'a  hls»' 
aucune   trace  des  raisonnements  qui  avaient  pu  l'y  conduire: 
mais  depuis ,  on  a  constaté  d*une  manière  rigoureuse  Texistenre 
de  cette  loi.  De  toutes  les  démonstrations  connues ,  la  plus  élé- 
mentaire est  celle  qui  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  des  cofff^'' 
naisons.  Toutefois ,  comme  cette  démonstration  est  encoi*  a^' 
compliquée,  nous  commencerons,  pour  en  simplifier  l'exposition, 
par  résoudre  quelques  problèmes  relatifs  aux  combinaisons;  (i<>^' 
il  sera  facile  ensuite  de  déduire  le  développement  d'une  piiiswn'"' 
quelconque  d'un  binôme,  ou  ,  en  d'autres  termes  ,  fn/ormulf  ''• 
binôme. 
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THÉORIE    DKS    COMBINAISONS. 

ià\.  On  sait  déjà  que  le  produit  d'un  nombre  n  de  fac- 
k'urs  a^byCyd^.,.  ne  change  pas ,  dans  quelque  ordre  qu'on 
effectue  leur  multiplication.  Or  supposons  que  Ton  veuille  déter- 
miner le  nombre  total  défi  manières  dont  ces  différentes  lettres  peu- 
vent être  disposées  les  unes  à  la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui 
correspondent  à  chaque  disposition  que  Ton  fait  subir  à  ces  lettres 
se  nommen  t  permutations . 

C'est  ainsi  qne  deux  lettres,  a  et  b  ,  donnent  un  produit  unique 
(tb ,  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  a  ^  b  ^  c  donnent  un  produit  unique 
(ibc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc  ^  acb^  cab ,  bac  ^ 
hca  ,  cba  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a  ,  ^  ,  c  ,  r/  ,  ^ , .  . .  ;  si 
on  les  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres,  2  à  2,  3  à  3,  4^4'*  ^  •' 
lians  tous  les  ordres  possibles ,  de  manière  ,  toutefois  ,  que  ,  dans 
chaque  résultat ,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des 
lettres  données  ,  on  peut  demander  l'expression  du  nombre  total 
(les  résultats  que  Ton  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu'on 
appelle  des  arrangements. 

Ainsi ,  ab  j  ac  ^  ad ,,  .  .  j  ba  ,  bc  ,  bd , .  ,  . ,  ca  ,  cb  ,  cd ^ .  .  . 
sont  des  arrangements  2  à  2  des  m  lettres. 

De  même  ,  abc ,  abd , .  .  . ,  bac  ,  bad, .  .  . ,  acb  ,  acd ,.  .  .  sont 
lies  arrangements  3  à  3 .  . .  . 

Knfin ,  lorsqu'on  dispose  ainsi  les  lettres  2  à  2 ,  3  à  3,  4  à  4  >  •  •  • , 
on  peut  exiger  que  deux  quelconques  des  résultats  que  Ton  forme 
ne  soient  pas  composés  des  mêmes  lettres^  c'est-à-dire  qu'ils  diffè- 
rent entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  ;  et  l'on  peut  deman- 
iler  alors  le  nombre  total  des  résultats  qu'on  obtient  ainsi.  Dans 
ce  cas,  les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi ,  ab,  ac,  bc  ,.  .  ,,  ad ,  bd, .  .  .  sont  des  combinaisons  2  à  2, 
toutes  distinctes  les  unes  des  autres ,  puisque  deux  quelconques  des 
ipsullals  diffèrent  au  moins  pur  l'une  des  lettres. 

De  uicmc  ,  abc  ,  abd ,. .  , ,  acd ,  brd , .  sont  des  combinaisons 
3.\3.... 
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Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
mots  permutation  ,  arrangement  et  combinaison. 

On  nomme  i".  Permutations,  les  résultats  qu'on  obtient  en  dis- 
posant les  unes  à  la  suite  des  autres ,  et  dans  tous  les  ordres  pos- 
sibles ,  un  nombre  déterminé  de  lettres ,  de  manière  que  toutes  les 
lettres  entrent  dans  chaque  résultat,  et  que  cJiacune  d'elles  n'y  entre 
qu'une  fois, 

2°.  Arrangements,  les  résultats  qu'on  obtient  en  disposant  les 
unes  à  la  suite  des  autres ,  et  dans  tous  les  ordres  possibles, 
2à2,  3à3,  4^4>**->  "  ^  ">  ""  nombre  m  de  lettres, 
m  étant  ^  n  (chaque  résultat  ne  tlevant  renfermer  la  même  lettre 
qu'une  seule  fois). 

On  peut  toutefois  supposer  n  =im  ;  auquel  cas  les  arrange- 
ments n  k  n  deviennent  de  simples  permutations. 

3".  Enfin ,  Combinaisons,  les  groupes  d'arrangements  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  qui 
y  entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
tions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

145.  Premier  problème.  —  Déterminer  le  nombre  P„  des  permi- 
TATiONS  elont  n  lettres  sont  susceptibles. 

D'abord  ,  deux  lettres  atib  donnent  évidemment  les  deux  i)er- 
mutations  ab  et  ba.  Ainsi  ,  le  nombre  P,  des  permutations  de  deux 
lettres  est  ^y  ou  1X2. 

Donc  Pj=:  I  X  2. 

Soient  actuellement  3  lettres ,  a ,  b  ^  c.  Mettons  à  part  une 
quelconque  de  ces  lettres ,  c  par  exemple  ,  et  écrivons  à  la  droite 
des  deux  arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres  y  U 
lettre  r  ;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres ,  ^^^^  ' 
bac.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  à  part  chacune  des  trois  let- 
tres, il  s^ensuit  que  le  nombre  Pj  des  permutations  de  trois  lettre 
est  égal  rt2X3,     ou      iX2X3  (*). 


(")  La  place  que  nous  avons  aKsignco  à  la  lettre  c  par  rapport  ûiis  ««ran- 
nemcnts  fl&,  ba^  est  ila  pair  com»ention.  Nous  aurions  pif  cpalomcnt  cuon'iM^ 
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Ainsi,  P3  =  I  X  2  X  3. 

En  géDéral,  soit  un  nombre  n  de  lettres,  a ,  ^ ,  r,  rf,...,  et  siip- 
K)sons  déjà  connu  le  nombre  P,_|  des  permutations  de  (n  —  1) 
ettres. 

Considérons  à  part  une  des  n  lettres ,  et  écrivons  cette  lettre  à 
a  droite  de  chacune  des  permutations  que  donnent  les  (n  —  i ) 
iutres  lettres  ;  il  en  résulte  P».,  permutations  de  n  lettres,  termi- 
)ks  par  la  lettre  qu*on  avait  d*abord  isolée.  Or,  comme  on  peut 
linsi  mettre  à  part  chacune  des  n  lettres,  il  s^ensuit  que  le  nombre 
otal  dds  permutations  de  n  lettres  est  égal  à  P„_,  X  n. 

En  termes  abrégés,         P„  =  P«_,  X  «. 

Soit  /i  =  2  ;  Pn.,  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qu  une  seule  lettre  peut  donner  ;  donc  P„_,  =  P,  =  i  ;  et  Ton  a 

P,  =  P,  X  2  =  I  X  2. 

Soit  /i  =:  3  ;  P„„,  exprime  le  nombre  des  permutations  de 
i3  —  1),  ou  de  2  lettres,  et  est  égal  à  i  X  2.  Ainsi, 

P3  =  P,X3=:i  X2X3. 

Soit  encore  /i  =  4  >  ^i-i  désignant ,  dans  ce  cas ,  le  nombre  des 
ptrmutations  de  3  lettres,  est  égal  à  i  X  2  X  3.  D'où 

P4  =  P3X4  =  >X2X3x4- 
On  voit  donc  que  la  formule  Pj,  =  P«_,  X  n  renferme  tous  les 
c^  particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi ,  rien  n'empêcherait 
àt  traiter  tout  d^abord  le  cas  général ,  sauf  ensuite  à  faire  successi- 
vement n=  I  ,  2,  3,  4>«-- 

IW.  Second  PBOBLiiiE.  —  Un  nombre  m  de  lettres  a ,  b,  c ,  d ,... 
*^'ant  donné  y  déterminer  le  nombre  A^des  arrangements  n  à  n, 
7«e  l'on  peut  former  avec  ces  ni  lettres ,  m  étant  supposé  plus  grand 

fu  n. 

^^  bire  occuper  à  la  lettre  c  la  première  place  h  gauche,  ou  mètne  de 
l'écrire  entre  les  lettres  a  cl  6  ou  6  et  a;  mais  cette  place  une  fois 
s^iCQco,  elle  doit  rester  invariable  pour  toutes  les  permutations  à  exécuter  : 
'ao«  qQoi  \\  en  rcsaUerait  des  répétitions. 


248  THÉORIE    DES    COMBINAISONS. 

Pour  l'ésoudre  sur-le-chainp  celte  question  générale,  supposons 
déjà  connu  le  nombre  A„-.i  des  arrangements  [n —  i)  à  («  — 
que  Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres. 

Considérant  un  quelconque  de  ces  arrangements ,  écrÎTons  à  sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n^y  entrent  pas  et  dont  le  nombre 
est  nécessairement  m  —  [n  —  i)  ou  [m  —  n-l-i);  il  est  évideni 
que  Ton  formera  ainsi  un  nombre  (m  —  /i  +  i)  d'arrangemeDts 
de  n  lettres  ,  différant  tous  entre  eux  par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  (n  —  i)  lettres ,  etécri-| 
vons  à  sa  droite  les  (/w  —  /i  4-  i)  lettres  qui  n'en  font  pas  partie 
nous  obtiendrons  encore  un  nombre  (/«  — '/?  -h  i  )  d'arrangements 
de  n  lettres,  différant  tous  entre  eux  et  différant  des  précédents, 
au  moins  par  la  disposition  d'une  des  (/<  —  i)  premières  lettres, 
Comme  d'ailleurs  on  peut  considérer  à  part  chacun  de  A..,  arran- 
gements [n  —  i)  à  {/i  —  i),  et  écrire  successivement  à  sa  droite  les 
[m  —  /i  -+-  i)  lettres  qui  n*y  entrent  pas ,  il  s'ensuit  que  le  nombre 
total  des  arrangements  de  m  lettres  /»  à  /i  est  exprimé  par 

A„  =  A„_,(/ii  —  /!-+-  i). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  d'arrangements  de  m  letti^s  2à2,  3«\3,4à4r*" 

Faisons  /i  =  2,  d'où  /w  —  /i  +  i  =  /w  —  i ;  Ab__,  exprime,  dans 
ce  cas,  le  nombre  total  des  arrangements  (2  —  i)  à  ;2  —  i)>  ^" 
I  à  I,  et  est,  par  conséquent,  égal  à  m  ; 

donc  la  formule  devient         A^  =  A,  {m  —  i)=z  m  [m  —  i)- 
Soit  /i  =r  3,  d'où  m  —  ;i  -+- 1  =  w  —  2  ;  il  en  résulte 

A3  =  Aï  [m  —  2)z=:  m(m  —  i  )  ('w  —  2). 
Soit  encore  /»  =  4  >  *^'^"  "'  —  n  -^  i  =  m  —  3;  on  obtient 

A4  =  Aj  (m  —  3)  =  m  (m  —  i  )  (tn  —  2)  (m  —  3j. 

Et  ainsi  de  suite. 

iV.  B,  —  D'après  la  luaniére  dont  les  cas  particuliers  ont  ^'^' 
déduits  de  la  formule  générale,  on  peut  conclure  que  celte  y- 
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mule  développée  revient  à 

A^^=zm(m  —  i  )  ( "»  —  2 )  ( w  —  3 ) .  . . ( //i  —  /i  +  i)  ; 

c'est- à-dire  que  Aj,  est  égal  au  produit  des  n  nombres  consécu- 
tt/sy  décroissant  depuis  m  inclusit*ement  jusqu'à  m  —  (n  —  \)  ou 
[m  —  D  -h  1  ) ,  aussi  inclusipement. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  déduire  de  cette  formule  développée 
celle  du  numéro  précédent,  c'est-à-dire  la  valeur  de  P«,  aussi 
développée. 

En  edety  on  a  vu  (n^  144)  que  les  arrangements  deviennent 
des  permutations  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement  égal  au  nombre  total  des  lettres 
considérées. 

Ainsi,  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m 
lettres  /là  n ,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres ,  il  n*y  a 
qn'à  faire,  dans  le  développement  ci-dessus,  m  =  /i  ;  ce  qui  donne 

/i(/î—  i)  (/i  — a)  (/i  — 3). . .  I. 

Renversant  Tordre  des  facteurs,  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  I ,  Tavant-dernier  est  2 ,  le  précédent  3 , . .  . ,  on  obtient , 
pour  le  développement  de  P„, 

P„=  1 .2,3.4 (''  — 2)(«—  >)'' j 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  consécutif  s  f  compris  depuis  i  inclusivement  jusqu'à  u  indu- 
i'vement, 

147.  Troisième  phoblàme.  —  Déterminer  le  nombre  total  C» 
fies  combinaisons  différentes  que  l'on  peut  former  avec  m  lettres 
f*  ri  ses  n  «  n. 

Il  est  évident  que ,  pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  m  lettres  nk  n^  il  suflirait  de  faire  subir  aux  n  lettres  de  cha- 
cune des  Cj,  combinaisons  toutes  les  )>ermutations  dont  ces  lettres 
sont  susceptibles.  Or  une  seule  combinaison  de  n  lettres  donne , 
comme  on  Ta  vu ,  P^  permutations  ;  donc  C„  combinaisons  de  // 
lettres  doivent  donner  C„X  ?„  arrangements  /i  à  «.  Et,  comme  on 
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a  d*ailleurs  désigné  par  A„  le  nombre  total  des  arrangements^    il 
s'ensuit  que  les  trois  quantités  A„,  P„,  C„  sont  liées  entre  elles  par 

la  relation  A«  =  C,  X  P«  ;  d*oi\  Ton  déduit  Ci,  =  ~ 
Mais  on  a  trouvé  (n**  146) 

A„  =  A„_,  X(/w  — /*  -h  i), 
et  (n»  148)  P«==P„_,X«. 

Doncen6n,    C„= -^^-^ IL-J  r=  -^  X 

P„_,,/i  P^,  n 

Comme  A„_,  exprime  le  nombre  total  des  arrangements  {n  —  i }  à 
(n  —  i);  que  P„_,  exprime  le  nombre  total  des  permutations  de 

(/i  —  i)  lettres ,  il  s*ensuit  que  — ^^  exprime  le  nombre  des  com- 

Pu— I 

binaisons  différentes  de  m  lettres  (/i  —  i)  à  (/?  —  i). 

D'après  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,    les 
nombres  de  combinaisons  2  àa^Sà  3,  4^4>***- 

Faisons  /î  =  2  ,  auquel  cas     *~' ,  exprimant  le  nombre  des  com- 
binaisons  (2  —  0^(^  —  0>  ^^  *  ^  i,est  égal  à  m  ; 

la  formule  ci-dessus  devient    C,  =:/yiX ou    — —  • 

2  I  -a 

A  _ 
Faisons  «  =  3 ,  auquel  cas  --^— i-  exprime  le  nombre  des  combi- 

naisons  2  a  2 ,  ou  est  égal  a  — ^ 9 

1       f  1       J        •  ry  "'('"  0('''  2) 

la  formule  devient     C3  =  — ^^ -\ • 

1.2.3 

^  .    ,        ,         ^        m  [m  —  i)(m  —  2)  (w —  3) 

On  trouverait  de  même    C4  =  —- ^-^ ^—,^ 

1.2.3.4 

pour  le  nombre  des  combinaisons  4  à  4 9  etc.  ;  et ,  en  général , 
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pour  le  nombre  des  combinaisons  /i  à  /? ,  on  a 

m  (m —  i){w  —  2)(/ii  —  3). .  .(/«  —  /ï  -f-  i)^ 

développée. 


25 1 


1 .2.3.4>5. .  .(/î■ 
A«^,(/«— /ï-h  ï) 


c'est  Texpression  ^ 

iV.  j5.  —  Cette  dernière  expression  n'a  aucune  signification 
loi-squ'on  y  suppose  /?  =  i;  et  cela  tient  à  ce  qu'elle  ne  donne  un 
rertain  nombi*e  de  combinaisons  inconnu  qu'en  /onction  d'un 
autre  nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé.  Or  les  combinaisons 
les  plus  simples  sont  les  combinaisons  une  h  une  dont  le  nombre 
est  OT.  —  Ce  n'est  donc  qu'à  partir  de  /i  =  2  que  la  formule  est 
applicable. 

DÉMON STBATION    DE    LA   FORMULE    DU    BINÔME. 

148.  Pour  découvrir  plus  aisément  la  loi  du  développement 
de  la  puissance  iw'*"*  du  binôme  jt  +  û  ,  nous  commencerons  par 
oliserver  la  loi  du  produit  de  plusieurs  binômes  x  -+-  fl ,  J?  +  ^ , 
r-hr,x-f-</,...,  ayant  un  premier  terme  commun ,  et  dont  les 
seconds  termes  sont  différents.  (Cet  artifice  a  pour  but  d'empêcher 
U  réduction  des  termes  semblables.) 


X  -ha 

X  -hb 

»"  produit.  .  . 

.  .  .    x^  -{-a 
b 

X   -hc 

X  -hab 

,mr 

...    x'-ha 

X'  -hab 

X  H-  abc 

-hb 

-4-  ac 

-hc 

-h  bc 

X  -hci 

i'^. 

...   X*  -{-a 

x^  -^ab 
-hac 

x^  -h  abc 

•      -hb 

-^abd 

-f-c 

-f-  ad 

+  acd 

-hrf 

^bc 
-hbd 

-hbcd 

» 

-f-rrf 

X  H-  abcd. 
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Ces  multiplications  étant  effectuées  d'après  les  règles  ordinaires 
de  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  sur  les  trois  produits 
qui  précèdent,  la  loi  suivante  : 

i".  Par  rapport  aux  exposants,  Texposant  de  x  est  d*abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d'une  unité  d^un  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier  terme,  où  il 
est  égal  à  zéro. 

2*^.  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  r, 
le  coefficient  du  premier  terme  est  Tunité;  le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes,*  le 
coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  dif- 
férents de  ces  mêmes  seconds  termes,  multipliés  deux  à  deux;  le 
coefficient  du  quatrième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits 
difféi^nts  trois  à  trois.  En  nous  laissant  conduire  par  Varialogii; 
nous  pouvons  dire  que  le  coefficient  d'un  terme  qui  en  a  /z  avant 
lui  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  n  k  n  des  seconds 
termes  des  binômes.  Enfin ,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 
des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale, 
sudposons  qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d'nn 
nombre  m  de  binômes ,  et  voyons  si  elle  a  encore  lieu  quand  on 
introduit  un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  (Njc*»-"  représentant  un  ternir 
qui  en  a  n  avant  lui,  et  Mx""-"-^*  celui  qui  le  précède  imnicdia- 
lement). 

Soit  d'ailleurs  j:  -f-  /  le  nouveau  facteur  introduit;  on  a  pourlt 
produit  ordonne, 


-4-/ 


x^-^B  |.r'"-'H-C|jt'«-*-h.  .  .4-N 
-f-A/|  -hB/|  -h  M 


-4-r/ 


Déjà  la  loi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux   coefficients,    i".  .  .  celui    du    premier    lernu'  '^' 
r  uni  té; 
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>'. .  .  A  -h  /,  OU  le  coefficient  de  x",  est  aussi  la  somme  Hes 
ieconds  termes  des  (ra  4-  i)  binâmes. 

3"...  B  est,  par  hypothèse,  égal  a  la  somme  des  produits 
différents  2  à  2  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes;  A/ 
e.\pnroe  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes 
(les  ///  premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  /; 
dnnc,  B  -+-  A/  est  encore  la  somme  des  produits  différents  deux  à 
fîtux  des  seconds  termes  des  (m  -h  1)    bi/iômes.  • .  ; 

Et,  en  général ,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  nhn 
des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes,  et  que  M/  représente 
la  somme  des  produits  (/i  —  1  )  à  (/i  —  i  )  de  ces  seconds  termes 
multipliés  par  /tf  nouveau  second  terme  I,  il  s'ensuit  que  N  -4-  M/, 
ou  le  coefficient  qui ,  dans  le  polynôme  de  degré  (w  -h  1  ) ,  en  a  /i 
ivant  lui ,  est  égal  à  la  somme  des  produits  tlifférents  w  h  n  des 
5<:conds  termes  des  (m  -f- 1)  binômes.  Le  dernier  terme  Vl  est 
d'aiiieiirs  égal  au  produit  des  (m  +  1)  seconds  termes. 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit 
dun  nombre  m  de  binômes,  Test  aussi  pour  un  nombre  (/ir  +  r); 
donc  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,   dans  le  produit  effectué  de  m 

f-Kieurs  binômes  .r-ha,     x  •+■  by     x-f-r,      x-hr/, ..., 

on  fasse  a  =1  b  ^=  c  =^  d.  ,  ,; 

i  expression  de  ce  produit  {x  -\-  a)  (x  -h  b)  {x  -^  c) .  ,  , 

^  rhange  en  {x  -+-  o)". 

Quant  à  son  développement,  les  coefficients  étant 
'ï+-A-hc4-r/-i-  .  .  .  ,    ab-^ac-\-ad-\- .  .  .  ,   abc-^abd-^acd-h  . .  .  , 
•  .  Le  coefficient  de  j*~'     devient     /z  -+-  /i  -f-  a  -i- . . . , 

'^Vsi-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  lettres  ^ ,  ^ ,  r , .  .  . , 
't se  réduit,  par  conséquent,  à  ma. 

?".  Le  coefficient  de  x*"'  se  réduit  à  n*  -f-  a^  +  «'...  ou  bien 
H  *numl  de  fois  a'^  que  Ton  peut  former  de  combinaisons  diffé- 
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rentes  avec  m  lettres  multipliées  2  à  2,  ou  bien  enfin  (n**  147  t,  a 


/w—  I 
m, fl* 


3".  Le  coefficient  de  x""'  se  réduit  au  produit  de  a^  multiplit; 
par  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  lettres  prises 

3  a  3,  ou  bien,  a  m, •  — r — or. . . . 

En  général ,  si  Ton  désigne  par  Nj:*~*  le  terme  qui  en  a  un 
nombre  n  avant  lui,  le  coefficient  N  qui^  dans  Thypothèse  où  les 
seconds  termes  des  binômes  sont  différents,  est  égal  à  la  soruroo 
de  leurs  produits /i  à  «,  se  réduit,  lorsqu'on  les  suppose  tous 
égaux,  à  rt"  multiplié  par  le  nombre  des  combinaisons  difTérentes 
que  peuvent  donner  m  lettres  prises  /?  à  /?. 

Ainsi  (no  147)  ^  ^  A^-. (/^^  ~ /» -j-^)  ^ 

Donc ,  enfin  ,  on  a  la  formule 

(j:  -4-  û)*"  =  j:"  -h  majc^'^  -t-  w>î a^jf^^ 


m  —  I    m  —  2  A„„,  (m  —  /i  -h  i  ) 


.+rt' 


i49.  Pour  peu  que  Ton  jette  les  yeux  sur  les  difTérents  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d'après  laquelle 
un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  cocfli^ 
cient  précédent. 

Le  coefficient  d'un  terme  de  rang  quelconque  se  forme  en  muU 
tipliant  le  coefficient  du  terme  précédent  par  l'exposant  de  x  dans 
ce  tenne,  et  ilipisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  prè^ 
t^flcnt  celui  que  l'on  considère.  \ 

Kn  efTet,  prenons  le  terme  général,     ""'  ^         ^/î"x*^ 

Pn— t  •  ^ 

(on  rappelle  tenptc  général,  parce  qu'en  faisant  successiveraeÉ 
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nz=2,3f^f,^on  peut  en  déduire  tous  les  autres).  Le  terme 

qui  le  précède  d'un  rang  est  évidemment  r~^'  «*~'x*~"-*-',  car 

■  II— I 

—^  exprime  le  nombre  des  combinaisons  (/i —  i)  à  (n  —  i). 

A  •  1  «M  •        A»  I  (/w  ^  /i  -f-  1  )         ,     .  __ 

Or  on  vo]tquele  coefficient      "  ^_ ■'  est  ogal  au  coeffi- 

Pii-i .  n 

A  _. 
cienl  '  "--  qui  le  précède,  multiplié  par  (m  —  /i  -h  i),  exposant 

Av  a  dans  ce  terme,  et  divisé  par  /?,  nombre  des  termes  qui 
préaJent  celui  que  Ton  considère.  C'est  dans  celte  loi,  due  à 
^ewton,  que  consiste  principalement  \^  formule  du  binôme.  Elle 
vfrtà  développer  une  puissance  particulière,  sans  qu'on  soit  obligé 
<i  avoir  recours  à  la  formule  générale.  • 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  [x  -f-  ay.  On  trou- 
vera, d'après  cette  loi , 

>-f-fl)*=4:«  +  6flj:'+  i5a*j:«4-20fl'jr»-f-i5a*x'-h6a^x-l-a\ 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n'offre 
aucune  difQculté ,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale 
^-u  /woi*-»  -f- .  . . ,  on  multiplie  6 ,  coefficient  du  second  terme, 
['«^rS,  exposant  de  x  dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit 
par  2,  ce  qui  donne  i5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4»  exposant  dex 
'ians  le  troisième  terme,  et  l'on  divise  le  produit  par  3,  nombre 
•If^  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  20;  et  ainsi 
^  sniie  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

-f  262 a*x* -h  210 fl«x*  4-  1 20 «'jr»  -h  45  «'**  4-  10  a' x  -h  «'". 

^ous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 


^56  CONSÉQUCNCKS 

Conséquences  de  la  jormule  du  binôme  et  de  la 
théorie  des  combinaisons. 

1 50.  Prvmfère  conséquence,  —  L'expression  {x  -h  «)■  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a  et  en  x,  il  doit  en  être  ainsi 
pour  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme 
un  terme  de  la  forme  Kn^x*^**,  il  en  a  nécessairement  un  autre 
égal  à  K^c"/?"*"*"  ou  Ka'*-''jc^.  Ces  deux  termes  y  sont  évidem- 
ment à  égale  distance  des  deux  extrêmes,  car  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque  étant  marqué  par 
l'exposant  de  a  dans  ce  terme ,  il  s'ensuit  que  le  terme  Ka^jf-^ 
en  a  «  avant  lui,  et  que  le  terme  Kfl'"~"jF"  en  a  /»  —  n  avant  lui, 
par  conséqueqj  n  après  lui  (puisipie  le  nombre  total  des  ternies  est 
m  -h  i). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d'un  binôme, 
les  coefficients  des  termes  également  distants  lies  deux  extrêmes  sont 
égaux  entre  eux* 

jY.  B.  —Dans  les  termes  Kfl"j:"~",  K.rt'"-"^:*',  les  deux  coelTfi- 
cients  expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  n  h  n 
et  {m  —  n)k  {m  —  w),  que  l'on  peut  former  avec  m  quantités; 
ainsi  on  peut  encore  conclure  que  le  nombre  des  combinaisons 
différentes  de  m  quantités  n  à  n  est  égal  an  nombre  de  combinai- 
sons (m  —  n)  de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5  à  5  donnent  le  métnc 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées 
(i2  —  5)à  (i2  — 5),  OU  7  à^. 

Cinq  quantités,  combinées  2  à  2,  donnent  le  même  nombre  que 
cinq  quantités  combinées (5  —  2)  à  (5  —  2),  ou  3  à  3. 

Itfl.  Seconde  conséquence.   —  Si,  dans  la  formule  générale 

(x  -f-  «)*  =  x^-h  max^-'  -h  m fl':r"-'  -|-  etc., 

'  2 

on  suppose     x  =r  i ,     a  =  i ,     elle  devient 

(i  -h  i)*"  ou  2'"  ~  1  -+  m  -\'  m h  m f-  etc.; 


1>K    LA    FORMULR    DU    BINON K.  -y.^n 

c'esl-à>dire  que  la  somme  (les  coefficients  des  différents  termes  de 
Irtfomuie  du  binôme  est  égale  à  une  puissance  de  2 ,  d'un  degré 
marqué  par  m. 
Ainsi,  dans  la  formule  particulière 

j:  +  fl)*=:j:*-|-5ajr*-h  loa^x^-h  lOaKv^-h  5<i*.r-h  a», 

ksomrae  i-4-5-+-io-j-io-f-5-hi   des  coefficients  est  égale  à 
r  on  32. 
Dans  la  dixième  puissance  (n"149),  la  somme  équivaut  à  si'* 

08  1024. 

1^.  Troisième  conséquence.  —  Le  produit  de  p  nombres  en- 
^(n consécutifs f  compris  depuis  (m  —  p  -t-  î)  Jusqu'à  m  inclusi- 
frmentj  a t  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers 
'^m  t  jusqu'à  p;  c''est-à-dire  que  Ton  a 

m  (m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3) .  . .  (m  — p  4-  1  ) 
I    .s».   .    3.4 P 

^\  a  nn  nombre  entier.  En  effet,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au 
0'  1^7,  que  cette  expression  représente  le  nombre  des  com- 
iïinaisons  différentes  /?  à  /;,  qu'on  peut  former  avec  m  lettres. 
^r  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un 
sombre  entier;  donc  Texpression  ci-dessus  est  nécessairement  un 
aombre  entier. 

^ous  engageons  les  élèves  à  rechercher,  de  cette  propriété ,  une 
(^inonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  ou  de 
il  formule  du  binôme,  ei^  les  prévenant  toutefois  que  la  question, 
^^^  facile  à  traiter  pouif  les  premières  expressions 

m(m  —  1)            m  (m — i)(/îi  —  2) 
— , , , 

1.2  1 . 7. .  3 

offre  plus  de  difficulté  dans  le  cas  général. 


^Ig.  £.,  io«  éd.  17 
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§  II.    —   Extraction  des  racines  des  nombres 
particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  Textracdon  de  la  racine  carrée  ci 
de  la  racine  cubique  d*un  nombre  ayant  été  exposés  avec  deuil 
dans  notre  Arithmétique  y  nous  nous  contenterons  de  déve]op{ier 
ici  le  procédé  de  l'extraction  des  racines  en  général ,  procédé  qifil 
sera  ensuite  facile  d'appliquer  aux  cas  particuliers  de  Pextraction 
de  la  racine  4',  5', 

IM.  Procédé  de  la  racine  /i*'**  d'un  nombre  entier  (*). 

Désignons  par  N  un  nombre  entier  quelconque;  et  par  n  le  degn* 
de  la  racine  qu'on  veut  en  extraire. 

D'abord,  comme  la  A''"*  puissance  de  lo,  ou  lo",  est  expriroov 
par  Tunité  suivie  de  n  zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  tlf 
n  +  I  chiffres ,  il  s'ensuit  que ,  si  N  n*a  pas  plus  de  n  chiffres ,  &i 
racine  n'a  qu'a/i  seul  chifTre;  et  pour  l'obtenir,  il  suffit  de  fonnt*r 
les  /i"""  puissances  des  dix  premiers  nombres  i ,  a ,  3, . . . ,  9,  lo;  , 
le  plus  petit  des  deux  nombres  dont  les  n'*'^**  puissances  con»pren- 
dront  N  sera  la  racine  demandée. 

Mais  lorsque  N  est  composé  de  plus  de  n  chiffres,  sa  racint*  a 
plus  d'un  chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comme  ne  renfermant 
que  des  dizaines  et  des  unités  Or,  en  représentant  par  a  les  di- 
zaines et  par  b  les  unités,  on  a  (n°  148) 

N  r=  («  *+-  by  z^a"  -h  n  a"'  b  -\- n  ^^^^  a^'^b'  4-  .  .  . , 

c'est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n''"*  pnissame 
des  dizaines,  plus  nfois  le  prodicit  de  la  [ti  —  i)**^ puissance  des 
dizaines  par  les  unités,  plus  une  suite  d*autres  parties  qu'il  est{ 
inutile  d*énumérer. 

Gela  posé,  la  /i''""  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner 


(*}  Pour  bien  comprendre  ce  procédé ,  il  faut  s^èire  déjà  rendu  coinpt<»| 
des  procédés  dVxtraction  de  la  racine  carrée  ei  de  la  rncine  cubique. 
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d  unités  d'un  ordre  inférieiir  à  riinfcé  suivie  de  n  léït»,  ie%  n  dei^ 
niers  chiffres  à  droite  n*eii  peuvent  faire  partie;  il  faut  donc  les 
séparer,  et  extraire  ia  racine  de  la  plus  grande  »'***  pirissanoe  ooti- 
tenue  dans  la  partie  à  gaiidie  :  cette  racine  exprime  les  DiSAnrn  de 
la  racine  cherchée  (  *  ). 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  encore  plus  de  n  chiffres»  on 
serait  oondoît  à  en  aéparer  les  n  derniers  chiffres  k  droite,  et  à 
extraire  la  racine  de  la  plus  grande  /i'*-  puissance  contenue  dans 
ia  nouvelle  partie  à  gauche  ;  et  ainsi  de  suite. 

Racle  cênsbale.  —  jéprès  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  N 
entranches  de  n  chiffres  [\9i  tranche  le  plus  à  gauche  pouvant 
cependant  avoir  moinsde /ztshïffres],  on  extrait  la  racine  de  la 
pliu  grande  n'***  puissance  contenue  dans  cette  première  tranche 
h  gauche;  ce  qui  donne  le  chiffre  des  unités  de  Tordre  le  plus 
iAevé  de  la  racine  totale,  ou  le  chiffre  des  dizaines  de  la  racine 
du  nombre  formé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauche. 
Retranchant  la  n'*"*  puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première 
franche  à  gauche,  on  obtient  un  reste  qui,  suivi  de  la  seconde 
branche,  contient  encore  n  fois  le  produit  de  la  (/z  —  i)'***  puis- 
sance du  cbiffre  trouvé  (lequel  est  censé  exprimer  des  dizaines) 
par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d'autres  produits.  Mais  ce 
premier  produit  ne  peut  évidemment  donner  d*unités  d*un  ordre 
inférieur  à  lo*-';  ainsi  les  (/i  —  i)  derniers  chiffres  de  la  seconde 
tranche  n'en  sauraient  faire  partie.  Il  suffit  donc  <ïabaisser  à 
côté  du  reste  correspondant  n  la  première  tranche  le  premier 
fhijfre  de  la  seconde;  et  si ,  après  aiwir  formé  n  fois  la  (n  —  iV'*" 
puissance  du  premier  chiffre  de  la  racine,  on  divise  par  œ 
résultat  le  reste  suivi  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche , 
le  quotient  exprimera  le  second  chiffre  de  la  racine,  ou  un 
nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre,  on  V écrira  à  la 
droite  du  premier,  puis  on  élèvera  V en  semble  de  ces  deux  chiffres 
a  la  B*'"*  puissance ,   et  l'on  retranchera ,  si  cela  est  possible ,  la 


;•)  Viffcs  la  démonstration  de  ce  principe,  pour  la  racine  carrée  et  U 
racine  cubique,  {Arith.,  n»*  178,  191,  2a«  édiHon);vous  (^énéraliserex 
<*itsuite 

»7- 
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puissance  obieniie,  de  l'ensemble  des  deux  premières  tranches  Oj 
ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  à  côté  duquel  on  abaissera  ^ 
premier  chifft^  de  la  troisième  tranche;  puis  on  divisera  le  nombi\ 
ainsi  formé  par  n/ois  la  (n  —  i)*'"*  puissance  de  l'ensemble  rfij 
deux  chiffres  déjà  trouvés  à  la  racine,  ce  qui  donnera  le  troisièn^ 
chiffre  de  la  racine.  i 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  M 
abaissé  toutes  les  tranches. 

IK4.  Soit  proposé,  pour  exemp\e,  d'extrairr  la  racine  cinquftuft 

de  5507317^6. 

5507.31776 1 5 

3i25  )3i25 

23823 
Après  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  à  droite,  du  nomhii 
proposé,  on  reconnaît  que  (5)S   ou  3i25,   et  (6)%  ou   777(i 
comprennent  55o7;  donc  5  exprime  les  dizaines  de  la  racin. 
cherchée. 

Retranchant  3 1 25  de  55o7,  on  obtient  le  nombre  2882  ikmi 
reste,  à  côté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3  de  la  première  iranch 
à  droite,  ce  qui  donne  23823,  nombre  que  Ton  divise  par  5  foi 
la  4*  puissance  de  5,  ou  par  3i25.  Le  quotient  est  7  ;  mais  01 
élevant  57  à  la  5®  puissance,  on  obtient  601692057,  noinhr 
plus  fort  que  le  nombre  proposé.  Essayant  56 ,  on  trouve  | 

(56)*  =  550731776;  j 

ainsi,  56  est  la  racine  demandée.  1 

On  obtiendrait  pareillement 

y/2090455  =18,  avec  le  reste  200887;  , 

s  j 

V  1 1 16791 3618807  =  4^7  exactement; 

î 

\/9493 1 87  7 1 33  .—  37  exactement.  \ 

{ *  )  Nouft  n^avons  pas  besoin  de  dire  que,  si  la  soustrnctioM  ne  r^ui  m 
faire,  c^est  que  le  second  chiffre  trouvé  à  la  racine  eai  trop  fort  j  et  »\ori 
on  le  diminue  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  juaqu\'i  ce  que  la  >oustrafliofl 
l»uisse  s'effectuer. 
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ISK.  Remarque,  —  Toutes  les  ibU  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres, 
lonflne  4  »  6. .  . ,  la  racine  peut  s'obtenir  par  a  ne  suite  d'extrac- 
uoffs  de  racines  de  degtés  plus  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications ,  observons  que 

[a^y  =  fl^  X  'ï'  X  «*  X  fl'  =  a;»+3+j+3  _-  ^3x*  —  ^i» ^ 
1 1  qu'en  général , 

(/i-)"=r«*X«*X«"X«".  .  .=:/i'"^"(n**  16). 

Donc,  la  n**'^*  puissance  de  la  m'^^  puissance  d'un  monture  est 
f^ale  h  la  mn'***  puissance  de  ce  nombre. 

Kéciproquement  y  la  racine  mu"**  d'un  nombre  est  égale  à  la 
uicinen**'*'  de  la  racine  ui"**  de  ce  nombre  y  ou,  algébriquement ,  je 


éii  que  Ton  a 

tn  effet ,  soa  \  ^  =:  a'  'y 

«ievons  les  deux  membres  à  la  //'*'"'  puissance ,  il  vient 

m 

H 

car,  d*aprùs  la  définition  d'une  racine ,  on  a  (  y^)"  =  X  J. 
Klevant  de  nouveau  les  deux  membres  à  la  m''"^  puissauce  ,  on 

«•blieut  a  =  (a'"  )*  =  a'"*  ; 

mit 

^'où,  extrayant  la  racine  mn'*"*  des  deux  membres,  ^a  =  /i'  ; 

"/m  mn  "/m 

maison  a  déjà        y  ^  :=  «';     donc     ^  =z\  ^. 
y.  J?.  — Comme (a^)"  et  (n")"*  donnent  également^*"",  on  peut 

"«  /  n  n  I  m 

'nci»ncl«re  que  V  V^^'  =  V  V^- 
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.  On  trouvera  ,  d'après  ce  principe , 


\/256  =  v7î^=v/i6  =  4; 


V^2985984  =  vV^g85984  =  y/i^rtS  =  12; 


\/ï77i56i  =  V^i77i56i  =  11; 
V''i6796i6  =  y  Vv/i6797i6  =  Ssjii^^=z  ^36  =  6. 

N.  B.  —  Quoique  Jes  radnes  successives  puissent  s^extraini 
dans  un  ordre  quelconque  ,  il  est  préférable  d'extraire  d^abord  laj 
racine  du  degré  le  plus  faible,  parce  qu'alors  Textradion  de  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  fort ,  qui  est  une  opération  plus  compliquée, 
porte  sur  un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  chiffres  que  le 
nombi^  proposé.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le 
troisième  des  exemples  ci- dessus,  [yoyez^  d'ailleurs,  le  premier  N.  B. 
de  ce  numéro.  ) 

Extraction  tles  raei/ws par  approximation. 

IIS6.  Lorsque  le  non^re  entier  dont  on  demande  la  racine 
„ième  j|«çgj  pgg  une  puissance  parfaite  j  le  procédé  du  n®  ÎHiS  ne 
donne  que  la  partie  entière  de  la  racine ,  ou  la  raciqe  à  une 
unité  près.  Quant  à  la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine ,  elle 
ne  peut  être  obtenue  exactement  ;  car  on  sait  (  Arithmétique  y  n*  ISO  ; 
que  y  a  et  b  désignant  les  deux  termes  d*une  fraction  irréduc- 
tible T>  «"et  ^"  sont  aussi  premiers  entre  eux.  Ainsi  ( t  )  >  o" 

t;;,  ne  peut  produire  un  nombre  entier  N  ,  c'est-à-dire  que  v"^  1 

ne  saurait  être  exprimée  par  un  nombre  fractionnaire  exact  -  • 

Mais  on  peut  déterminer  la  racine  avec  tel  degré  d'approximation 
que  Ton  veut. 

Soit ,  en  général ,  proposé  d'extraire  la  racine  /#'*■"  d'un  nombre 
quelconque  y  entier  ou   fractionnaire,  n,  à  une  fraetioo  près« 
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;  c'est-à-dire  de  manière  que  l'errenr  coininlse  soit  moindre 

F 

I 
que  — 

P 

Obsenroas  que  a  peut  se  mettre  s<ius  la  forme  — ^  -.  Si  Ton 
(It'ïiigne  par  r  la  racine  de  ajy^  obtenue  ù  une  unité  près,  le 
nombre ^— ,  ou  ^ ,esl  alors  compris  entre  —  et ;  donc , 

n 

aii5siy  ^a  est   compris  entre  les   racines  de  ces  deux    dernière 

QUiitbres,  c'est-à-dire  entre  -  et .  Donc ,  enfin ,  -  est  la  racine 

P  P  P 

tii'iuandée  à  une  fraction  près,  — 

P 

RicLE  GÊvÉAALE.  —  Pour  cxtroirt  la  racine  n'*"*  il'un  nombre 

*jnrlconqtt€  à  une  fraction  près  - ,  niuliipUez  le  nombre  par  p"  ; 

fj  trayez  tîu  produit  La  racine  n'**^  h  une  unité  près,  puis  divisez  le 
fêsaltat  par  p. 

^'ollS  renvoyons  ,  pour  les  applications  de  cette  règle  générale , 
à  noire  yérithmêtique  ^  où  nous  avons  expose  avec  tous  les  détails 
'.^Dvcnables  les  diiïéreuLs  modes  d'approximation ,  tant  pour  la 
racine  carrée  que  pour  la  racine  ctibiquc. 

Mab  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  développe- 
ments sur  la  manière  d'évaluer  en  décimales  les  expressions 
lenfermaiU  des  signes  radicaux   qui  se   recouvrent,    tels  que 

\  S^ây\  a-^^b,  etc. 

linr.  Soit  d'abord  pro|M>sc  iïcxirairc  la  racine  sixième  de  23  , 
»  0,0 1  près. 

En  appliquant  à  cet  exemple  la  règle  du  n°  li$6,  il  faut  mul~ 
ûplier  23  par  {ioo)%  ou  écrire  douze  zéros  à  la  droite  de  23, 
|mis  extraire  la  racine  sixième  du  nombre  résultant,  à  une  unité 
|>rès,  et  diviser  cette  racine  par  loo,  ou  s<*parer  deux  cbifTres  dé- 
^iinaux  sur  la  droite. 
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Mais  on  a  ( n»  I»» ) ,  \/23x(ioôy*  =  \ V^S  X  {ioo)«.     Ainsi , 
après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  93x  (loo)*  à  une  unité  | 
près ,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat  ;  puis  on  divisera 
le  nouveau  résultat  par  loo,  ou  Ton  séparera  deux  chiffres  déci- 
maux sur  la  droite. 

On  obtiendra  ainsi  sJt.^  =  i  ,69  à  o,  ui  près. 


Prenons,  pour  second  exemple,   l'expression  V^9>4^7    *^^ 


V  \/ 29,437  ,  dont  on  demande  la  valeur  à  o ,001  près. 

Gomme ,  d'après  la  règle  du  n"  itf6 ,  on  doit  multiplier  29, 43^ 
par  (1000)%  cela  revient  à  supprimer  d'abord  la  virgule,  puisa 
écrire  neuf-iàxo^  à  la  droite  ,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à  une  unitc 
près ,  on  trouve  5425587  ,  nombre  dont  il  faut  extraire  de  nou- 
veau la  racine  carrée  ;  et  Ton  obtient  2329.  | 


Donc, enfin,  V297437  =  2,329  à  0,001  près. 
Autrement,  —  Extrayons  d'abord  la  racine  carrée  de  29,437 
à  o ,  00000 1  près  ;  il  vient  5 ,  425887 . 

Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultai ,  on  obtient 


2,329;  donc  ^29,437  =r  2,329  à  0,001  P''ès(*). 


Soit  maintenant  proposé  d'évaluer  V^  +  3  ^2  à  1,01  près. 

On  pcmrrait ,  1  °  multiplier  5  -f-  3  \/2  par  (100)^  ;  2*»  évaluer  le 
produite  une  unité  près  (n®  91)  ;  3**  extraire  la  racine  cubique  du 
résultat  à  une  unité  près;  4^  tiïîm ,  diviser  ce  nouveau  résultat 
par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante  : 

D'abord  3  \/2 ,  ou  /?§  évalué  en  décimales  et  à  o  ,000001  près, 
donne  pour  résultat  4  >  242640  ; 

d  où  5  -h  3  v^  =  9 , 242640. 


(  "  )  Kou»  avons  exposé ,  dans  les  dernières  éditions  de  noUc  Ari/A/wrt«f«'. 
une  méthode  plus  abrégée ,  pour  onectuot-  do»  exlraciion»  approchée!»  d» 

rtictncs  vom'rs  successives. 
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Mais  vg7a4264o  =  2 ,  09  ; 

ionc,  enfin, 


V5  -H  3  v^  =  2,09  à  0,01  près. 

s  I  5^3 

Prenous  poiir  dernier  exemple  l'expression  i  / ^—^  clonl 

V  4  —  V^9. 

on  demande  la  valeur  à  o,  1  près. 
D'abord      Av!!3^^i^„     „.g        W3+_5vB. 

4-v'ï  '4 

Or,   I».      20^,   ou  \/i200  =  34,641   à  0,001  près; 

.2».       5v'6,  ou  v^i5o    ^11,247  à  o.ooi  près. 

„      .  ,  aov^  +  5v6      46,888      ,  ,, 

Ce  uni  donne  — - — 7 — ^—  =  ^î—^ —  =  3 ,  34q. 
•  4  14 


/  /  5>/3         ., 

'        Y^-3^=V^;34i=i,6ào,.  près. 

.La  valeur  est  ici  approchée  en /;/«y.) 

î^  lU.  —  Fonnation  des  puissances  et  criraction  des 
racines  des  quantités  cdgébiiques.  —  Calcul  des 
radicaux. 

Considérons  d*abord  les  quantités  monômes. 

158.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  7.a^b'\  on  a  (n"  ï) 

doù  Ton  voit,  i*^  que  le  coefficient  2  doit  être  5  fois  facteur  dans 
if  produit ,  ou  doit  y  être  élevé  à  la  5^  puissance  ;  2^  que  chacun 
^exposants  des  lettres  doit  ctn^  répété  5  fois,  qu  multiplié  par  5. 

Donc,  enfin,     {^a^b'Y  = '?.Kà'>^b^x^  =r  32rt'^6•^ 

De  même ,  8rt' b^ cf  :=  8  .  a-<* b'^ 'r=5to.a'^ b"r-. 
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Ainsi,  pour  élever  un  monôme  à  une  puissance  d*un  degré 
donné,  il  faut  élever  le  coefficient  à  cette  puissance,  puis  multiplier 
r exposant  de  chaque  lettre  par  r exposant  de  la  puissance. 

Donc,  rédproquemenly  pour  extraire  une  racine  de  degré  quel- 
conque d*une  quantité  monôme,  il  faut,  i°  extraire  la  ratine  du 
coefficfent;  2®  dimer  l'exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  delà 
racine, 

3  4 

Ainsi ,      v/64  u»  ^»  r«  =  4  «»  hc\      )fï6â^b^=  %  a^  b^  c. 

On  voit,  d*après  cette  régie,  que,  pour  qu'un  monôoK  boit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à  extraire ,  il  faut  qiu 
son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  de^ ,  et  que  les 
exposants  des  lettres  soient  divisibles  par  Texposanl  ou  Yindice  Am 
la  racine  à  extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie 
Texpression  de  la  racine  d'une  quantité  qui  n*est  pas  une  puissance 
parfaite. 

150.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  an  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monôme;  mais  si  Ton  observe  c^  le  carré 
d'un  monôme  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  ce 
monôme,  et  que  toute  puissance  de  degré  pair  in  peut  élre  re- 
gardée comme  égale  à  la  «'•■'  puissance  du  carré,  c'est-à-dire 
que  a"^  =  (a')",  on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degr^ 
pair  d'une  quantité,  soit  positive ^  soit  négative,  est  essentiellemeât 
positive. 

Ainsi,  (±2//'6^c)^  =  -H  i6rt*^'V. 

Comme  d'ailleurs  une  puissance  de  degré  impair  (2*  4-  ij  «^ 
)e  produit  d'une  puissance  de  degré  pair  2/1  par  la  preonèn* 
puissance ,  il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un 
/nonôme  est  affectée  du  même  signe  que  le  monôme. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  1**.  que  tonte  lacine  de  dcgn' 
imjMir  d'une  quantité  monôme  doit  /tre  affectée  du  même  «V«' 
/jiw  la  quantité. 

3  _    .__  \ "  ^ .. 

Ainsi   y4   «/7*r7:-f-2^,  ^— 8rt^=:  — 2</,    S^'-^32a'*b'z='-2éif 
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2*.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d*tm  monôme  positif  peut 
être  affectée  indifféremment  du  signe  -H  ou  du  signe  —  . 


Ainsi,        ^^ia*b'^=z±^ab\       >J  6£^a'*  ^  ±  ia\ 

y.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  négatif  est 
axe  racine  impossible;  car  il  n*e.\iste  aucune  quantité  qui,  élevée 
«1  une  puissance  de  degré  pair ,  puisse  donner  un  résultat  négatif. 

t <  s  

Ainsi,  v^ — a  y    v/-^^,    v^ — r,    sont  des  symboles   d'opérations 
iiKxccutables  ;  ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  ^ — a , 

\~b,.,{roxezïir^^.) 
Considérons  actuellement  les  polynômes. 

160.  >^ous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  x  +  a 
à  une  puissance  de  degré  quelconque  ;  mais  il  peut  arriver  que  les 
tenues  du  binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d'exposants. 

S(«t  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (2a'  -H  3/7^)^; 
posons  pour  le  moment  a/i'r^j:,   Zab  =1  y\  il  vient 

(2fl^-+-  Zaby  =  (x-|-/)^=:  jr' H- 3x^^4-3x7» H- J-. 

Remettant  actuellement  2  /i^  et  "àab  au  lieu  de  jc  et  de  j,  on  a 

2û^-h3fl6)^  =  (2fl')^-f-3(2€i')'.(3fl^)-f-3(2/ï»).(3/ï6)'-f-{3flAV; 

od,  effectuant  les  calculs  d'après  les  règles  du  n®  itf8  et  de  U 
fliuldpHcation  des  monômes , 

(2<î»-+-3a^)'=r  8/l«-h  36fl^A-f-  54Éf*^^-f-  '},'-}(V'b\ 
On  trouvera  de  même 

î  fl- 6  —  3  abcy  =  (x  -4-/)*  =  x'  -f-  ^x^y  -4-  6x^7'  -h  ^xy^-j-  y^ 
-~=\ia'ùy  -h  4(4«'^)'  (—  3«ôc)  -h*6{^a^by{—3abcy 
-^4(4  ii'6)(--  3fl6r)^-f-  (-  Zabcy 

=  256/ï«6*  — 768  <i'6*f -4-864  CT«i5»*r'— 432  fl'^'c' 4-81  «*^♦c^ 
[Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  ) 
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Soit  inainfenant  à  développer  (j?-f- /-H*)*;  posons  d'abod 
.r  -h  ^  =  «  ;  il  vient 

ou,  remplaçant  u  |iar  sa  valeur  x  -h x  y 

ou  ,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués , 

(x  -H  j'  -H  ^y  =  Ji^-f-  3  x^jr  -h  3  JT/'-f-^^  -t-  3  x'  z  -h  6  x/ z  -h  3  r  i 
-|-3x««4-3jz'-f-z^ 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  if  ois  ternies,  plus  dvs 
triples  produits  des  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puis- 
sances des  deux  autres,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termis. 
Cette  loi  serait  (n°  86)  facile  à  vérifier  pour  un  polynôme  de  plih 
de  trois  termes. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cuL)0  d'un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  dt^j 
exposants,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner cha<iM 
terme  par  une  seule  lettre,  développer,  puis  remplacer  par  lenrs 
valeurs  les  lettres  introduites ,  et  effectuer  tons  les  calculs  indiqués. 

On  trouvera  par  ce  moyen  ,  tout  calcul  fait , 

—  loSab^  -f-27  b^. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  la  puissana 
quatrième,  cinquième,  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

101 .  Passons  à  V extraction  des  racines  de  degré  quelconque  dt*, 
{Milynômes. 

Appelons  P  le  polynôme  proposé, //i  le  degré  .de  la  racine  .1 
extraire;  et  concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  au\l 
puissances  descendantes  d'une  même  lettre  a.  Désignons  d'aili^'"»* 
par  X  4-/  -f-  2  4- . . .  la  racine  cherchée,  (|ue  Ton  peut  égalenunt 
supposer  ordonnée  par  rapport  à  h. 
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En  rievant  x-h^-j-z-h.  .à  la  /n'***  puissance ,  et  regardant 
pour  le  moment ,  r  -h  a  H- . . .  comme  ne  formant  qu'un  seul  terme , 
on  aura 


m  —  I 


Or  il  est  bien  évident  d'abord ,  d'après  les  principes  de  la  mul- 
liplication  algébrique,  que  le  terme  x"  du  second  membre  de  cette 
«^alite  doit  renfermer  un  exposant  de  a  supérieur  à  celui  d^aucun 
(b  autres  termes  de  ce  second  membre,  et  ne  peut  se  réduire 
avec  ceux-ci.  Donc  x*  est  égal  au  terme  de  P,  affecté  du  plus  fort 
nposant  de  la  lettre  a\  donc,  si  Ton  extrait  la  racine  m''"' du 
pnemier  terme  de  P,  on  obtiendra  nécessairement  le  premier 
^t-rmex  delà  racine. 

Retranchant  x"  de  P  ,  et  appelant  R  le  reste,  on  trouve 

R,     ou      P  —  x*= //fX"""*  (j -h  3 -f- « -f-. .  .  ) 

m  —  I         .  - 

H-  m    --   —  x*-'  (j  -f  r  -H    .  ,y 


nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terme  wx*~^'/ 
ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

Kn  effet ,  les  termes  j,  7%  j*,  .  .  .  ,  qui  font  partie  des  expres- 
sions affectées  de  parenthèses,  renfermant  respectivement  un  expo- 
^nt  de  la  lettre  a  plus  fort  que  les  autres  ternies  des  expressions 
'^rrespondantes,  il  suffît  de  faire  voir  que  le  terme  /7/x*»~'/  con- 
*'^nr  un  exposant  plus  fort  de  la  lettre  a  que  le  terme  général 
^*  '/"  (dont  il  est  d'ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

^'"'■'r    et     .r*""r\ 
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que  Pon  petit  mettre  sous  la  forme 

j,«-/i^ .  Jf"~'     et     j:"-"/  .  /""', 

on  voit  qu'elles  ont  un  facteur  commun,  et  que  des  deux  facteurs 
non  communs  y  or"-',  j"""',  le  premier  contient  a  avec  un  plus 
fort  exposant  que  le  secoud.  Donc  le  terme  wo:*"'*  j  ne  peut  se 
réduire  avec  le  terme  en  ^■•-'' j'",  et ,  à  plus  forte  raison ,  avec  les 
autres  termes. 

Ainsi,  le  terme  mx''*~^  y  est  égal ,  sans  réduction,  au  terme  de  R 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  lettre  n  ;  et  si  Ton  divise  le 
premier  terme  de  R  par  /tix"-',  on  aura  nécessaii^ment  pour  quo- 
tient le  second  terme  j  de  la  racine. 

Retranchant  de  P  la  m''"'  puissance  de  x  H- j,  et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cette  soustraction,  on  démontrera,  comme  pré- 
cédemment ,  que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P  —  (x-f.)  )'. 
représente  la  valeur  de  i7ix"^'«.  Ainsi,  en  divisant  ce  pi-emier 
terme  par  wx"-',  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi 
de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P  par  rapport  à  Tune  des 
lettres  qui  y  entrent,  extrayez  la  racine  m'**'  du  premier  tenue 
de  ce  polynôme  ;  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine. 
Retranchez  de  P  la  ni'*""  puissance  de  ce  premier  terme;  puis 
écrivez  au-dessous  de  la  racine  trouvée  m  fois  la  (m— i)"* 
puissance  de  cette  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  tennf 
du  reste  obtenu;  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  U  ra- 
cine. 

Formez  la  m'**"*  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  dcjn 
trouvés  à  la  racine ,  puis  soustrayez  de  P  cette  m*'"*  puissance. 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m  fois  ^^ 
{m  —  I  )''""  puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obienet 
ainsi  le  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  1  ex- 
traction de  la  racine  3*,  4*>  5'. 
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y,  tf.  —  On  pourrait^  à  la  riguecir,  se  dispenser  d'ordonnet* 
li  abord  le  polynôme  ;  mais  alors  il  faudrait  modifier  renoncé  du 
procédé,  ainsi  qu'on  l'a  fait  pour  la  division.  (  Foyez  le  n"  97.  ) 

Calcul  (les  radicaux, 

162.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont  on  de- 
mande une  racine  d*un  certain  degré  n*est  pas  une  puissance 
(ttrfaite ,  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opération  y  en  faisant  (  n<*  8  ) 
précéder  du  signe  y'  la  quantité  proposée ,  et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe  le  nombre  qui  marque  Je  degré  de  la  racine  à  extraire. 
Ce  nombre  s'appelle  V indice  du  radical. 

SoQTent,  on  peut  faire  subir  à  V expression  radicale  cpielques 
amplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  à  celui  du  n**  84; 
•est  que  la  racine  n''"*  d*itn  produit  est  égale  au  produit  des  ra- 
cines n'*^'  des  différents  facteurs. 

En  termes  algébriques , 


'<Jabcd. .  .=  ^nX^bXy/T-^^l...  . 

En  effet,  élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à  la  //''*" 
puissance,  on  trouve,  pour  la  première, 

^ ,  pour  la  seconde , 

1^'^nc,  puisque  les  /i''"»'  puissances  de  ces  expressions  sont  égales  y 

^s expressions  doivent  Tétre  elles-mêmes.  {F'ojrez  n"  167.) 

1 

Cela  posé,  soit  l'expression  ^5^a*b^c\  qui  ne  peut  être  rem- 
plicée  par  un  monôme  rationnel ,  puisque  54  n'est  pas  un  cube 
M»t,  et  que  d'aiMcurs  les  exposants  àe  a  et  c  ne  sont  pa» 
«livisiWes  par  3  ;  on  a 


V^54fl*  à'^t''  =     V ^7  ^  '  f^    •   V  2'""^  =  3r//'  v'^. ar^. 


2^2  CALCUL    UBS    mAUlCAUX. 

De  même,        v^8a'  =  2  v/fl',      ^^Qa^'b'c^  =  lab'c  v^3flr% 
•  • « .  • 

Dans  les  expression»  Zab  ^lac^^  2^a%  lab^c  ^3ac*,  les  quan 
tilés  placées  en  avant  du  radical ,  auquel  elles  servent  de  muhh 
plicateurs ,  sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 

I6S.  Le  principe  démontré  n®  155  donne  lieu  à  une  autn 
espèce  de  simplification. 

Que  Ton  ait,  par  exemple,  IVexpression  radicale  ^^a*.  Comme 
en  vertu  de  ce  principe,  \%a^  =  y  V4^>  **  *ï"^  '^  quanùlésou- 

a 

mise  au  radical  y^  est  un  carré  parfait ,  on  peut  effectuer  cettt 
extraction  de  racine  carrée ,  ce  qui  donne 

« s 


De  même  ,  ^36a^b'  =  Vv^36«'*'  =  ^J6âb. 

mti  '"  /«  m 

En  général,  v^«"  =  y  sja"  =  y^;  c'est-à-dire  qi/e,  lorequ^ 
rindice  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  nombre  n ,  et  que  h 
quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  /i''"*  exacte,  o^ 
peut,  sans  changer  ia  valeur  du  radical,  diviser  son  indice  par  m^  c\ 
extraire  la  racine  n'**^  fie  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  Tinverse  d'une  autre  non  moins  impoc; 
tante,  qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  multiplier  rindice  rTw 
radical  par  un  certain  nombre,  pourvu  que  l'on  élève  la  çwj* 
tité  sous  le  signe  n  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ci 
nombre. 

m  mn  ■ 

Ainsi,  ^a  =  ^n".  En  effet,  a  est  la  même  chose  que  vfl"» 

'M  "Y  H  m  H 

iioui-  )Ja  =  \  y/iï"  =  y/rt«. 


CALCUL    DES    RADICAUX.  2^3 

Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux 
à  avoir  le  même  indice ,  ce  qui  est  souvent  utile. 

Sdent,  par  exemple,  les  deux  radicaux  v^2n  et  ^a-^  h  ,  que 
Ton  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  Ton  multiplie  Tindice  du  premier  par  4  9  indice  du  second  , 
et  qoe  l'on  élève  la  quantité  2  a  à  la  quatrième  puissance  ;  si ,  de 
même ,  on  multiplie  Tindice  du  second  par  3  ,  indice  du  premier, 
et  que  Ton  élève  a  -h  b  sm  cube ,  on  ne  changera  pas  les  valeurs 
<i<s(ieux  radicaux  ;  et  il  viendra  ,  par  ces  opérations, 

1  II 13 *  11 

^2û  =  sfîFâ^  =  ^i6a*^         yj a-^b  =2  ^(a-h  b)*. 

RÈCLi  GtsttuLLZ.  —  Pour  réduire  deux  ou  plusieurs  radicaux 
Qii  même  indice ,  multipliez  l'indice  de  chaque  radical  par  Iv 
produit  fie  tous  les  autres  indices ,  et  élevez  la  quantité  sous  le 
f'gneà  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce  produit. 

Cette  règle,  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction  des 
fractioDs  au  même  dénominateur,  est  susceptible  de  modifications 
semblables. 

«  s  s  

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  >/â,  ^5b,  ^a^-{-b\  que 
Ton  veut  ramener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres  4)6,8  ont  des  facteurs  communs,  et 
que  24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  -ces  trois  nombres ,  il 
siifBt  évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par  4  9 
tl  le  troisième  par  3,  pourvu  que  Ton  élève  les  quantités  sous 
chaque  signe  radical ,  aux  puissances  de  degrés  marqués  respecti- 
vement par 6,  4  et  3,  ce  qui  donne 

va  =  v^,      \/5b  =  V'S^S      v^fl'-h  6'  =  ^(a'-^b^y. 

Ces  notions  établies,  proposons  -  nous  d'exécuter  sur  les  radi- 
-aux  les  opérations  de  FArithmétique ,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  six ,  en  y  comprenant  la  formation  des  puissances  et 
^extraction  des  racines. 

lOV  Addition  rt  sonstrartion  des  radicaux,    —  Dt'ux  radicaux 
Alg,  B.,  io«  éd,  i8 
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sont  dits  semblables  lorsqu'ils  ont  le  même  indice,  et  que  la  quan 
tité  sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé ,  pour  ajouter  deux  radicaux  semblables ,  ou  pour  Ift» 
soustraire  Tun  de  l'autre ,  il  faut  opérer  simplement  sur  lenn 
coefficients,  et  placer  la  somme  ou  la  différence  y  comme  coefficient 
en  avant  du  signe  radical  commun. 

Ainsi,     ?^fb^^fb=^fb,     3^6-av^=>/^, 

Zasib  ±iics/b  =  {3a±2c)<^b. 

Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  d'abord  semblables;  niab 
ils  le  deviennent  lorsqu'on  leur  a  fait  subir  les  simplifications  des 
n"*  left  et  165.  Par  exemple, 

i ,  »  _  ^ »  — 

^^8ab''4-b)pj5^  =z^b\/3a-h  SbsfJa  =^b  )/3a; 


^Sa'b  -f- 16«*—  V'^^ -h7.ab'  =  :ia)/b -{-2a  ^  b^b-h^n 


z=z  (la  '^b)\Jb'\-2a\ 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables  ,  on  ne  peut  qu'indiquer 
l'addition  et  la  soustraction ,  en  interposant  les  signes  -h  et  - 

16».  Multiplication  et  division.  —  Considérons  d'abord  le  «« 
où  les  radicaux  ont  le  même  indice. 

"  V         .  , 

Soit  sfâ  à  multiplier  ou  à  diviser  par  y/A.  Je  dis  que  l  on  a 

v/^  X  v/*  =  v^^ ,    et  V«  :  V  *  =  y  ^  • 

En  effet  (n»  I6«),  si  Ton  élève  \/â  .  >J b  ei  )/âb  ^  ^^  ''  ' 
puissance,  on  trouve  également  ab  pour  résultat  ;  donc  cesdeuN 
expressions  sont  égales. 
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n 

De  même,  ^    et    1/  t  '  élevés  à  la  /f'*'"'  puissance,  donnent 

t;  ainsi  ces  deux  expression*  Si>nl  égales. 

D'où  Ton  voit  que  —  Pour  maltiplier  ou  diviser  £  un  par  l'autre 
deux  radicaux  de  même  indice ,  il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une 
par  l'autre  les  deux  /quantités  sous  le  signe ,  et  affecter  le  résultat 
daxîgne  radical  commun.  S* il  y  a  des  coefficients,  on  coromefice 
jwr  opérer  séparément  sur  ces  derniers. 

Ainsi, 


.aS^——^^ZaS;j--^^-^i.a^^\—,^, 

ou  simplifiant ,      = 1 -\ 

s(7d 

k « K « 

3fl  ^8fl'  y<^ib>i^a^c  =^^ab  sj  Zo.a*  c  =  1 2  «»  6  ^2f , 

U^b'-^b*  _  ,» / 8 b{a'h^'\'b')_     /  ^ /^^^ 

V  "~8Ï~ 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  de  même  indice,  il  faut  les  y  réduire 
',»'  163),  et  opérer  comme  il  vient  d*étro  dît. 

Parexemple,  3a\/bX  Sb}/2c=  i5ab^^b*c^. 

166.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines,  —  Comme 

m  m  m  m  m 

^D  a  ( V^  )*  =  ^  X  \/â  X  v/« .  • .  =  \/â" ,  d'après  la  régie  qui 
>i€nl  d'être  établie  pour  la  multiplication  ,  il  s'ensuit  que —  Pour 
^^crunc  quantité  radicale  à  une  puissance  donnée ,  il  faut  élever 
«  cette  puissance  la  quantité  sous  le  signe ,  r/  affecter  le  résultat 
du  signe  radical  avec  son  indice  primitif  .  S*il  y  a  un  coefficient ,  on 
^leve  séparément  ce  coefiicient  à  la  puissance  donnée. 

i8. 


^276  CALCUL    DES    BADICAUX. 

♦ 4 4  4  

Ainsi,     (v^4  a')'  =  \/{ia'Y  =  v^i6a«  =  aa  ^aS 


(3^/20)*  =  3*.v/(2«)*  =  243  V' 32  a*  =  486flvV 

Lorsque  Tindice  du  radical  est  un  multiple  de  l'exposant  de  L 
{Hiissance  que  l'on  a  à  former,  on  peut  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  ^20  a  élever  au  carré. 
Remarquons  que  (  n°  1 55  )  v^^  =  v'  ^ 2a . 
Or,  pour  élever  cette  quantité  au  carré ,  il  suffit  de  supprime 

le  premier  signe  radical  ;  ainsi  Ton  a  (^2fl)'=  v/^. 

f  

Soit  encore  ^36  à  élever  au  carré;  cette  expression  revien 


\/ïfTb;  donc  (J3Â)'=  V^. 


C'est-à-dire  que ,  */  rindfce  du  radical  est  dMsible  par  Vtxpi 
sani  de  la  puissance ,  on  peut  effectuer  cette  division,  en  laissât 
la  quantité  sous  le  radical  telle  qu'elle  était. 

Quant  à  Tex traction  des  racines ,  il  faut  multiplier  V indice  à 
radical  par  l* indice  de  la  racine  à  extraire ,  et  laisser  la  quanti 
sous  le  signe  telle  qu'elle  était. 


Ainsi,  y  v^3r=  v^;      \  \fWc  ==  {Te. 

Cette  règle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  n**  ItfiJ ,  enow 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  méiv 
degré  que  la  racine  à  extraire,  il  y  a  lieu  à  simplification. 

Ainsi,  V  V^  ^^^^  ('*"  *^^)  égala  Y  ^/Sô"'  se  réduit  à  ys^ 
De  morne,     V ^9«'  =  V ^^9^"  =  ^^^' 
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Remarques  sur  les  valeurs  algébriques  des  radicaux.  —  Consé" 
quences  qui  en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions, 

i67.  Les  règles  qui  viennent  dY*tre  établies  pour  le  calcul  des 
ndicaiix  sont  fondées  principalement  sur  le  principe,  que  la 
radoe  n**^  d*iin  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit. 
<fes racines /i'*"*' de  ces  différents  facteurs;  et  la  démonstration 
de  ce  principe  repose  (n"  1 68)  sur  ce  que,  si  les  puissances  de 
même  degré  de  deux  quantités  sont  égales,  les  quantités  sont  aussi 
égaies.  Or  cette  dernière  proposition ,  qui  est  vraie  en  tant  que 
loD  ne  considère  que  des  nombres  absolus,  ne  Test  pas  toujours 
pmr  les  diverses  expressions  auxquelles  peut  c*onduire  rAlgèbre. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  assertion ,  nous  prouverons 
qu'un  même  nombre  peut  avoir,  algébriquement,  plusieurs 
facines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  qua- 
trièmes, etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x  Texpression  générale  de  la  racine 
«nrée  d'un  nombre  a ,  et  par  p  la  valeur  numérique  ou  arithmé- 
tique de  cette  racine  carrée  ;  ob  a  l'équation 

x*  =  a,     ou     x^-=p'*j     de  laquelle  on  tire     x=:zizp. 

D'où  l'on  voit  que,  de  quelque  signe  qu'on  affecte  la  valeur 
arithmétique  /?,  de  la  racine  cai'rée  de  Oy  son  carré  donne  égale- 
'nenlfl,  résultat  conforme  à  ce  qui  a  été  dit  au  n**  8»T. 

Soit,  en  second  lieu,  x  l'expression  générale  de  la  racine  cubique 
^  a,  et  désignons  par  p  la  valeur  numérique  de  cette  racine;  on 

âl  équation  x^=zay     ou     t»=ryy, 

•   Cette  équation  est  d'abord  satisfaite  par  x=:p. 
Observons  maintenant  que  Ton  peut  mettre  x^  =  p^  sous^  la 

^onne  x^  —  iJ^  =  o. 

Or  on  a  vu  (n"  51)  que  l'expression  x^  — p^  est  divisible  par 

*  ~  />,  et  donne ,  pour  quotient  exact,  x^  -f-  px  -h  /?'  ; 
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ré(iuation  ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

{^  —  P)i^'  -^P^  -^P')  =  o, 
éqnatîon  à  laquelle  on  satisfait ,  soit  en  posant 

X  —  p=zOf     d'où     x'=py 
soit  en  posant  JT* -+- y>j:  "f- ^»  =  o,    d'où     x=: — -±-V--3' 

ou  bien ,  x-=:p\  1 j . 

On  voit  donc  que  l<t  racine  cubique  de  a  admet  trois  valeur  - 
algébriques  différentes,  savoir  : 

Soit  encore  h  résoudre  Tequation         ar*  =  «     ou     x^  =/>* 

(p  désignant  la  valeur  arithmétique  de  v^). 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

jo'  — p'  ■=.  o; 

or  Texpression       x^  —  p^  revient  (n"  19)  à  (x*  — />')  (x'  4-/?'' 

donc  Téquation  revient  elle-même  à       (x*  — p^)  (x»  -+-/?\i  =  o: 
et  Ton  peut  y  satisfaire, 

soit  en  posant  x-  —  /?'  =  o ,     d'où     x  =  ± ^, 

soit  en  posant     x^-h/^'^^o,  d'où  x=r±^ — /?*  =  ±/?^-^ 

On  obtient  donc  ainsi,  pour  la  racine  quatrième  du  nombres. . 
quatre  expressions  algébriques  différentes. 

Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation 

X*  — y/  r=  o. 

Or  x'  —  p* revient  ( n*»  10 )  ;^  ( x-  —  ;,J )  (  jr'  -f- y;' ) ; 

»însi ,  réqualion  devient  (x^  —  />)  (x'  -+-;;)  =  ^ 
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Déjà,  rêquation         x*  — /;*  =  o ,  résolue  précédemment , 

a  doDDe  x=z  p     et     x  =:  ^  I  — , ^- 1 . 

Considérons  actuellement  Téquation         jr^  4- />•»:=  o , 

et  observoDS  que ,  si  Ton  remplace,  pour  le  moment ,  p  par  —  p\ 

ellcdevient  jr»  —  p'^=:Oy 

il'où  Ton  déduit  .r  :=  p^  et  x  =  p'  i    ^—L l , 

vui ,  remeltant  ù  la  place  de/i'  sa  valeur  — p, 

x=z^p     et     x=i-^p[ -î j. 

Ainsi,  réqualion  x*  — /^«  =:  o,  et  par  conséquent  la  racine  6' 
de  II,  admet  six  valeurs  :  /?,  a/;,  a'/;, — /->,  —  apy  —  a'/?,  en 
posant ,  pour  simplifier, 


Nous  pouvons  conclure ,  par  analogie  (ce  qui  sera  d'ailleurs  dé- 
montré par  la  suite,  d'une  manière  plus  complète),  que  toute 
équation  de  la  forme  x"  —  at  =  o ,  ou  x*  —  />"  =  o ,  est  suscep- 
tible de  m  solutions  différentes  ;  c'est-à-dire  que  la  racine  m'*^ 
d'un  nombre  admet  m  valeurs  algébriques  différentes, 

168.  Première  remarque,  —  Si,  dans  les  équations  précédentes 
et  les  résultats  qui  leur  correspondent ,  on  suppose  comme  cas 

{»Articulier,  a  =  i  ,     d'où    /?  =  i , 

on  obtiendra  les  racines  carrées ^  cubiques  ^  quatrièmes  y  etc.,  de 
Tunité.  Ainsi ,  -f-  i  et  —  1  sont  les  deux  racines  carrées  de  C unité; 

car  i'é(|uation  x^  —  1  =  0     donne     x  =  rt  i . 
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De  même,     -h  i , 7 — ^  >   sont  le 

2  2 

trois  raciaes  cubiques  de  j'unité ,  ou  les  raeises  de  x^  —  1=0 

_l_  I  j  —  1 ,  4-  y/—  I ,  —  v^ —  I ,  sont  les  quatre  racines  qua 

trièmes  de  l'unité,  ou  les  racines  de  j:*  —  1=0- 

IGO.  Seconde  remarque.  —  Soit,  en  général,  réquatioa 

jc*  ip  «  =  o. 

Désignons  par  p  la  valeur  arithmétique  de  la  racine  m'*^  de  a 
ce  qui  donne />*"  =  a\  Téquation  ci-dessus  devient 

et  si  Ton  pose  x  =  py^  y  étant  une  nouvelle  inconnue,  il  en  rc 
suite    p^  jr^  zç:  p'^  =  o  ;     ou ,  en  divisant  par  p" , 

j"  qii  =  o. 

m 

Ce  qui  prouve  que ,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  /7  ou  è 

m  m  m 

^ —  I  ,  on  obtiendra  celle  de  ^a  ou  de  v/ —  a ,   en  multipliant j 
par  les  différentes  racines  w'**"  de  -h  i  ou  de  —  i . 

170.  Il  résulte  de  l'analyse  précédente ,  que  les  règles  du  caicu 
des  radicaux  établies  pour  Thypothèse  où  l'on  opère  sur  des  nom 
bres  absolus  sont  susceptibles  de  quelques  modifications  lorsqu'or 
opère  sur  des  expressions  ou  symboles  purement  algébriques.  Ces 
surtout  quand  on  applique  ces  règles  aux  expressions  imaginairei 
que  ces  modifications  sont  nécessaires ,  comme  étant  une  suite  dt^ 
ce  qui  a  été  dit  au  n^  167. 

On  demande ,  par  exemple ,  le  produit  de  y/—  a  par^— ''•^i 
règle  du  n®  fl6^  donne 

Cette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  (pe, 
dans  l'expression  v^—oX  V^— «j  les  deux  radicaux  coroportci^^ 
le  double  signe  ±  j  mais  si  l'on  admet  que  les  radicaux  sojew' 
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Je  niêfiie  signe,  comme  alors  y^  — a  X  V^ — o  revient  à  (^ — a)', 
rt  qoe,  pour  élever  ^m  au  carré,  il  suffit  de  supprimer  le  ra- 
l'ical,  00  a  nécessairement 

^"^^  X  yT-'a  =  —  «. 

Soii,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  yj — a  X  V^ — h  ;  on 
aiirair,  d'après  la  règle  du  n°  16», 

sf^a  X  V^^  =  >l->rab. 

Or  \ab=z±p  (n"  167),  p  désignant  la  valeur  arithmétique 
^  la  racine  carrée  de  ab  ;  mais  je  dis  que  le  véritable  résultat 
doiiéire  — ;>ou  —  \[âb,  dès  que  Ton  considère  les  deux  radicaux 
\-a  tl  v' — b  comme  précédés  l'un  et  l'autre  du  signe  +. 

^  effet,  on  a 

V^—â  =  v/«.  v^—  I  et  /^  =  yfb-  ^^ ; 

=  yfâb  X  —  I  =  —  \/«ï- 

On  trouvera,  d'après  ces  principes,  pour  les  diverses  puis- 

»^ces  de  V^37 , 

(v/=l)'  =  v^-,, 

(v/=:T)'r._., 
|^-.>  =  (vPT)'.^^  =  -v'— , 
'v~i>  =  (V3T  / .  (^zn).  =  _ ,  X  - 1  =  +  • . 

^tnme  les  quatre  puissances  suivantes  s'obtiendraient  en  mnl- 
'P'wnt  la  quatrième ,  ^-  i ,  respectivement  par  la  première ,  par 
'^<*cuxième,  la  troisième  et  la  quatrième ,  on  retrouverait  encore, 
l^ur  ces  quatre  nouvelles  puissances, 
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doDc  toutes  les  puissances  de  \/— t    forment  des  périodes  à 
quatre  termes. 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  ^—a  pa 

4 4 

V — ^>  qui>  d*après  la  règle,  serait  ^-haby  et ,  par  conséqaeii 
(n°  i67  ),  donnerait  les  quatre  valeurs 

4 i 4  4^ 

-h^ab,       — ^âb,       -^  ^b.^—i ,       — ^âb.^^i. 

Mais  pour  déterminer  le  véritable  produit ,  observons  que 

4 «       4 4 4      4 

V^ — fl  =  v^.  v/ — I ,       sf^b 'j=z  sfb  '  ^ — li 


donc     ^—  X  IjZTb  =  If^,  ^/II7. 

Appliquons  les  calculs  précédents  à  la  vérification  de  Tespres 

sion »  considérée  comme  racine  de  l'équation 

x^  —  ï  =  o, 
c'est-à-dire  comme  racine  cubique  de  1.  [Fojez  n®  I68.) 

D'après  la  formule  [a  4-  bf  =  a^  -h3a^b  -{-  3ab' 4- *  1 

°°"    (=^y=  _  _  ,' 

(-iy+3(-i)'.v/-3  +  3(-,).(v/-3)'H-(v^-3y_ 

8 

—  ,  -(-  3  ^113  _  3  X  —  3  —  3  y/^  _  8  _ 

;         8  8~  '■ 

—  I— i/^ 
On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur —  • 
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^^  IV.  —  Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque. 
—  Notions  générales  sur  les  séries. 

171.  C'est  ici  le  lieu  de  faii'e  connaître  deux  nouvelles  notations 
d'un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  :  ce  sont  les 
exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs  ;  ils  tirent  leur 
origine  des  règles  établies  pour  Tex traction  des  racines  et  la  division 
des  monômes. 

Qae  Ton  ait  à  extraire  la  racine  /i'*"'  de  a". 

Oo  a  va  (n®  I1S8)  que ,  si  /n  est  multiple  de  /i ,  il  faut  diviser 
i  exposant  m  par  l'indice  n  de  la  racine.  Mais  si  m  n'est  pas  divi- 
able  par  /i ,  on  convient  d'indiquer  l'extraction  de  la  racine  en 
indiquant  la  division  des  deux  exposants.  Donc 

n  m 

d'après  une  convention  fondée  sur  la  r^le  des  exposants  pour 
i'eitraction  des  racines  des  quantités  monômes. 

4  3  4  '' 

.Vinsi ,  ^â^  =  a* ,     ^a'  =  a*. 

De  même ,  que  l'on  ait  à  diviser  a'*  par  a",  m  et  /i  étant  entiers 
et  posidfs. 

On  a  vu  (n®  25)  que,  dans  le  cas  de  /w  >  /i ,  il  faut  retrancher 
i exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende;  ce  qui  donne  a""". 

Mais  si  l'on  a  //i  <  /i ,  on  convient  de  la  mcme  notation  «"»"'* 
pour  indiquer  la  division. 

Soit  p  la  différence  absolue  entre  n  et  m  ;  on  a  alors 

..  .        fl" 
n=z  m-^  p,     do»     =  a'^'^-P  =  a~P  ; 

d'ailleurs ,  --^^  se  réduit  à  ~  pat  la  suppression  du  facteur  ««» 
commun  aux  deux  termes  ; 

donc  a-P=z^' 

aP 
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V expression  oTP  est  donc  le  symbole  d'une  divbion  qui  n  a  pu 
s'effectuer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l* unité  divisée  par 
la  même  lettre  a  affectée  de  l'exposant  p  pris  positivement. 

Ainsi ,  «"**  =  —  9  fl~*  =  -T- 

#1*  a* 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  consencr  \m 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  division, 
impossibles  à  effectuer  sur  des  quantités  monômes,  résulte  une 
autre  notation ,  celle  de  V  exposant  fractionnaire  négatif» 

Soit  à  extraire  la  racine  /î'*"*  de  —  • 


On  a  d'abord 


—  =/i-*:     donc     i/--=v«~^=rt% 


en  remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
tionnaire. 

m  m 

Les  expressions  a" ,     a-P  ,     a    "  ,  sont  donc ,  d'après  des  con^l 
ventions fondées  sur  les  règles  précédemment  établies ,  des  notations 


équivalentes  à     ^/«'"y   ~~p^  x  "Zk 


Ainsi,  l'on  peut,  suivant  les  circonstances,  remplacer  les  pre- 
mières par  celles-ci,  et  réciproquement. 

Comme  dans  le  discours,  aP  s'énonce  a  puissance  p^  p  étant  un 

m  _t 

nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  «",  a~P,  a  % 

s  énoncent  :  a  puissance  —,  a  puissance  — p^  a  puissance  —-• 

ce  qui  a  engagé  les  algébristes  à  généraliser  le  mot  puissance,  [Mais 
il  serait  peut-être  plus  convenable  de  n'employer  que  les  dcnomi- 

nations  a  exposant  —,  exposant  — p ,  exposant ,  en  consa- 
crant uniquement  le  mot  puissance  l\  désigner  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  égaux  à  un  nombre  donné.  {Fo/et  le  n*  !fc)) 
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I7S.  Ces  notions  sur  Torigine  et  la  signification  des  quantités 
affectées  d'exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons 
démontrer  que  le  calcul  decessortes  de  quantités  est  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celui  des  quantités  affectées  exclusivement  d'ex- 
posants entiers  et  positifs. 

Multiplication,  . —  Soit  d'abord  a*  à  multiplier  par  a'  ;  je  dis    . 
qu'il  snfEt  à* ajouter  les  deax  exposants,  et  que  l'on  a 

fl»Xfl*=fl*    '  =  «•*. 
En  effet,  on  a  vu  (n^  171)  que 

X  1         * » 

donc  fl"*  X  rt'  =  V^û*  X  ^; 

ou  bien,  effectuant  l'opération  d'après  la  règle  du  n*'  IGIS, 

3^  i^  I  s j  g 

tf*  Xfl*  =  /«'•  =  «' *• 
Soit,  généralement,  a    "à  multiplier  par  tf  ?;  je  dis  que  Ton  a 

a    '''Xaî  =:a     »     ^  =a    "^     . 

En  effet ,     a    «  =  y  ^n  '     ^  ,  =  y^^.  ^i^nc 

■  p  « /  I  f  "*l/ a^P         "f v--*y 

fl  ■X«î'=V;?ïXv'«'  =  V^=  s/av— f  =  fl    «9     . 

Ainsi,  reg/^  générale,' pour  multiplier  l'un  par  l'autre  deux 
monômes  affectés  d'exposants  quelconques ,  il  faut ,  pour  chacune 
des  lettres,  ajouter  les  deux  exposants;  c'est  la  règle  déjà  établie 
n**  16,  pour  les  quantités  affectées  d'exposants  entiers  et  positifs. 


286  THÉORIK    UKS    EXPOSANTS 

On  trouvera  »  d'après  cette  règle , 
a* 

Dîpision,  —  Pour  diviser  l'une  par  l'autre  deux  quantités  mo* 
nômes  affectées  d'exposants  quelconques,  il  &ut  suivre  la  règle 
qui  a  été  établie  (n°  23)  pour  les  quantités  affectées  d*exposanl» 
entiers  et  positifs;  c'est-à-dire  qu'il  faut,  pour  chaque  lettre, 
retrancher  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

En  effet,  Texposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit  erre 
tel,  qu'ajouté  ù  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  la  somme 
soit  égale  à  l'exposant  du  dividende  ;  donc  l'exposant  du  quo- 
tient est  égal  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur. 

On  trouvera ,  d'après  cette  règle , 

^':a    '=za'"^    *^  =  a'\ 

a,         £  *_±  L  i,         '  JL 

2     s         _1    2  _i_    _  i. 

a'^b^:a    'b'z=a''b    \ 

Formation  des  puissances.  —  Pour  élever  à  la  /«••^  puissancf 
4]n  monôme  affecté  d'exposants  quelconques,  il  faut,  conformé- 
ment à  la  règle  du  n''  Itf8,  multiplier  l'exposant  de  chaque  icttn 
par  l'exposant  m  de  la  puissance  ;  car  élever  ce  monôme  à  la  /n"* 
puissance,  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  ce  mo- 
nôme; donc  ,  d'après  la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  multi- 
plier chacun  des  exposants  par  m. 

Ainsi,  W)  =fl~,       (a*)  z=(^  z=:a\ 

\ia    ^h')   =:64«-^6',        \a    •)    =fl— . 

Extraction  des  racines,  —  Pour  extraire  la  racine  /i'"*  d'un 
monôme,  il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n»  IM,  diviser  l'expo- 
sant de  cliaque  lettre  par  V indice  n  de  la  racine. 
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En  effet ,  Fexposant  de  chaque  lettre,  clans  le  résultat ,  doit  être 
(dqae»  multiplié  par  Tindice  n  de  la  racine  à  extraire,  il  repro- 
(inise  Texposant  dont  la  lettre  est  aflectée  dans  le  monôme  pro- 
l'osc;  donc  les  exposants,  dans  le  résultat,  doivent  être  respec- 
trH'Rient  égaux  aux  quotients  de  la  division  des  exposants,  dans 
V'  monôme  proposé ,  par  Tindice  n  de  la  racine. 


Ainsi 


,        \a^=a',     Vfl"=«",     V''"*=«"% 


6-'  =  /i»^  ^ 

Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la  i*^le 
r^  ladre  à  la  multiplication  ;  mais  on  pourrait  les  démontrer  direc- 
icmenten  remontant  à  l'origine  des  quantités  affectées  d'exposants 
'juefeonques.  ^ 

Xous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicite- 
ment les  deux  précédentes ,  quant  à  la  démonstration. 

Soit  a"  à  élever  à  la  puissance 7  il  faut  prouver  que  Ton  a 

r 

ya")        =fl"  '=«      »'. 

En  effet,  si  Ton  remonte  à  Torigine  de  ces  notations,  on  trouve 

]ne 

fjmr  V 

L^avanlage  que  présente  Temploi  des  exposants  de  nature  quel- 
tonque  consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d'expressions  n'exige  pas  d'autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  pour  le  calcul  des  quantités  alTectèes  d'exposants  entiers. 
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En  outre ,  ces  calculs  se  réduisent  à  de  simples  opérations  sur  les 
Fractions  y  opérations  avec  lescjnelles  nous  sommes  déjà  &milia- 
risés. 

175.  Remarque.  —  Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions,  à  considérer  des  quantités  affec- 
tées d'exposants  incommensurables.  Or  les  règles  que  nous  venons 
d'établir  pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commensurables  sem- 
bleraient devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas  d'exposanb 
incommensurables;  mais  observons  qu* un  nombre  incommensu- 

rable,  tel  que  ^y  yii  >  ^'>  P^r  ^  nature ,  composé  d*une  partie 
entière  et  d*une  partie  d'unité  qui  ne  peut  être  exprimée  exacte- 
ment,  mais  dont  il  est  possible  d approcher  autant  qtte  Fan  veut; 
en  sorte  que  Ton  peut  toujours  concevoir  le  nombre  incommensu- 
rable remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n'en  diflert 
que  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée;  et  en 
appliquant  les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incom- 
mensurable, il  faut  sous-entendre  qu'on  les  applique  au  nombre 
fractionnaire  exact  qui  le  représente  approximativement.  En  dé- 
finitive, dans  les  applications  numérîques,  on  ne  peut  se  former 
ridée  d'un  nombre  incommensurable  qu'en  le  supposant  rempbce 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  en  exprime  une  valeur  plu> 
*  ou  moins  approchée  ;  et  cette  approximation  n*a  pas  de  limite. 
Ainsi ,  nous  pouvons  conclure  (|ue  les  règles  précédentes  sont 
applicables  au  cas  oCi  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles 
le  sont  même ,  par  extension,  aux  exposants  imaginaires. 

Application  île  la  formule  du  binôme  à  l'extraction  des  racines  par 
approximation. 

174.  Puisque  Ton  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quel- 
conques les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs,  ile^ 
assez  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  sert  à  do- 
velopper  la  w'^"'  puissance  d'un  binôme  [m  étant  un  exposant 
entier  et  positif) ,  peut  également  servir  lorsque  m  est  un  exposant 
fractionnaiix>i  po&itif  ou  négatif.  C'est,  en  effet,  ce  que  les  ana- 
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lystcs  ont  reconnu;  et  ils  ont  déduit  de  le  des  conséquences 
imporUntes,  tant  pour  Vextraction  des  racines  par  approxi- 
mation, que  pour  le  développement  des  expressions  algébriques 
^n  séries. 

Nous  renvoyons ,  pour  la  démonstration  générale  de  cette  for- 
mule, an  n«  189 ,  et  nous  allons  dès  à  présent  en  montrer  Tusage 
«îans  Tévalnation  approchée  des  racines  de  d^ré  quelconque  des 
nombres  particuliers. 

Mais  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  trans- 
formation. 

Reprenons  celte  formule 

(a:-h<i)«=ra'"4-/ifflrjr«-'-4-/w  "  "~     fl*.r*-»-j-.  ... 

2  ' 

omettons  le  facteur  x"  en  évidence  dans  le  second  membre. 
On  obtient 


(x-f-  a 


\  X  2  X'  / 


OU,  posant 


n 

^»u  bien  encore ,  ^  \/x-^  a  =z 

il        \     a       1/1 — !«'       i/î — 12/î  —  ifl^  \,x 

\        n    X      n     7.n       x*      n      in  3/z       x^  / 

Si  Ton  voulait  former  un  nouveau  ferme ,  il  suffirait  évidem- 
ment de  multiplier  le  quatrième  par  — -. et  par  -,  puis  de 

^n  X 

''hanger  le  signe  ;  et  ainsi  de  suite. 

175.  Cela  posé ,  soit  à  extraire  la  racine  cubique  de  3i . 
Le  plus  grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27,  faisons  ,  dans  la 
Al^,  B,,  10*  éd.  i<^ 


2gO  APPLICATION    DK    LA    FORMULE    DU    BINOBIi: 

formule  (i),  w  =  3,  x  =  27,  et  a  =r  4>  «»  <I"i  donne 


il  vient 


VJi  —  o^n-j-^^       3"3'729      3'3*9'ig683        ■/■ 

ou  bien ,  en  effectuant  les  calculs, 

'/5~       -        4  '6  320 

V3.  =3  +  - -  ^+ jjjj^  -  . . .  . 

Le  terme  suivant  s'obtiendrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus, 

,  .  ,.  320  3/? —  la  24  1. 

en  multipliant  >,    .,     par  — 7 .  - ,  ou  par  -  .  -^  ,  el  cnan- 

'^         53i44i  4''         ^         *      3     27 

,     .  .  ,  .  256o 

géant  le  signe ,  ce  qui  donnerait  —   .      .^ —  • 

On  trouverait  de  même ,  pour  le  terme  qui  suit  ce  dernieri 

256o  4«  —  I   «  256o  II        4  II 26^0 


43046721  5/1      X      43^46721       i5      27        1743392200. 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série,  et 
réduisons  en  décimales.  ISous  obtenons  d*abord  , 

Pour  les  termes  additifs, 

3  =  3,00000  j 

-i-  =  o,i48i5(  5      ,Q  f. 

27  '  ^       \=        3,14875, 

320  ^    I 

=  0,00000  ] 


53i44 

et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs 

16  , 

~  •—  0,00731 


^'^7  '  (=  —  0,00737. 

256o  ^  ( 

—  0,00000 


43046721 

3^ 

Donc  \/37  =       3,i4ï38. 
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[  Xous  prouverons  tout  à  Theure  que  ce  résultat  est  exact  à  moins 
de  0,00001  près.] 

176.  Remarque,  —  Lorsque  Texpression  d'un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont 
en  décroissant  indéBniment,  on  conçoit  qu*en  général,  plus  on 
prend  de  termes  dans  la  série ,  plus  on  approche  de  la  vraie  valeur 
(in  nombre  proposé.  Si ,  en  outre ,  on  suppose  que  les  termes 
soient  alternativement  positif  s  et  négatifs  ^  on  peut,  en  s'arrctant  à 
un  terme  de  rang  quelconque ,  déterminer  d*une  manière  pré- 
cise le  degré  d* approximation  obtenu, 

Kn  effet ,  soit  ime  suite  indéfinie  de  termes , 

n  —  b  -hf  —  rf-i- <?—/-+-..  ., 

dans  laquelle  on  suppose  que  a,  ^,  r,  </,...  sont  des  nombres 
absolus  décroissants;  et  désignons  par  .r  la  valeur  numérique  de 
n  lie  série. 

Je  dis  d'abord  que  cette  valeur  est  comprise  entre  deux  sommes 
'ODsécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 

Car  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

n  —  b  -{-  c  —  d  -h  e  — f,     et     a  —  b  -h  r  —  d  -\-  c  — /""+"  ^* 

Considérons  la  première,  et  observons  que  les  termes  qui 
suivent  — /  sont  -^  g  —  A,  -{-  k  —  /,  -+-...;  mais  puisque  la 
^erie  est  décroissante,  les  différences  g  —  /i,  k  —  /, .  . .  sont  des 
««ombres  positifs;  d'où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  com- 
plète de  X,  il  faut  ajouter  h  la  somme  a  —  b  -^  c  —  d  -^  r  — / 
lin  certain  nombre  positif. 

On  a  donc 

a  —  b  -^  c  —  d  -h  e  — f  -<^  .r. 


Quant  à  la  seconde,  les  termes  qui  suivent  -+-  g  sont  —  /*-!-/, 
—  /-+-!»...;  or  les  différences  — /i  -h  /  ,  —  /  4-  //i , . . .  sont  ncga- 
'îves;  d*où  Ton  voit  que,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  x,  il  faut 
ajouter  à  la  somme  a  —  b  -i- r  —  d  -^  e  —/-h  g  une  quantité 
n«^alive,  c'est-à-dire  diminuer  rolte  somme. 

iq. 
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Ainsi  Ton  a  a  —  b  -{-  c  —  d  -he  — /-h  g*  >  j". 

Donc  X  est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Conséquence,  —  La  valeur  numérique  de  la  différence  entre  ces 
deux  sommes  étant  g^  il  sVnsuit  que 

L'erreur  commise  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termn 
pour  la  valeur  de  x  est  numbriqukmknt  moindre  que  le  terme  qui 
vient  après  celui  auquel  on  s'est  arrêté» 

Ainsi,  dans  Inapplication  du  numéro  précédent,  tons  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs  ,  et  allant  en  décroissant 
ù  partir  du  second,  on  peut  en  conclure  que  la  valeur  numériqnr 
do  la  somme  des  cinq  premiers  termes 

3  _^  j1 L9_  ^     320     _     a56o 

27      2187      53i44'      4^0467^1 


diffère  de  \/3i  d'une  quantité  moindre  que  la  valeur  du  6*  terme, 
que  l'on  a  trouvé  (n"  I7U)  égal  à  — .  ^»  Or  celle  frai - 

lion  est,  d'après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de  • 

i 

donc  ^3Î  =  3,  i4i38  à  0,00001  près:  ce  que  Ton  pourrait  véri- 
fier par  le  procédé  ordinaire,  mais  par  des  calculs  plus  laborieux 
que  les  précédents. 

i77.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approjii- 
mativement  la  racine  /i'*'"'  d'un  nombre  entier  N  par  le  rooren 
des  séries  : 

Décomposez  N  en  deux  parties  p"  -H  q  »  p  étant  la  racine  de  S 
obtenue  a  une  unité  près  (n**  i^5) ,  rt  faites  j  dans  le  développement 


rf<?  V^x-h  a(n°  17»),  x  ==/?",  a  =  q.  Effectuez  les  calculs  y  m 
vous  arrêtant  au  terme  dont  le  suivant  soit,  d'après  son  inspection , 
inférieur  h  l'unité  de  l'ordre  décimal  qui  détermine  l'approxima- 
tion ;  convertissez  en  décimales  tous  les  termes  dont  vous  avez  teun 
compte,  et  opérez  la  réduction  des  termes  tant  additifs  que  sou^- 
tractifs. 
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Celte  méthode  n*C5t  avantageuse  qu'autant  que  -^  est  une  frac- 

lioo  assez  petite;  car  autrement  les  termes  de  la  série  ne  dimi- 
oueraient  pas  très-rapidement ,  et  il  faudrait  un  grand  nombre  de 
termes  pour  donner  le  d^ré  d'approximation  désiré  ;  ce  qui  en- 
traînerait dans  de  longs  calculs. 
On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes 

les  fois  que  Ton  a  /^<ly>  car  alow  -,  on  -^^  est  plus  grand 

que  l'unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -,  qui  augmentent 

m: 

de  plus  en  plus   numériquement ,  à  mesure  que  le  degré  de  la 
puissance  augmente. 

Soit ,  par  exemple ,  56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
V'*^;  37  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  on  aurait 

j:=r27,     a  =  29;     dou     -  =  —"> 

et  les  termes  de  la  séiie  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (nous 
ne  parlons  pas  des  coefHcients,  qui  sont  des  fractions  peu  diffé- 
rentes de  Funilé). 
Hais  observons  que  Ton  peut  aussi  décomposer  56  en  64  —  ^> 

•»u  4^—8;  or  75-7  ^"  5  *^s^  "°^  ^**^*  petite  fraction. 
04        o  

D'un  autre  côté,  si,  dans  l'expression  de  ^x  -+-  a  (n*»  174),  on 
remplace  a  par  —  o  ,  il  vient 

' 1/         i    a         \    n  —  ifl'       i«  —  12/î  — ifl^  \ 

^x— flzrx"  (  I • • ;  — ^« ô —  'n —  •  •  •    ' 

\        n   X        n      tin     x^      n      in  on       x^  J 

Posant  donc  a-  =  64 ,  fl  =  S ,  on  obtiendra  une  série  de  termes 
qui  décroîtront  rapidement. 

A  la  vérité,  tous  les  termes,  à  Texceplion  du  premier,  sont 

négatifs;  et  l'on  ne  peut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit 

nM7C)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d'approximation  que 

donne  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  aloi^s  on 

li'  ni  compte  d'un  nombre  de  termes  asscx  grand  pour  qu'on  soit 
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bien  assuré  que  Tensemble  des  termes  négligés  n'influe   pas  sur 
l'ordre  décimal  auquel  on  veut  arrêter  l'approximation. 
On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

v/39     =   V32    -f-    7   =r  2,0807     à  0,0001      près; 

3  3 

v/65     =  v^64    -+-    I   =  ^,oiio']3  à  0,00001   pt^ès; 


V260  =  v''256  -4-  4  =   4>Oï^53  à  0,00001   près; 

v/io8  =  v'^ï^B  —  20  =    1,95204  à  0,00001  près  (*). 

178.  Autres  applications  de  la  fornmle  du  binôme.  —  Cette- 
formule  sert  aussi  à  développer  les  expressions  algébriques  e.'i 
séries. 

Soit ,  pour  premier  exemple ,  l'expression  ;  on  a 

I  —  z 


-i-  =  (,-x)-. 


Posons,  dans  la  formule  (x  -h  a)*  =  x"  -+-  //mx*-'  -+-..., 
x  =  f,  a  =  —  z,  //i  =  —  1;  il  vient 

-u—^ 3 — 1-^^••' 

ou ,  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d'un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  —  , 

(i —«)■-»  =  — î —  =  I  -hz-l-z'-l-z'-H»*-f-2'.  .  .  . 
I  —  z 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la 
division  algébrique  (  n°  26). 


[  *;  Vojcs  le  n"  o  de  la  prcmièro  noie  placée  à  la  fin  du  (i**  chapitre' 
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1.  •  ^ 

ire  I  expression      .      < 

On  a ,  en  développant  (i —  z)~^ , 


2 

Soit  encore  l'expression      .      ou     2  (i  —  2)-^ 


2(1  — z)-=»=: 
OU  efTectuant  les  calculs  et  réduisant , 


Prenons ,  pour  dernier  exemple,  la  quantité  \2Z  —  z' ,  qui  re- 
tient à  ^^  (1 Y  9  et  développons  (  i j  *  • 

En  posant,  dans  la  formule  (x-|-a)'"=:x'"-h  max'"-'  -h  .  .  . ,. 


z  I 


1  =  1,      a  = 9     /w  =  x,ona 

2  <3 


(-'.)^= 


''  3 


s(-|)-i-^-(-î)' 


donc       fel=l^=  '^IÏ^,_^3-^.'--g|g.^-~etc.). 

Méthode  (les  coefficients  indéterminés.  —  Notions 
sur  les  séries  récurrentes. 

179.  Les  algébristes  ont  inventé,  pour  le  développement  des 
expressions  algébriques  en  séries,  une  auli*e  mélhode  qui  est,  en 
ù;(-aéral,  plus  simple  que  celle  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui 
d'ailleurs  est  beaucoup  plus  féconde ,  en  ce  qu'elle  s'applique  à 
•les  expressions  d'une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  ccUe  méthode ,  nous  nous 


2gt> 

proposerons  de  développer  lexprcssion   -j -^ ,    en  une  serit 

qui  procède  sttÎTant  les  punssmoes  entières  eC  positives  de  x.  Il 

a 
est  visible  <|ue   ce  déveioppenient  est  possible;    car  -^ ^ 

revient  à  a  'a  +  ^'^T^  \  et ,  en  appliquant  la  formale  du 
binôme,  on  obtiendrait  une  suite  de  termes  procédant  suivant 
les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  jt.   Posons 


donc 

a 


=  A-hBx-hCx=-f-Dje-|-Ex»H-Fx* -H  ...,  |i 


A,  B,  C,  Dy. . .  étant  des  coefficients  fonctions  de  cr,  t^ ^  b\ 
mais  indépendants  de  x;  coefficients  qu*il  s*agit  d'ailleurs  de 
déterminer,  et  que,  par  cette  raison,  l'on  appelle  coefficients 
indéterminés.  (Cette  dénomination  est  impropre  :  d'après  le  seD& 
attribué  jusqu'ici  au  mot  indéterminé  ^  il  vaudrait  mieux  dire 
coefficients  à  déterminer  ;  mais  nous  nous  conformerons  à  Tu- 
sage.) 

Pour  parvenir  à  la  détermination  de  ces  ooeffidents ,  chassons 
le  dénominateur  de  réc|uation  (i);  ordonnons  par  rapport  à  x,  et 
transposons  le  terme  a  :  il  vient 


__  j  A«'-hB/ï' |X-hCfl'|x*-HDa'    x^ -h  E*/' I  x* -h. . .  ( 
—  l^a^Ab'l     -|-B6'I      -4-CA'         -+-D6'I  )^ 


Remarquons  maintenant  que,  si  Ton  suppose  les 'valeurs  dt 
A,  B,  C,  D,  —  convenablement  déterminées,  Téquation  (i)  doit 
se  vérifier,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  x;  ainsi  il  en  est  de 
même  de  T équation  (2}. 

Or ,  lorsqu'on  suppose  x  =  o,  celle-ci  devient  o  =  Ao'  —  ^  • 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  A  ,  A  =  -7- 

a 

u 
A  étant  égal  à  — j ,  quand  on  a  x  =  o ,  doit  conserver  la  même 

valeur  lorsque  x  est  quelconque ,  puisque  A  est  indépendant  de  /• 
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Ainsi ,  quel  que  soit  or,  Inéquation  (2)  se  réduit  à 


o  = 


Bu'  I  X  -+•  CûM  or'  -h  Ba' 
•  Ab'\     H-  B6'  I      -+-  Cb' 
[  ou ,  divisant  par  x. 


x»-+-. 


^97 


(3) 


X-f-D£/' 


X»  -f-  . .  . . 


Celle  cc|u«idon  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 

faisons  x  =  o  ;  il  en  résulte  Ba'  -h  AA'  =  o  ; 

d'où  Ton  tire 


B  =  --^, 


^       a  b'  ab' 

ou  bien,     ^  =  ^X  —  ^  =  ""^* 


Comme  B  doit  conserver  cette  même  valeur,  quel  que  soit  x, 
supprimons  dans  (3)  le  premier  terme  Ba'  -h  Afc'  qui  s'anéantit 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient 


o  = 


Ca'  -h  DflM  X  -h  Ea'  I  x=  -h . .  . 
-  B*'  -h  C^'        4-  D^' 


Faisons  de  nouveau  x  =  o;    il  en   résulte    C«'-f-B^'  =  o, 
d  où  Ton  déduit 

W  ..  ab'  b'       ab'' 

C= 7->     ou  bien,     C  = 7- X 7  =  -^* 

a'^  ri  '  a'        a  ' 


On  trouverait  de  même.  .  . 
d'où 


Dfl'-+-C6'  =  o, 


Qb'  ^       ab"  b'  ab'\ 

a  a^  a  a  * 

tt  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu\in  coefficient  quelconque  se  forme 
au  moyen  du  coefficient  qui  précède ,  en  multipliant  celui-ci  par 

7 ;  amsi ,  Ion  a 

a 


a         ab'  ab"    ,       ab"  ab"     , 


1 
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ce  qui  donne  les  équations 

3A  — i=o,       3B— A  =  o,       3C  — B  =  o,..., 
d'où  Ton  tire  successivement 

A=^,     B=-,     C  =  — ,     D  =  r^,...  I 

3  9  27  81  I 

Donc         r •  =  -  1  ô-t--"»^  H j:'4-5-x^-h...b 

3x  — X*       a:  \3       9  27  01  / 

ou  bien, ,  =  ^x"'4--Jr»H x'  -4---xM-..., 

3x  —  X*       3  9  27  xo 

c'est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expressiiJ 
un  terme  alTecté  d'un  exposant  négatif. 

182.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthoè 
des  coefficients  indéterminés. 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficitrn 
indéterminés ,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  d 
la  formule  du  binôme,  fondée  sur  celte  méthode.  , 

Afin  de  simplifier  les  calculs ,  nous  remarquerons  d'abord  q»j 

(  .r  -f-  fl  )*"  peut  se  mettre  sous  la  forme    x""  (  1 4-  -  1  • 

Si  Ton  pose  -  =:  j,  et  qu'on  dévelopfie  (i  -h  j^)* ,  H  suffira  ei 

X 

suite  de  multiplier  ce  développement  par  x",  puis  de  reniplacvr , 

par  -  ]  et  Ton  obtiendra  le  développement  de  (x  -f-  a)*- 

[Celte  transformation  a  j)our  objet  d'éviter  dans  le  calcul  le 
puissances  x",  x"~',...  du  premier  terme  x.] 

Ceci    admis ,   soit   d'abord    m   égal  à    un    nombre    pi«it"  ' 

{q  pouvant   être  égal  à   1,  ce  qui  donne  le  cas  de  l'exp^jwn 
entier). 
Posons 

p 
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[On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  développement,  par  la 
formation  des  premières  puissances  entières»  et  en  observant  que, 
pour/  =  o,  le  premier  membre  se  réduit  à  i  ;  d*où  il  suit  que 
la  partie  indépendante  de  /,  dans  le  second  membre,  doit  être 
rgale  à  i .  ] 

Pour  déterminer  les  coefficients  AyB,C,D,...,  remplaçons, 
ibns ré<] nation  (i)»  ^  par  z;  elle  devient 

(i  H-«)f  =  I  -f-A«-+-B«'-+-C»'-+-Dz*-h (?.) 

[A,  B,  C, . . .  ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus , 
pulsqu  ils  sont  indépendants  de  toute  valeur  attribuée  k  x]. 
Retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre ,  on  trouve 

|('+/)^-(i4-»)^=A(7-3)-+-B(r^-z')  (     (3) 

I  I 

faisons,  pour  le  moment  ,(i-J-7)ï=r«,    (i  -\-  z)9  zrz  v  ;    ce  qui 
|ionne    1 4- j  =  a» ,  i-hs  =  (^  ;     d*oii     y  —  z  =r  «7  —  ««^  ; 
ftqualion  (3)  devient  alors 

•'-.^=A(/-z)-hB(r^-z')H-C(/^-z*)H-D(r^-z^)-»-...,  (4) 

00,  divisant  le  premier  membre  par  u^  —  (^ ,  et  le  second  par^ — z , 
qmesiégalà  «î  —  i^, 

Izf  ^  A(7>-z)-t-B(r'-z')-t-Cb-^— z^)-l-D(r^— z*)+...  ^ 

f^  —  v1  y z 

Or ,  d'après  le  théorème  [n^  51  ) ,  uP  —  vP  est  divisible  par  u  —  i»; 
rtlon  obtient  pour  quotient  correspondant , 

aP-«   4-  ,7^-î  4-  V^UP-^  -f-  .  .  .-^VP-', 

^  même ,     tii  —  v^  ',  u  —  v   est  égal  à 
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D'un  autre  côté ,  r  —  s,  j'  —  «' ,  ^"^  —  »%  r*  —  2' ,  . 

divisés  par  y  —  z ,  donnent  aussi ,  pour  quotients  respectifs, 
>i     jr-H*>     jr^ -f-r^H-^'i      r' 4-r'^-^-Js'^-2^••- 
ainsi,  Péquation  (4)  revient  à 

Faisons  maintenant  y  =1  z  ,    d'où  Ton  déduit  w  =  p  [d*aprrt  h 

«quations  (i-+-j)y=:a,     (i -4- 2)f  =r  i»]; 

« 

on  a,  pour  le  premier  membre,     ou 

£ 

Si  Ton  remet  à  la  place  de  «i'  sa  valeur  (i  -|-/}''         < 

I  -h  Ay  -h  By*  -h  Cy^  -f- .  .  . ,  et  à  la  place  de  «»  sa  valeur  1  +. 
ce  premier  membre  devient  encore 

IVailleurs^  le  second  membre  se  réduit  à 

A  -f-  nBy  -h  3Cy'  -h  4l>r'  -H .  .  .4 

on  a  donc  la  nouvelle  équation 

p   i4-Ar-hBr'-hÇr'-+-Dr*-|-... 

f \^^  —  =  A4-2Bj+3Cr»4-4Pr-f .. 

<roii ,  chassant  le  dénominateur  t  -\-y,  et  effectuant  lcscalcul>. 

-^  H-^  .  A7 -h^  .  Br' 4- ^  .  Cr*  4-^  .  Dr*  +  ...  = 
1/7  7  7  7 


A  -h2B 
H-    A 


r-+-3C|r'  +  4D 
-haBl      -4-3C 


-+-4dI 


Comparant  (n"  IBO)  les  deux  membres  de  cotte  équation  Ulf' 
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lue,  on  obtient  les  égalités  suivantes  : 

-=A,  ou  !<=-■■, 

1  7 

A=2B-t-     A,   2B  =  Af^— i);     donc     B  =  — ^? Z; 

/     \  A- -À 

B  =  3Ch-2B,   3C  =  BK  — 2);     donc    C  =  -^2^ — -. 

C  =  4D-|-3C,  4D=c(^-3V     donc    D=      ^^       ' -, 

t  ainsi  de  suite. 

U  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste. 
«eni  N  le  coefficient  qui  en  a  /i  avant  lui ,  et  M  celui  qui  le  pré- 
«ie;  on  aurait  évidemment 


«—  i)M;     d'où     N  =  — A? 1, 


'B  reprenant  la  démonstration  précédente,  on  s'assurerait  facile- 

Dent  qu*eUe  s'applique  au  cas  où  Ton  a  y  =  i ,  c  est-à-dire  au  cas 

>ù  l'exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m  est  égal  à  un  nombre  fractionnaire  néga- 

■f      P 

u , ,  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment; 

"M's,  parvenu  à   Téquation   qui   correspond  à  Téquation  (4), 
avoir 

'''''-*'-'•  =  A  (t- -  i)  H- B(r' —  z') -+- C  (r^  —  z»)  4-.  ..  , 
OQ  r^'marque  que 

_  _    I  I vP  —  lû u'P  —  vP 

uP         i>P  uPvP  liPvP 

^•n^i,  en  divisant  le  premier  membre  par  ni  —  v^,  et  le  second 
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par  y  —  z ,  qui  est  égal  à  «'  —  i^,  on  a 

i_     ifP  —  (iP  __  A  (r  -  g)  -4-  B  (j"  —  s')  H-.  ■  > 

uJ^vf    ufi  —  «^  y  —  z 

ou,  supprimant  le  facteur  u  —  ««et  le  facteur^-  —  «, 

faisant  ensuite  j  =  * ,     d'où     a  =  p  ,     on  obtient 

Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à  celui  du  casprécé 
dent. 

Maintenant,  puisque  Ton  a,  quel  que  soit  /w, 

m  —  I    . 


remplaçons  j  par  -  et  multiplions  par  x";  il  vient 


■(-r- 


ou  [x  -h  fl)""  =  -t  "  -h  max'^''  H-  / 


Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement. 

185.  Des  séries  récurrentes,  —  Le  développement  des  fractions 
algébriques  rationnelles  d'après  la  méthode  des  coefficients  inde 
terminés  donne  lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière  con- 
nues sous  le  nom  de  séries  récurrentes. 

Nous  avons  déjà  vu  (n°  i79)  que  l'expression  ^rTT^^P^'" 


développement  J?  —  ^^  -*~  "^*'  ~"  '^^  -+-..••' 
série  dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédetit 

en  multipliant  cehn-ci  par ~,x. 

Cette  propriété  n'est  pas  particulière  à  la  fraction  proposée; 
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41(*  appartient  à  loutes  les  fractions  algébriques  rationnelles,  er 
Ile  consiste  en  ce  que , 

Toute  fraction  rationnelle  en  x  ,  réduite  en  série ,  donne  lieu  à 
tne  suite  de  termes  dont  ehacun  est  égal  à  la  somme  algébrique 
f'un  même  nombre  de  tennes  préeédents,  multipliés  respectivement 
»r  certaines  quantités  constantes^  pour  toute  l'étendue  de  la  série. 

L'ensemble  des  constantes  par  lesquelles  on  doit  multiplier  un 
«ruin  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un  terme  quol- 
tHique ,  s'appelle  V échelle  de  relation  de  la  série. 

b' 
Dans  la  série  précédente ,  \ échelle  de  relation  est •  x\ 

«  la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

Soit  ù  développer  en  série  l'expression  -; r-, -^- . 

^  a'-k-  b'x  4-  rV  H-  r/'.r 

IVfù,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


\a' 


\ 


-  c 
r«  qui  donne  les  équations 

Ka' —  a  =  o, 


x^  -h  D<i' 

-4-  Bc' 

4- Ar/' 


B^/H- A6' é=:0, 


B  = 


d'où 

b'  . 


X'  -h  Ea' 

4-  Ce' 

H-Br/' 


a 
I    .        -^ab'-hba' 

■;7*  =  — -^^ — 


07'4-B6'-f-Ar'— r  =  o,C=  ^  ^  B  —  î^^  A  4- -îyr, 


C== 


a'  a' 

ab'^^ba'b' 


Da'4-CA'4-Bc'4-Ar/'=ro,  D  = 
E«'-^D^'4-0'4-B</'  =  o,  E  = 


A' 


7D- 


a 
1? 


7A, 
B, 


Jlg.  B,,  10*  fV/. 


3o6  wonows 

D'où   Ton  voit   que  les  trois  premiers  coefficients  s'oblknmt 

(rabord  sans  aucune  loi;  mais,  i\  partir  du  quatrième,  chaqu 

coefRcient  se  forme  de  la  somme  des  trois  coefficients  qui  le  prc 

,.  ,..               .                          b'         c'        d' 
cèdent,  multiplies  respectivement  par 7» jy 7?  savoir 

.  pour  le  coefficient  qui  précède  immédiatement, ■,\mi 

il* 
celui  qui  précède  de  deux  rangs,  et  —  —  pour  celui  qui  prccedi 

de  trois   rangs;  ainsi  les  coefficients  A,  B,  C,D,...  forroefl 
déjà  entre  eux  une  série  récurrente  dont  Véchelle  de  relation  s 


compose  de  ^-  -,—-,  —  -,J. 


Il  résulte  de  cette  loi  «le  formation  des  coefficients ,  que  le  qni 
trième  terme  de  la  série,  Dx*,  est  égal  à 

b'  c'  d' 

a  a'  a' 

ou  bien ,  7  x  .  Cx- x"  .hx ^  x^ .  A. 

'  a  a  a 

On  a  de  même,  pour  le  terme  Ex', 

b'  c'  d' 

-Dx» ;Cx« rBx«, 

a  a  a 

b'  c'  f/' 

ou  bien  ,  7  x  .  Dx^ r  x' .  Cx' ;  x- .  Bx j 

o'  a*  a' 

et  ainsi  de  suite. 

Donc ,  chaque  terme  de  la  série  demandée ,  à  partir  du  <|>'  • 
irième ,  est  égal  à  la  somme  des  trois  termes  précédents,  roultip'"" 

respectivement  par  ( 7  x , ^  x% 7  ^  ]' 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A-f-Bx-f  Cx',  ''"'''^ 
obtient  en  remplaçant  A,  B,  C,  par  leurs  valeurs  obumin 
ci- dessus. 
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fA4.  On  divise  Ivs  séries  récurrentes  en  différents  ordres;  et 
l'ordre  s^eslime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former 
un  terme  quelconque. 

Ainsi,  Texpression  —, rr  donne  lieu  à  une  série  récurrente 

da  premier  orffrr ,  dont  l'échelle  de  relation  est j  or. 

Lexpression  —, 77 7-,  donnerait  lieu  à  une  série  récur- 

rente  du  second  ordre ,  dont  Téchelle  de  relation  serait 

La  série  obtenue  dans  le  numéro  précédent  est  du  troisième  ordre. 

En  gênerai ,  une  expression  de  la  forme  -; — j-, -, n— 

èone  naissance  à  une  série  récurrente  du  /ï'"*'  ordre,  doutTéchelle 
7^» ?*%•••> /**)• 

xY.  B.  —  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x  soit  moindre  au 
numérateur  qu'au  dénominateur.  S'il  en  était  autrement ,  i\  fau- 
drait d*abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  at,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient 
entier  par  rapport  à  x ,  plus  une  fraction  semblable  à  la  fraction 
<^-<iessu$. 

Am«,  soit  l'expression     —-^^^—^±-—. 

-h  i3x'  — 340:-+-  i5. 

I^n  effectuant  la  division ,  on  trouve  pour  quotient,  —  x  —  7, 
^t  pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

iSo:'  — 34^-+-  ï5  i5  — 34ar-+-  i3x' 

—  ^^^-1-3^?:» — 5x-h2  2  —  5x-f- 3j:*  — jr» 

20. 
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La  propriété  énoncée  au  n"*  185  souffrirait  d^ailleurs  des  roo- 
difieations ,  si  le  numérateur  était  d*un  degré  plus  élevé  que  le 
dénominateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries,  qui  offreoi 
plusieurs  questions  intéressantes  à  résoudre. 


CHAPITRE  VI. 

Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 


Ce  nouveau  ciiapitre  se  lie  naturellement  k  celui  qui  précè<le, 
tant  parce  que  le  premier  paragraphe  a  pour  objet  Teiainen  da 
propriétés  de  deux  espèces  de  séries ,  que  parce  qu'il  offre  une  ap 
plication  immédiate  de  la  théorie  des  exposants  d*uDe  luum 
quelconque  ;  il  complète  aussi  les  connaissances  algébriques  ab» 
luinent  indispensables  pour  Tétude  de  la  Trigonométrie  et  èk 
l* Application  de  l'Algèbre  h  la  Géométrie. 

§  I*"^.  —  Des  Progressions  par  différence  et  des  Ptfy 
gressions  par  quotient. 

Progressions  par  différence  (*). 

185.  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique 
une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède,  oi 
en  est  surpassé ,  d'une  quantité  constante  que  l'on  appelle  /tf'>>^ 
ou  différence  de  la  progression. 


(*)  Quoique  la  plupart  dea  propriétés  relatlTes  aux  progressions  px 
différence  et  par  quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmèù^»f\ 
nous  croyons  devoir  les  reproduire  ici,  afin  de  présenter  un  ensemble  mmi 
plet  de  ces  propriétés. 
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Ainsi ,  soient  les  deux  suites 

'»     4j     7>   'o>   '3>   »6»    '9»  ^2,  25,..., 
6o,  56,  52,  4^,  44)  4<^9  ^'  ^^9  28,.... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison 
«st  3,  et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison 

Désignons ,  en  général ,  par  a^b^Cj  d,  e ,/",...  les  termes  d'une 
progression  par  difTérenco  ;  elle  s'écrit  ainsi  : 

i  a  .  b.c,d.€/,g.h.i.A'.,,^ 

tt  lie V rai t  s'énoncer  :  (Jommc  at  est  à  h ,  h  csi à  c y  cest  àdy  d  est 
'i  i',...',  mais  on  dit  simplement,  a  est  à  h  est  à  c  est  h  d  est  à  e... . 
Cesl  une  suite  d^ équidifférences  continues ,  où  chaque  terme  est 
Ab  fois  conséquent  et  antécédent,  à  l'exception  du  premier  qui 
nVst  i\\\  antécédent  y  et  dw  dernier  qui  n*est  que  conséquent. 

186.  Appelons  /•  la  raison  de  la  progression ,  que  nous  suppo- 
*'ivns  croissante  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (  Si  elle  était  décrois- 
^flU*,  il  suffirait  de  changer  /•  en  —  r  dans  les  résultats.) 

Cela  posé,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la  pro- 
gression , 

^  =  0-4- r,     c  =  £>-hr=:iï-f-2r,     ^/=  cH- r=  a -f- 3r, ...  ; 

<  l ,  en  général ,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier, 
i'^fts  autant  de /ois  la  raison  qu'il  y  a  de  termes  avant  celui  que  l'on 
'msidèrc. 

Ainsi,  soient  /  ce  terme  et  n  le  nombre  total  des  termes,  jusc|u'à 
<<'lui-ci  inclusivement  j  on  a  pour  ce  terme  génc/aly 

/=«-+-{/!  ~i)r.  (1) 

EnefTet,  soit  fait       «=  i,  2,  3,  4,...; 

'^fuvirouve  sucr^essivemeut  tous  les  termes  de  la  progression. 
Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait ,  au  contraire, 

l-=z  a  —  { //  —  1  )  r. 
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La  formule  (i  )  sert  à  Iroiiver  un  terme  de  rang  quelconque  ,  sans 
qu'on  soit  oblige  de  déterminer  d'abord  ceux  qui  précèdent. 
Ainsi ,  pour  trouver  le  5o*  terme  de  la  progression 

;  1  .4*7  •  >o  •  *^  •  '^  '  '9"-> 
on  fait         /i  =  5o  ,     ce  qui  donne     /=  1 -h  49  •  ^  =  *48- 

187.  Une  progression  par  différence  étant  donnée,  00  peut  s* 
proposer  de 

Déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  ^  a  .  h  ,c .  d,  e  ./.  ..i ,  à  .1^  prolongée  jus- 
qu'au terme  /  inclusivement  ;  désignons  par  n  le  nombre  des  ternit  s», 
et  par  r  la  raison 

Remarquons  d'abord  que ,  si  x  désigne  un  term«  qui  en  a  p  avam 
lui ,  et^  un  terme  qui  en  a  p  après  lui,  on  a  ,  d'après  ce  qui  vimi 

x  =  n  -+-/>  X  r. 


d'être  dit,  les  égalités       .  ^  ==  /  _  ,,  x  r  ; 

d'où  l*ou  déduit ,  en  les  ajoutant, 

x  -H  ^  =  tf  -^  /  : 

ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression  , 

La  somme  de  deux  termes  quelconques  pris  h  égale  distaNce  (U> 
extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes  ;  ou  bien  encore,  A» 
deux  extrêmes ,  et  deux  termes  pris  à  égale  distance  de  ces  ex^trêntcs  . 
forment  une  éqnidijference ,  dans  l'ordre  où  ils  sont  écrits. 

Ceci  admis ,  écrivons  de  la  manière  suivante  la  progression  au- 
dessous  d'elle-même ,  mais  dans  un  ordre  inverse  : 

\  a  ,  b  .  c i  .  h  ,  l^ 

h  l  ,  h  .  i c  ,  b  ,a. 

Appelons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  proposer . 
2 S  sera  la  somme  des  termes  des  doux  progressions ,  ol  l'on  aura . 
on  réunissant  les  termes  par  colonne  verticale  , 


iii  bien  ,  coiuiiie  luutes  !o»  parties '/i  -H  /,  h  |-  X  ,  r  H-  r , .  . ,  sont 
r^rilts  ai  en  nombre  /i,  2S  =  (/i-h/)w; 

lionc ,  enGn , 

c\st-à-dire  que  La  somme  des  termes  d* une  progression  par  dijfé- 
Ttnce  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multipliée  par 
h  moitié  dn  nombre  îles  termes» 

Si ,  dans  cette  formule,  on  remplace  /  par  sa  valeur  a  -h  (/i  —  i }/ , 
on  obtient  encore 

S  ^[^^"^-(^'  —  0^]^. 

2 

mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée. 

\ppLicATiOMS.  —  On  demande  la  somme  <h'à  5o  premiers  tenin*> 
•/.  iti  progression  72.9.  16  .  23  .  3o. . .  . 
<  »n  a  d'^abord  ,  pour  le  So''  terme, 

/=  2  H- 49-  7  =  345; 

.lonc  S  ^  l^jtMliSo'^  3^^  ^  ^^  ^  g^^^ 

Ou  trouverait  de  même,  pour  le  100^  terme» 

^  =  ^ -+- 99  7  =  ^y5  ; 
'i»  l>our  la  soramc  des  100  premiers  tenues, 

_  (24-695)  100  _ 


2 


3485o. 


188.  Les  formules  (i  )  et'(2)  renferment  cinq  quantités ,  ri  ,/■,//,  / 
•l  S,  et,  par  conséquent,  donnent  lieu  à  ce  problème  général  : 

Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant  don  nées  y  dctcr- 
niner  les  deux  autres. 

Ce  problème  se  subdivise  eu  autant  de  problèmes  particuliers, 
juc  Ton  peut,   avec  5  lettres,  former  de  combinaisons  différente^ 


3|?  DES    PnOJIIESSlOKS 

2  rt  2  ,  on  3  Àr  3.  Oi  on  a  oJrtenn  (  n"  147  ) ,  pour  ces  nonihn-s  ^\^ 
combinaisons, 

m  (fft  —  i)  m  {m  —  i )  ( /«  —  2 ) 


et 


2.3 


5x4 
Faisant,  dans  ces  formules,  m  =  5,  on  trouve ou  lo,  d 

2 

-^ ou  10  ;  d'où  Ton  voit  <]ue  5  lettres ,  combinées  trots  à 

2 .  ô 

trois  y  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  com- 
binées deux  à  deux,  \  Ce  résultat  s*accorde  avec  la  conséquence  du 
n»  150.1 

Ainsi ,  le  problème  ci-dessus  se  sulxlivise  en  i  o  problèmes  paru 
culiers,  dont  voici  les  énoncés: 

Étant  donnés,        i".  ^/,   r,   /i,  trouver  /  et  S 

2°.  «,   /',    /,    /i  et  S 

3".  rt,   r,  S,    «  et    / 

4".  «,/!,/,    r  et  S 

5".  rt ,  // ,  S ,    r  et   / 

6".  a  y    /,  S,    r  et  « 

7".  r,   n,   ly    «  et  S 

8".  r,   «,  S,    rt  et    / 

Cj".  r,     /,  S,    a  et  n 

lO".  n,     /,  S,    «  et  r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu ,  puisque  les  deux  foimuki> 
donnent  immédiatement  /  et  S  en  fonction  de  a  ,  r,  n.  Quant  aux 
suivants,  leur  résolution  n'offre  aucune  difficulté;  mais  nous 
engageons  les  (Commençants  à  les  traiter  successivement ,  cet  exer- 
cice étant  très -propre  à  les  familiariser  avec  la  résolution  des  éfjua- 
lions  du  premier  cl  du  second  degré  ;  car  [  il  est  bon  d'en  faire  la 
remarque],  bien  que  les  quantités  a,  r,  //,  /et  S  ne  soient  affecU'o 
d'aucun  exposant  dans  les  deux  formules,  on  est  cependant  con- 
duit à  résoudre  une  étpiation  du  second  degré  lorsque  <?  et  n ,  ou 
bien  l  et/i ,  sont  inconnues;  parce  que  ces  quantités  entrent  â  la 
fois  dans  les  deux  équations ,  et  sont  multipliées  entre  elles  dansU 
seconde 
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y.  B,  —  Il  est  aisi*  c]*t?xpiiquer  pounjuoi,  clans  ces  deux  pro- 
bkiucs,  la  de  tcrmi nation  de  chacune  des  inconnues  doit  dépendre 
i'uiic  équation  du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 

f  II. 9. 7    5.3.1  .  —  I  .  —  3.  —  5.... 

On  voit  que  la  somme  des  trois  pramiers  termes ,  aussi  bien  que 
la  somme  des  neuf  pn  roiers,  est  égale  à  27.  Donc,  si  Ton  donnait 
rt  =  1 1 ,  r  =:  —  2 ,  S  =  27,  et  qu*on  demandât  /  et  /i ,  on  devrait 
obtenir  les  deux  systèmes  /  =  7,  /i  =  3,  et  /  =  —  5,  «  =  9  ; 
<ionc  la  détermination  de /i ,  par  exemple,  doit  dépendre  d'une 
*^]uation  du  second  degré. 

td9.  Nous  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatricjnc  problème  : 
f'estlecasoù, 
Connaissant  a ,  n  et\y  ii  s'agit  de  déterminer  r  etS. 

La  formule       1  =  a  -h  {n  —  i)r     donne 


n  —  I 

cl  la  formule  S  =  ^ —  fait  connaître  immédiatement  S. 

2 

l>c  la  pi*cmière  expression ,   /•  = >  on  déduit  la  solution 

de  utto  question  : 

Insérer  entrv.  deux  nombres  donnés  a  et  b  un  nombre  m  fie 
MuYExs  DIFFÉRENTIELS.  (  On  appelle  ainsi  des  nombres  compris 
tntre n  et  ^ ,  et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  diffé- 
lence.) 

Pour  résoudre  cette  dernière  qucbtion ,  il  sudit  de  déterminer 
lardisoo;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dessus,  /par  /;, 
il  «  par  (/«  -h  2),  qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des 

b  —  fi  b  —  a 

lu mes,  on  trouve     /*= 1     ou     r=z . 

m  4-2—1  ;;i  -h  I 


♦•\sl-à-dirc  que  /a  raison  de  la  progression  cherchée  s'obtient  en 
'hvisanl  la  dijfètenvv  des  deux  nombres  donnés  a  «7  b  par  le 
't'mbn-  des  termes  à  insérer ,  plus  l'w . 
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ÏAk  raison  une  fois  obleniic,  on  forme  le  second  tonne  ilf  L 
|>rogression ,  ou  ]c premier  moyen  différentiel,  en  ajoutant  /ou 

au  premier  terme  a  ;  le  second  moyen  s  obtient  en  au^»- 

mcntant  celui-ci  de  r;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à  insérer  12  moyens  différentiels  entre  12  et  77. 

77  —  12      65      ^  .  ,         , 

a     r=  -  - — ~ —  =  —  =  5,     ce  qui  donne  la  progression 


On 


f  12  .  17  .  22  .  27  .  32  .  37    ..72.77. 

(kïNSKQUENCK.  —  Si ,  cntrc  les  termes  consécutifs  d*iine  progres- 
sion par  différence  y  considérés  deux  a  deux,  on  insère  an  mcim 
nombre  de  moyens  différentiels^  ces  termes  et  les  moyens  diffcnn- 
tiels  réunis  ne  forment  qu'une  seule  et  même  progression. 

Kn  effet,  soient  ^  o  .  b  ,c  ,€l,  e  .f,,.\di  progression  proposée,  lu 
le  nombre  des  moyens  à  insérer  entre  a  et  by  entre  h  et  c,  r  et^/,..  - 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera  y  d'après  ce  qui 

,,  «        ,.  .     ,  b  —  a         c  — b         d  —  c 

vient  d  être  dit ,  exprimée  par »     1     -»  •  •  •  ' 

*  '^      w  ~h  I        /;/  -I- 1        m  -f-  I 

quantités  toutes  égales,  puisque  a,  6 ,  c, . .  .  sont  en  progix^ssion 

ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  |Kii- 

tielles;  et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première  est  !< 

même  que  le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  on 

peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  consliiiunt 

une  progression  unique. 

100.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 

Peemiere  question.  — Déterminer  le  premier  terme  et  le  noinbn 
des  termes  d'une  progression  par  diffétvnce  dont  la  raison  est  t^ . 
le  dernier  terme  i85,  et  la  somme  2945. 

[Réponse,  Premier  terme  =  5,  nombre  des  termes  =  Si  J 

Seconde  question.  —  Insérer  entre  deux  quelconques  f/«  * 
termes  de  la  progression  t  2  .  5  ,  8  .  1  1  .  i4  •  •  >  nkuf  num^f 
différentiels. 

\  Réponse,  Raison^  ou /.::=:  o,  3] 
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TioisiÊJiE  QUESTION.  —  Troupcr  Ic  nombrt'  d'hommes  vonWnus 
dans  un  bataillon  triangulaire  tlont  le  premier  rang  est  i,  le  second 
est  2,  le  troisième  cstSj  et  le  n'**'  est  n.  En  d'autres  termes,  trouver 
Vexprrssion  de  la  somme  eles  nombres  naturels  i ,  2 ,  3 , .  . .  ,  de' 
puis  I  Jusqu  *h  n . 

I  „.                      c        «>  -+-  I)    I 
Réponse,        S  =  — ^ | 


^Rèp 


QuATEiixE  QUESTION.   —    Trouver  la  somme  des   n  premiers 
termes  de  la  progression  des  nombres  impairs  1,3,5,7,9,.... 
\  Réponse .     S  r=  n^,  ou  le  carré  du  nombrçdes  termes.] 

toQUiKME  QUESTION.  —  Un  monceau  de  sable  est  distant  d'une 
jltee d'arbres,  de  ^o  mètres;  elle  exige,  pour  être  sablée ,  loo  voi- 
tares,  à  6  mètres  d^ intervalle  l'une  de  l* antre,  —  On  demande  Iv 
(kemin  que  le  voiturier  doit  faire,  la  première  voiture  étant  déposée 
n^Q  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  datant,  h  la  fin, 
retenir  h  l'endroit  d'où  elle  était  partie. 

[Réponse.     67400  mètres.] 

Sixième  question.  —  Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour  ;  un 
'^avalier  part  en  même  temps,  et  ne  fait  que  Z  lieues  le  pre- 
inierjour;  mais,  chaque  Jour  suivant ,  il  fait  2  lieues  déplus  que  le 
précédent.  —  On  demande  en  combien  de  Jours  le  cavalier  atteindra 
ie  fantassin ,  et  combien  ils  auront  fait  de  chemin  chacun. 

[Nombre  de  jours,  8;  chemin,  80  lieues.] 

Des  Progressions  par  quotient, 

191.  On  ap[)elle  progression  géométrique,  ou  par  quotient,  une 
'iiiiie  de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  (|tii  le  prê- 
cwlc ,  par  un  nombre  constant  que  Ton  nomme  raison  de  ta  pro- 
ufession  ;  ainsi  les  deux  suites 


3,     6,    12,   24,  48,   96,. .., 

^>    »6,     4i      ï  >     7'  -7^'*    •' 
4      ih 

'iont  la  première  est  tdic,  ([uc  cluuiuc  lermc  conlieul  celui  ijui  U 
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|irécède  ilcnjc  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  préâ-de, 
et  dont  la  seconde  est  telle ,  que  chaque  terme  est  contenu  dans 
celui  qui  le  précède  quatre  fois ,  ou  est  égal  au  quart  de  cclni 
t|ui  le  précède,  sont  dîtes  ^^es  progressions  par  qi^iieni;  la  raison 

est  2  pour  la  première ,  et  -^  pour  la  seconde. 

Soient  a^  by  c^  d^  c^J^, , ,  des  nombres  en  progression  |«r 
quotient;  on  Técrit  ainsi  : 

rri  a  \  b  \  c  \  d  \  e  \  f:  g.  .  ,  y 

et  on  l'énonce  comnle  une  progression  par  différence,  (pioiqu'il  s 
«lit  cette  distinction  à  faire,  que  Tune  est  une  suite  de  différences 
égales,  et  lautre  une  suite  de  quotients  égaux,  où  chaque  ternit 
est  à  la  foi  s  antécédent  et  conséquent ,  excepté  le  premier,  qui  n'vsi 
qu'antécédent ,  et  le  dernier,  qui  n'est  que  conséquent, 

192.  Désignons  par  q  la  raison  de  la  progression  [q  cUinl  >  i 
lorsque  la  progitîssionestcrow/î///6',  et<^  i  loi"sqii 'elle  est  r/rcm* 
santc];  on  déduit  de  la  définition  même  la  série  des  égalités 

b  =z  aqy       c  =z  bq  =z  aq^^      d  =z  cq  =  aq^^      c  =  dq  =  cq\ . . . 

et,  en  général ,  soient  /  un  terme  de  rang  quelconque,  n  le  noiiji>r 
total  des  termes,  on  a  la  formule 

l  =  aq--\ 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  la  valeur  d'un  terme  qtH'^ 
conque,  sans  passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent. 
Par  exemple,  le  8*"  terme  de  la  progression 

H  ?.  :6:  i8:54:... 

est  égal  à  2X3' =  2X21 87=  4374- 

De  même ,  le  1 2''  terme  de  celle-ci  H  64  I  iG  :  4  •  7  •  •  • 

est  égala  64  (^  )     =  fi  =  4;  =  65536" 

195.  Soil  maintenant  proposé  de  tlétcrminvr  la  somme  fic^^ 
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prrmiers  termes  de  la  progression 

7^.  a  :  b:c:d:e:f:.  .,i:Â:  i, 

I  désignant  le  /i**"*  tetme. 
On  a  (ti^  i09  )  les  égalités 

b  =  aqy      c=z  bq^       d  =  cqy      er  =  dq^ .  .  .^  Az=:iq^       i  zn  Aq  ; 
d  où  l'on  déduit ,  en  les  ajoutant  membre  à  membre , 
h^c-^d-he.  ..  -hX  -f-/  =  («4-^-f-c  -hd-h    ..-f-f-f-X)^; 
ou  bien,  représentant  par  S  la  somme  demandée , 

S— <î=(S —  i)q=zSq  —  iqj      OU      Sq  —  S  =  /y — /?; 

q  —  1  ^   ' 

c»t -à-dire  que ,  pour  obtenir  la  somme  d'un  nombre  déterminé 
de  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  multiplier  le  der- 
nier terme  par  la  raison ,  retrancher  du  produit  le  premier  terme , 
ft  (limer  la  différence  par  la  raison  diminuée  d'une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante  ,ona     7<C'>   '<C^f 

et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

afin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 
Les  deux  expressions  de  S  deviennent  encore ,  par  la  substitu- 

tïon  de  flfl— •  à  la  place  de  /,  S  =  -^ i,    et  S  =  -^^ ^• 

'  ■  q  —  1      '  1  —  7 

On  trouvera,  d'après  les  formules  précédentes: 

1*".  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

H  ?.  :  6 :  18  :  ti4  :  .  .  .   :  2  x  3*    ou    4374 , 
S  =  ^lZlg^'3'^^-?^656o: 

7  —  I  2 
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2".   Pour  la  somme  des  la  premiers  lermes  de  la  progression 

h64:.6:4:i:J:..    =64  (j)"»»  ^g-jg' 

^~65536'4_  "^^"65536      ._      21845 
^  = ; 3  =**^-+- 65536" 

-4 

On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la  va- 
leur numérique  du  dernier  terme ,  opération  trùs-laborieuselorsqiu- 
le  nombre  des  termes  est  considérable. 

a  (^"  -^  I  ) 
194.  Remarque. — Si  dans  la  formule     S  =  -^ -^    on 

suppose  <7=i,  elle  devient     S  =  -' 

Ce  résultat ,  qui  est  quelquefois  le  symbole  de  rîndétermina- 
lion,  provient  souvent  aussi  (n^  75)  de  l'existence  d*un  acteur 
commun  qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  faite  sur 
les  données  de  la  question.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  dans  cette  cir- 
constance ;  car  on  sait  (n^  51  )  que  Texpression  7" — i  est  divisible 
par  q  —  I ,  et  donne  pour  quotient 

7""'  H-  ^""'  H-  ^"~'  -*- hq-hi. 

Si  Ton  effectue  cette  division ,  la  valeur  de  S  prend  la  forme 

S  =  aq"-'  4-  07""'  +  «7"~^  -h  ...  4-  «9  -f-  a  ; 

d'où ,  faisant  maintenant  7=1,      S^=  a  •i-a-^-a.,.  -\-  a=:na. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  remontant  à  la  progres- 
sion proposée  h  «  :  ^  :  c  :   .  .  .   :  /, 
qui,  dans  le  cas  de  7  =  1,  se  réduit  à      H  n  :  a  :  a  :  a  l...  :  a f 
série  dont  la  somme  est  égale  à  na. 

195.   Des  progressions  infinies  par  quotient.  —  Soit  une  pro- 
gression décroissante  H  a  :  b  :  c  :  d  :  <i  :/:    .   .   .  . 
d'un  nombre  infini  de  termes. 
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La  forniiile  S  =  '■-  peut  êlre  mise  sous  la  forme 

S  =r       "        —    ~^^ 

Or,  puis^jue  la  progression  est  décroissante,  q  est  une  fraction  ; 
7"  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d*autant  plus  petite  que  n  sera 
pins  grand  :  ainsi ,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression , 

pins X  7"  diminuera;   plus,  par  conséquent,  la  somme 

partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à  la  première 
partie  de  S.  Enfin ,  si  Ton  prend  pour  n  un  nombre  plus  grand  que 

toute  grandeur  donnée,  ou  si  l'on  suppose  /ï=:oo  ,  X  7" 

K-ra  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  ou  deviendra  égal  à  o; 

^^ 
et  I  expression  

icprésentera  la  valeur  de  toute  la  série. 
D'où  Ton  peut  conclure  que 
La  somme  fies  termes  fi* une  progression  décroissante  à  l'infini 

a  pour  expression  S  = (3) 

C'est ,  à  proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  pfirtiel/es  que  Ton  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la  progression.  La 

tiifférence  entre  ces  sommes  et peut  devenir  aussi  petite 

«jue  Ton  veut,  et  ne  devient  tout  à  fait  nulle  que  lorsque  l'on 
prend  xm  nombre  infini  de  termes. 

.applications.  —  Soit  la  progression  décroissante  11  Tinfini 

I      I       i        I 
3    9    27    81 


322  nFS    PROGRESSIONS    INFITÎIES 

Il  9e  présente  ici  une  cîrconsUince  qui  parait  singulière  au  prf> 
roîer  abord. 

Puisque  est  la  fraction  génératrice  de  la  série ,  on  doit 

aToir 

a 


=  a  -h  «7  -f-  «y*  -h  aq^  -f-  oq^  -4-  . 


I  — ç 
Or ,  en  fiùsant  dans  cette  égalité,  a  =riy  ^  =  2 ,  on  trouve 

ou  —  1=  i-|-2-f-4-^8-f-i6-h32-h..., 

1  —  2 

équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  se- 
cond semble  positif,  et  d*autant  plus  grand  que  q  est  lul-méine 
plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat ,  obserrons  que  si ,  dans  TéquatioD 
ci-dessus ,  on  arrête  la  série  à  un  certain  terme ,  il  faudra ,  pour 
que  régalité  subsiste ,  compléter  le  quotient. 

Ainsi,  en  s*arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième  terme  aq  ^ 


i*'  reste  -h  aq 
2«  -f.  aq^ 

4*  -f- 1»9* 


I  — ^ 


aq^ 
«  -f-  «9  -h  «7*  -h  oq^  H 


1  —  7 


on  doit  ajouterau  quotient  obtenu  Texpression  fractionnaire  —^^* 
ce  qui  donne  ngoureusement 

r=  II  -f-  «7  -f-  aq^  -h  aq^  H 

1—9  Y  Y  Y  j_^ 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a  =  i,  7  =  2^ 

il  vient  —  i  =  i-f-  2  -f-  4  -+-8  ^  16; 

égalité  qui  se  vérifie  d'elle-même. 

En  général ,  toutes  les  fois  qu'une  expression  en  x  ,  que  nom 
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désignerons  par/  (x),  et  qui  s'énonce /onaio/i  de  x,  est  développée 
en  une  série  de  la  forme  a  ~h  bx  -i-  ex-  -f-  dx^  h-  .  .  . , 

on  n'a  rigoureusement  /  (x)  =r  a  -f-  ^x  -h  rx*  -h  r/.r'  -f- .  .  . , 

qu'autant  que  ron  conçoit,  en  s'arpjtant  à  un  certain  terme  dans 
le  second  membre,   la  série  complétée  par  une  autre  expression 

«X. 

Or,  lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  con- 
vergentes, Texpression  qui  sert  à  la  compléter  peut  être  conçue 
ws&i  petite  que  Ton  veut  ;  et  il  est  pern^is  de  la  négliger  au  delà 
il  un  certain  terme  de  la  série  (*) ,  laquelle  fournit  alors  une  valeur 
I  approchée  de  la  fonction  proposée. 

198.  Remarque.  —  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 
progressions  infinies  par  l'observation  suivante  :  il  résulte  de  U 
ifcfînition  des  progressions  par  quotient  (n"  191),  qu'on  peut  les 
«garder  comme  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre,  dont 
Tévheliede  relation  est  la  raison  de  la  progression  [voyez  n"  184). 
ICe  rapprochement  est  propre  à  faire  connaître  l'origine  des  pro- 
gressions prolongées  à  l'infini.  Elles  doivent,  comme  les  séries 
nvurren4£S  en  général,  leur  naissance  au  développement  d'une 
fraction  algébrique  rationnelle  en  série.  INous  avons  donné 
n"*  t9tf  et  196)  les  moyens  de  trouver  cette  fraction  généra- 

trier  pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus  loin 
tes  moyens  de  résoudi-e  la  même  question  pour  toutes  les  séries 
(inirrentes- 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  «,  y , 'ï, /,  et  S, 
«pii  entrent  dans  les  deux  formules  (i)  et  (a)  obtenues  n°'  195i 
tt  195,  donne  encore  lieu  à  dix  problèmes  particuliers  dont  les 
«.noDcés  ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  dif- 
férence (  n*  188) ,  qu'en  ce  que  la  lettre  r  est  remplacée  par  </.  Mais 
nous  nous  proposerons,  comme  pour  les  progressions  |Xir  diffé- 
rence,  de  déterminer  ^  et  S,  connaissant  a ,  l  et  n. 

;  *)  Voyez  y  à  la  iin  de  ce  chapitre  y  une  note  relative  à  la  convergence  des 
"-pries.  / 

21. 
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Or  la  première  formule  donne  9"-'  =  -  >    cl  où    q  =  i  7-  :  cm 

reportant  relie  valeor  dans  la  seconde  formule,  on  obtiendrait  U 
râleur  de  S. 

LVxpiession  7=1/-  fournit  le  moyen  de  résoudre  cctîp 
question  : 

Imsértr  emirt  deux  nombres  donnés  2i  et  h  un  nombre  m  de 
■OTKSS  FmoroETXoinfmLS,  c'est-à-dire  m  quantités  formant  aw 
a  rf  b,  considérés  comme  extrêmes,  une  progression  par  quo- 
tient. 

Il  suffit  y  pour  cela,  de   connaître  la  raison.  Or  le  norobrf 
^    des  termes   à  insérer  étant  m^  le  nombre  total  des  termes 
est  égal  à  m  +  2  ;  on  a  d'ailleurs  /  =  6.  Ainsi ,  la  valeur  de  7  de- 
vient 


=v/^ 


c'est  «\-dire  qu'il  faut 

Dipiser  les  deux  nombres  donnés  b  rt  a  l'un  par  l'autre  y  pni 
extraire  dm  quotient  une  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nnmhr 
des  termes  à  insérer ^  plus  un. 

La  progression  est  alors 

Ainsi ,  soit  à  insérer  6  moyens  proportionnels  entre  1rs  nom 
bres  3  et  384. 

On     a     m=z6y     d'où     17  =  tV-^  =  ^TâS  =  2; 

ce  qui  donne  la  progression 

H  3  : 6  :  1 2 :  9.4  :  48  :  96  :  197.  :  384. 
Nous  ferons  bienh^t  connaître  dos  moyens  plus  ex|)édîiirs,  «iM 


sua    LES    PR0CB15SIONS    PAE    QUOTIENT.  3a5 

les  applicadons  numériques ,  de  calculer  le  nombre  exprimé  par 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que, 
Si  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression  par  quotient , 
considérés  deux  à  deuxj  on  insère  un  même  nombre  fie  moyens 
proportionnels,  toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  une 
progression  unique, 
La  démonstration  «t  analogue  à  celle  du  n®  189. 

200.  Des  dtjc  problèmes  principaux  que  Ton  peut  se  proposer 
sur  les  progressions,  quatre  sont  susceptibles  d'être  résolus  facile- 
ment. En  Toici  les  énoncés,  avec  les  formules  qui  y  sont  relatives  : 

1°.  a^qy  n  étant  donnés ,  trouver  /  et  S. 

a*".  ^#,  /?,  /  étant  donnés,  trouver  7  et  S. 


=v/I. 


f»-i  n-i 


3".  7,  »,  /  étant  donnés,  trouver  a  et  S. 

l  s=    'il"-') 


4".  9,  n,. s  étant  donnés,  trouver  a  et  /. 

,_S(g-i)  Sy"-(7-i) 

7«  —  I  ry"  —  I 

D^Kx  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations 
d'un  degré  supérieur  au  second  :  ce  sont  ceux  oCi  Ton  suppose 
inconnues  les  quantités  a  et  7,  ou  bien  letq. 

En  effet,  de  la  seconde  formule  on  déduit   «  =  Iq  —  S^  -h  S  ; 
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d*où ,  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  première  '  /  =  a(f  , 

ou  bien ,  (S  —  /)  7*  —  87*-'  H-  /  =r  o , 

équation  du  degré  n  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à  n - 
soudre. 

'  Il  en  serait  de  même  si  Ton  voulait  déterminer  l  et  q  :  on  par- 
viendrait à  l'équation     07"  —  S^-f-S  —  a  =  o. 

201.  Enfin,  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à  la  reso- 
lution d'équations  d'une  nature  toute  particulière  :  ce  sont  ceux 
où  n  est  inconnu ,  ainsi  que  Tune  des  quatre  autres  quantités.        j 

D'abord ,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  Tune 
des  quantités  «  ,7 ,/,  et  S ,  en  fonction  des  trois  autres  ;  ainsi ,  tout 
se  réduit  à  déterminer  n  au  moyen  de  la  formule     /  =:  aq"*-'. 

Or  cette  égalité  revient  à         7"  =r  —  » 

a 

équation  de  la  forme  a'=  b,  a  et  b  étant  des  quantités  connues. 

On  appelle  ces  sortes  d'équations,  équations  exponentiflles , 
pour  les  distinguer  de  celles  que  nous  avons  considérées  jusqu'à 
présent ,  et  dans  lesquelles  Hnconnue  est  élevée  à  des  puissances 
marquées  par  des  nombres  connn». 

0[!cupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  sortes  d'équations 
auxquelles  se  rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  tks 
Mathématiques,  la  théorie  des  lo(^arith mes. 

§  II.   —    Théories  des  quantités  exponentielles  et  des 
logarithmes. 

Résolution  de  V équation  a*  =  b. 

202.  La  question  consiste  à  trouver  V exposant  de  la  puissano* 
à  laquellell  faut  élever  un  nombre  donné  a,  pour  produire  un 
autre  nombre  donné  b. 

(Considérons  d'abord  quelques  cas  particuliers. 


DE    L*ÊQUAT10N    EXPONENTIELLE.  327 

1*'  Exemple  :  2«  =:  64. 

Ed  élevant  2  à  ses  différentes  puissances ,  on  reconnaît  bientôt 
que  2*  =  64  ;  donc  x  =  6  satisfait  à  Tcquation. 

2»*  Exemple  :  3'  =  243. 

On  a  pour  solution  y  x  =  5. 

En  un  mot ,  tant  que  b  sera  une  puissance  parfaite  du  nombre  a^ 
X  sera  un  nombre  entier,  que  l'on  obtiendra  par  l'élévation  de  a  à 
5es  puissances  successives  à  partir  du  degré  o. 

3"*  Exemple  :  2*  =  6.  (  i  ) 

En  faisant  x  =r  2 ,  et  x  =  3 ,  on  trouve  2'  =  4»  et  2^  =  8  ; 
d'où  Ton  voit  que  x  a  une  valeur  comprise  eatre  2  et  3. 

Posons  donc    x  =  2  -h  -7       (x'  est  alors  >  1). 
On  a ,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée , 

^--^  A  ^      3 

2      '=6,     ou     (n»i7«)     2»X2'=6;     donc     a*^  =  2, 

2 

et,  par  conséquent,  1-1=2.  (2) 

Pour  déterminer  x',  faisons  successivement  x'  =  i ,  x'  =  2  ; 
on  trouve  (-jï      ou     -<2,     et     f-j       ou     f>2. 

Ainsi ,  X  est  compris  entre  i  et  2. 

Posons  donc    x'  =  1  -4-  —       (x''  est  aussi  >  i). 

On  obtient,  en  substitu|int  dans  l'équation  (2)  cette  valeur 

«u  réduisant,  (|)     =-.  (3) 
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Pour    x"=  I     et    x''=  2,     00  a 
/4\'  4^3  /4V  16^  3 

Ainsi  x^  est  compris  entre  i  et  2. 

Soit  donc  x"  =  i  H — =  ;  il  en  résulte 

(r^=i-»"ix(i)-=i^ 

d'où,  réduisant,  (^\    =  |.  {4; 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  précédentes ,  00 
trouverait  que  x^  est  compris  entre  2  et  3. 

Soit      x'^nraH — -'^     l'équation  en  x"  devient,   toute  ré- 
duction faite,  (  "T^  )      ^^ft'  ^^' 
Une  nouvelle  opération  donnerait 


Et  ainsi  de  suite. 


Rapprochons  actuellement  les  équations        x  =  2  +  -y       et 


X  x^  x'^  x' 


nous  obtenons  la  valeur  de  x  sous  la  forme  d'une  fraction  conti- 
nue, dont  les  réduites  consécutives  seraient,  d'après  la  loi  connue 
(  voyez  Arithni . ,  22"  édit. ,  n°  17 1  ) , 


2     3     5     i3     3i 

1125  12 

Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  tK> 
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parties  intégrantes}  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombra 
réduit  en  fraction  continue;  ainsi ,  l'on  pourra,  par  ce  moyen, 
trouver  la  valeur  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  (i),  sinon 
exactement,  du   moins  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on 

voudra. 

Par  exemple,  la  réduite-^  ne  diffère  (Anih.^  n"  174)  de  la 

valeur  de  x  que  d'une  quantité  moindre  que  r-^^  ou  -^.  Mais 

Tapproximation  est  encore  plus  grande  ;  car ,  en  ayant  égard  à  la 
réduite  suivante ,  on  voit  que  l'erreur  commise  est  moindre  que 

f ?   ou   7Ï-.  La  réduite  —  ne  diffère  de  la  vraie  valeur 

5Xi2  60  12 

«le  X  que  d'une  quantité  moindre  que  - — ^  ou  -jy* 

SOS.  La  détermination  de  x  dans  l'équation  précédente  suppose 
que,  pour  toute  équation  de  la  forme  a*=  b,  a  étant  >  i ,  mais 
vm  peu  différent  de  i  que  l'on  veut,  et,  au  contraire,  h  étant 
un  nombre  très-grand ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  deux 
puissances  consécutives  de  a  ,  qui  comprennent  le  nombre  h. 

Pour  le  démontrer,  posons  a  =  i  -t-  tj  t  étant  une  très- 
petite  fraction  ,  et  développons  l'expression  (  t  -H  7  )  >  d'après  la 
formule  du  binôme  (  n**  148)  [n  est  ici  supposé  un  nombre  entier]; 

ilviento.,  ou  (.  +  !)"=.  +  «.  i  +  «^.i+.... 

^i*}  puisque  le  second  membre  se  compose  de  1  +  j>  pius  une 
iuiie  de  nombres  positifs ,  il  est  clair  que  si  l'on  fait  1  -h  j  >  ^, 

te  qui  donne  /i  >►  /  (  6  —  i) ,  on  aura ,  à  fortiori ,  û"  >  ^. 

D'ailleurs,  les  premières  hypothèses  /i  =  o,  1,2,...  ont  dû 
«onncr  d'abord  une  certaine  puissance  de  a,  plus  petite  que  b  ; 


fll 


33o  BÉSOLUTIOH 

donc  h  est  nécessairement  compris  entre  deux  puissances  consp- 
cutives  de  a.  C.  Q.  F,  D. 

804.  Cela  posé ,  voici  en  quoi  consiste  la  méthode  général 
Soit  à  résoudre  Féquation  a'zn  b  y 

en  supposant  d^abord     û  et  ô  ">  i ,     mais     a<^b. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a ,  on  trouve  que  v 

I 
est  compris  entre  o"  et  «*"*"'  ;  alors  on  fait x  =  /i  +  -i 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  proposée,  on  obtient 
a'^'^ziih,     ou     «•X«*'=^,     d'où     (— I   = 

ou ,  posant ,  pour  plus  de  simplicité ,     —  =  c, 

c*'  =  a      (c  étant  nécessairement  <  a). 
Opérant  sur  cette  équadon  comme  ci-dessus,  on  reconnaîi 

que  j/  est  compris  entre  n*  et  /i'  4-1  ;  donc     jr'  =  /i'  -h  -7- 

substituant  cette   valeur  dans  Féquation  en  x',   on  est  encore 
conduit  à  résoudre  une  équation  de  la  forme 

d*"  =  c    ici  étant  <1  c ,  et  ayant  pour  valeur  — >  |  ', 

et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  de  x  se  trouve  ainsi  développée  en  une  fraction  con- 
tinue dont  il  ne  s*agit  plus  ensuite  que  de  former  les  réduites;  et* 
en  poussant  convenablement  la  série  des  opérations  ,  on  obtient 
cette  valeur  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  vent;  ce 
degré  pouvant  toujours  s'estimer,  puisqu'il  est  marqué  par  le 
quotient  de  VUnité  dhisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  h  (Ur- 
mère  réduite  à  laquelle  on  est  parvenu. 

Wtf .  Remarques.  —  i*».  Si ,  dans  le  cas  de  n  ]>  1  et  b^h  "" 
suppr)se  b<^a^    comme  on  a    a°  =  i(n''24)    et    a*  =  fi^   •' 


DE  l'Équation  exponentielle.  33  i 

s'ensuit  que  jc  est  compris  entre  o  et  i,  et  il  faut  commencer  par 

I 
poser  X  =  — • 

Cela  revient  à  faire  n  =  o  dans  le  calcul  précédent. 
2^ Lorsque  l'on  a     « >  i ,     mais     à  <^i,     la  valeur  de x est 
Qttessai renient     <COy     ou  négative;  ainsi  il  faut  poser 

X  =  —  X  ^31"*  l'équation     a*  z=z  b^ 

a  qoi  donne     «"v  =  b ,     d'où  (n**  i7l  )  «/  =  j  ; 

«comme  on  a  7  >  i ,  on  déterminera  j  d'après  la  méthode  ci- 
dessus:  alors  la  valeur  correspondante  de  x  sera  égale  à  celle  de  j, 
prise  négativement. 
II  en  serait  de  même  si  l'on  avait     a  <^  1 ,     mais     6^1. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l'application  de  la  méthode  n'offre 
aocune  difficulté  ;  seulement  les  calculs,  pour  donner  un  grand 
degré  d'approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut ,  au  reste  ,  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

3*  =  i5,  X  =z       2,465  à  0,001  près; 

10*  =    3,  A*=       0,477  ^  0,001  près; 

3 
5'=    -9  a?  =  —  0,25     à  0,01     près; 


2 


(-)'=  V 


X  =       0,53     à  0,01     près. 


On  suppose  ici  que  Ton  ait  converti  en  fractions  décimales  les 
itduitcs  fournies  par  la  méthode. 

Conditions  pour  que  x  soit  commcnsurable^ 

*06.  La  méthode  précédente  conduit ,  tantôt  à  une  fraction  con- 
tinue limitée  y  tantôt  à  une  fraction  continue  qui  se  prolonge  ù 
H/ifini;  ce  qui  donne  pour  x ,  dans  le  premier  cas,  une  valeur  coni- 
lucosurable  ,  et  dans  le  second  ,  uno  valeur  inconiinensurablc. 
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Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  deux  nombres 
donnés  a  et  ^ ,  pour  que  x  soit  égal  à  un  nombre  commensu- 

rable    — 
n 

Soient ,  en  premier  lieu  ^  a  ei  b  deux  nombres  entiers  ;  on  a  1\- 

quation  oT  =:h^  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

£î"  =  A". 

Or  il  est  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  qn'auunt 
que  a  et  b  sont  çpmposés  des  mêmes  facteurs  premiers;  car,  bi 
l'on  supposait  dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se  trouvât  pas 
dans  a ,  et  qu*on  divisât  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  se 
cond  membre  serait  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombrt 
fractionnaire ,  ce  qui  est  absurde.  Donc  si  Ton  a,  par  exemple , 

on  doit  avoir  aussi  b  =^  af^  î^''' Y  ^'  • 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  a"  =  ^",  on  la  chaD^< 
en  celle-ci  :  a*^  6"»  7*^  $^  =  a^p'  6"^'  7*''  ^"'' . 

Mais  cette  nouvelle  égalité  exige  que  les  puissances  d'un  méti» 
facteur  premier  soient  ^les  dans  les  deux  membres  ;  car,  si  c1l< 
étaient  inégales,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  plus  haut 
puissance ,  on  serait  encore  conduit  à  un  résultat  absurde. 

On  doit  donc  avoir  séparément 

rnp  =  np\     mq  =r  /ï^',     mr  z=z  nr\     m$  =  it/, 

d'où  1  on  déduit        —  =  i-  =  -i-  =  —  =  -. 
n       p        q         r        s 

Ainsi ,  pour  que  Ja  valeur  de  x  soit  commensurable ,  il  faut  et  i 
suffit  que  a  et  h  soient  composés  des  mêmes  fadeurs  premiers  .  cl 
que  les  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  d 
rapports  égaux. 
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Lorsque  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  valeur  de  x  est 
t-gale  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants- 
Supposons,  en  second  lien,  que  n  et  ^  soient  fractionnaires  et 

égaux  à  — 9  77  [on  ne  saurait  évidemment  supposer  a  entier  et  b 

fmctîonnaire ,  ou  réciproquement]. 
L*êqnation  a^z=:  b''  devient 


(^r=  {^- 


d'où     A''Â"'=h"^A\ 


Or,  h  et  /t'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers 
entre  enx,  aussi  bien  que  ^  et  ^',  il  en  est  de  même  de  A"  et  A'", 
^  et  *'«.  Ainsi ,  pour  que  Tégalité  précédente  subsiste ,  il  faut  que 
l'on  ait  séparément  A"  =  ^"j  A  '■•  =  ^  '«  ;  ce  qui  conduit  à  des 
ronditions  semblables  à  celles  que  nous  avons  établies  ci-dcssns, 
entre  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respectivement  com- 
parés entre  eux. 

xY.  B,  —  Si  Ton  avait  77  ]>  i ,  naais  7-,  <C  '»  ^"  réciproquement, 

il  faudrait  d'abord  changer  le  signe  de  x  dans  Téqualion  exponen- 
tielle a*  =z  b  (ce   qui   reviendrait  à   renverser  celui   des  deux 

nombres  y-; >  —,  >  que  Ton  suppose  <^  i,  en  conservant  a:  positif); 

puis  on  établirait  les  relations  précédentes. 

207.  Cas  particuliers.  —  1°.  Si  «et  by  étant  des  nombres  en- 
tiers, sont  deux  puissances  différentes  d'un  même  nombre  premier, 
X  est  nécessairement  commensurable. 

Soit  l'équation  4'  =  32 ,  que  l'on  peut  transformer  ainsi  : 

(2')'=  2%     d'où  (n»  ISO)     2''=  2*; 

5 

il  en  résulte  2  x  ==  5 ,     d'où     x  ■=  -- 

'  2 

n 
Soit  encore     27'=  2187,     ou     3^*  =  3';     on  a     .r=:^. 

2".  Si  a  n'est  compose  que  de  facteurs  premiers  èlet^^s  h  la  pre- 


334  THÉORIE 

mière  puissance,  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  a  pour 
que  X  soit  commeiisurable  ;  en  sorte  que ,  dans  ce  cas ,  x  est  entier 
ou  incommensurable. 

En  effet,  soit     a  —  olî^^j     d'où     b  =  aP'6^7''^*'  ; 
I  Vquation     a""  =  6"     devient     a"  6*  7"  ^  ==  af'^  €^*  y**'"  <î'  "  ; 
d*où  l'on  déduit  m  z=zp'n  =  q^n  z=:  /n  z=z  s'n , 

ou  bien,  p^  =:  g'  =  r'  z=  s'; 

donc  b=zo/^'  7/*'  ^/  =  (  a€7^  )P'  =  aP\ 

et,  par  conséquent,    x  =*/>'. 

Soit,  par  exemple,  «  =  10  =  2  X  5  ; 

il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  quex  puisse 
«tre  conimensurable. 

Théorie  des  logarithmes, 
208.  Introduction.  —  Si  Ton  suppose  que,  dans  Téquaucn 

/ï  conservant  toujours  une  même  valeur  positive,  on  remplace  r 
par  tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque 
valeur  de  y,  en  appliquant  la  méthode  du  n«  205 ,  déterminer  U 
valeur  de  X,  sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand 
<legré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

Supposons  d^abord         «  ]>  i ,         et  soit  fait  successivement 

x  =  o,  1,2,3,4,5,6,..., 
il  en  résulte  y  =  i ,  n,  «%  a%  «*,  a%  ««,...; 

donc  toutes  les  valeurs  de  y  plus  grandes  que  Vunité  sont  pro- 
duites par  des  puissances  de  a  dont  les  exposants  sont  positifs, 
entiers  ou  fractionnaires  ;  et  la  i^aleur  de  x  est  d'autant  plus  grande 
que  celle  de  y  est  elle-même  plus  grande. 
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Faisons  ensuite        j:  =  o,  —  i,  —  a,*  —  3,  —  4j  —  5,...  . 

1        '    I  I  1  I         I  1 

ilenresnJte  r=i,       -'       ~,»      -^     -:»      -rv-.; 

a         a}        a}       a*        a^        ' 

éonc  ro«/e5  7^5  valeurs  de  y  plus  petites  que  l'unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a  dont  les  exposants  sont  iricATiFS;  et  la  va- 
kurde  x  est  d'autant  plus  grande^  numériquement,  que  la  valeur 
de  y  5e  rapproche  plus  de  zéro. 

Soit ,  au  contraire ,     «  <  i     et  égal  à  une  fraction  -;  ; 

a 

«f«»ni  x  =  o,       I,       2,       3,      4,      5,..., 

ontrouve  ^  =  ^^ j  ,  ou  , ,  -,  ,  -,  _,_,  _,..., 
fUsilon  fait  x  =  o,  —  i , ^  2,  — 3,  —  4,  —  5,.  . ., 

on  obtient     ^  =r  (  —  J  ,  ou  i ,     a',     û",     a'- 


''S 


r'est- à-dire  que ,  dans  Thypothèse  de  «  <^  i ,  tous  les  nombres  sont 
rns;endrés  avec  les  diverses  puissances  de  jl,  dans  un  ortlre  inverse 
(le  celui  qui  résulte  de  Thypothèse  «  >  i . 

Oo  arrive  ainsi  à  cette  conséquence  générale  :  tous  les  nombres 
(ilisnitts  peuvent  être  engendrés  avec  un  nombre  absolu  quelconque  , 
-ims  constant  y  que  Von  élève  à  des  puissances  convenables, 

N.  B.  —  Il  faut  toutefois  supposer  a  différent  de  l'unité ,  car 
on  sait  que  toutes  les  puissances  de  i  sont  égales  à  i . 

M9.  Gela  posé ,  concevons  que  Ton  ait  formé  une  Table  renfer- 
mant, d*unepart,  tous  les  nombres  entiers,  et  à  côté  de  ces 
nombres,  les  exposants  des  puissances  auxquels  il  faudrait  élever 
tin  nombre  invariable  y  pour  produire  les  premiers  ;  on  aura  l'idée 
(i  une  Table  de  logarithmes. 

On  appelle,  en  général,  logarithme  cFun  nombre,  l'exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  certain  nombre  inva^ 
rmble  pour  produire  le  premier. 
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Le  nombre  invariable  peut  cUabord  être  pris  tout  à  fait  arbi- 
trairement  (pourvu  qu'il  soit > ou <^  i);  mais  une  fois  chow. 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  la  Table  entière.  On 
l'appelle,  pour  cette  raison  ,  base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  Ton  a  choisie ,  le  logarithme  de,  la 
hase  est  Vunité ,  et  le  logarithme  ^'  i  est  o. 

En  effet,  on  a ,    i**. .  -  a^  ^=ay     d'où     log  a  =  i , 

2®.  . .  ««  =  I ,     d'où     log  I  =r  o. 

On  désigne  ordinairement ,  pour  abréger ,  le  mot  logarithme 
|Mir  les  trois  premières  lettres  log ,  ou  simplement  par  la  première 
lettre  /»«  que  Ton  fait  ordinairement  suivre  d*u/i/7o//zretdanombM 
que  l'on  considère. 

Voyons  actuellement  quel  rôle  peuvent  jouer  les  logarithmes 
dans  les  calculs  numériques. 

ÎÈtO.  Multiplication  et  division  arithmétiqnes.  —  Soit  d'abord 
une  suite  de  nombres  jr,  r\  .r",  j**,  .  .  à  multiplier  entre  eiix 
Désignons  par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (quon 
suppose  déjà  calculés),  et  par  jr,  x\  x\  .r*,    .  .  les  logarithme 

dejr. /, /'.  jr",.... 

On  a  ,  d'après  la  définition  (n°  209  ) ,  cette  suite  d*égalitcs,     | 

y—a%     y'  —  n-\     y"  ^  a^"    y"*  =  a'" 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membrç,  et  appliquant  la  rè{;le 
des  exposants  établie  n°  178,  on  trouve  1 

Y   y*  y"   y" ,  ,  .  rr:  ^'-I-«'-»-'"+«'"-h  .  ...  , 

Donc  I 

Kv/.>''--  =  -^  H-'^-+--ï^"^--  =  ïogr  +  logj^H-Iogr''+ -t 

c'est-ii-dtre  que  le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  dû 
logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient ,  en  second  lieu  ,  deux  nombres,  y  et  y' y  i\  diviser  l'iH 
par  Tautre,  X  et  .r'  leurs  logarhhmes.  On  a  encore  les  équations 

r  =  n\     y'  z=  /?*';     d'où  Ton  déduit  (n"  172)     ~  =r  tt^  '' 
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Donc  log  ^  =r  X  —  j:'  =  log  y  —  log/  ; 

c«l-à-diii;  que  le  logarithme  du  quotient  d'une  division  est  égal  h 
l'fjrcès  du  logarithme  du  dividende  sur  le  logarithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  —  Si  Ton  a  une  multipH- 
cadnn  h  effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des 
àrfeurs  et  faisant  la  somme  de  ces  logarithmes  ,  on  aura  le  loga- 
rithme du  produit  ;  donc ,  en  cherchant  ce  nouveau  logarithme 
ans  la  tahle,  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond ,  on  obtien- 
dra le  produit  demandé.  Ainsi  ,par  une  simple  addition ,  on  trouve 
If  rêsiiUat  d'une  multiplication. 

De  même  ,  si  Ton  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre,  il  faut 
RtTiDcfaer  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  puis 
Hiercber  à  quel  nombre  correspond  la  différence  :  c'est  le  quotient 
Aerché.  Ainsi,  par  une  simple  soustraction  ^  on  obtient  le  quotient 
ituediçision. 

Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  — Soit,  en 

(râéral ,  un  nombre  jr  à  élever  à  la  puissance  — ,  en  désignant 
toujours  par  a  la  base ,  et  par  x  le  logarithme  de  /•  On  a  Téqua- 
ion  r  =  «*> 

J'où ,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  — , 

m  m 

m 

n.  -  -         /w  //r    , 

Donc  lotî  }  "  =  —  X  =z  —  lou  r  ; 

^  //  n       ^ 

:«t-à-dire  que  le  logarithme  d*une  puissance  quctconque  d*u/i 
^^mbre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l'expo- 
^ntde  la  puissance. 
Soit,  comme  cas  particulier,     ;/  =  i  ;     il  en  résulte 

log  7"  =  /w.log  j, 

'<|(ution  susceptible  d'un  énoncé  analogue  au  précédent. 

^Ig.  B,y   lo**  éd.  235 
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Soit  m  =  -•  n  étant  un   nombre  entier  qutlconqiie  ;  il  en  ré 
suite 

log^"  ou  logs/j  =-.Iog  J-; 


c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  racine  de  degré  quelconq. 
d'un  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  dhù 
par  V indice  de  la  racine. 

Conséquence.  —  Pour  former  une  puissance  quelconque  du 
nombre  y  il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  1 
table  y  de  le  multiplier  par  Texposant  de  la  puissance,  puis  d 
chercher  le  nombre  correspondant  à  ce  produit;  on  a  ainsi  I 
puissance  demandée. 

De  même ,  pour  extraire  une  racine  ,  il  suffit  de  diviser  lelog; 
rithme  du  nombre  proposé  par  Tindic^  de  la  racine ,  puis  i 
chercher  à  quel  nombre  correspond  le  quotient  ;  on  a  la  ranr 
demandée.  Ainsi  ,  par  une  multiplication  et  une  division  gé/téralt 
ment  très-simples ,  on  troupe  le  résultat  d'une  formation  depuh 
sance  et  d'une  extraction  de  racine  ,  opérations  dont  les  procéda 
ordinaires  sont ,  comme  on  Ta  vu  ,  très-laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer  sont  indepei 
dantes  du  système  particulier  de  logarithmes  adopté  ;  mais  1( 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites ,  c'est-à-dire  Tusage  qu'on  e 
peut  faire  dans  les  calculs  numériques ,  supposent  la  construcdc 
d'une  table  renfermant ,  d^in  côté ,  tous  les  nombres  ,  et  de  l'ai 
tre ,  les  logarithmes  de  ces  nombres ,  calculés  d'après  une  />tf 
donnée.  Or,  pour  former  cette  table ,  il  faut ,  comme  noiisTavoi 
déjà  dit ,  en  considérant  Téquation  tf  z=z  jr^  faire  passer  r  ps 
tous  les  états  de  grandeur  possibles ,  et  déterminer  la  valeur  de* 
correspondante  à  chacune  des  valeurs  de  y^  d'après  la  mélhot 
du  n»«04. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  ba 
est  égale  à  lo;  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolution  i 
l'équation  \o'  =  jr. 


D«S    LDGARITHMKS.  SSg 

Eq  faisant  successivement  y  i^gal  aux  termes  de  la  suite  naturelle 
1,  2,  3,  4?  5»  fi»»  •  •  t 
on  a  ù  résoudre  les  équations 

10*=  I,     lo' =  2,      10'  =  3,      10' =4»-..  • 

Observons  d'ailleurs  quUl  sufBt  de  calculer  directement ,  dia- 
prés la  méthode  dn  n**  S04 ,  les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers a,  3y  5,  7,  II,  i3,  17,...  ;  car  tous  les  «autres 
nombres  entiers  résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents 
(acteurs  entre  eux ,  leurs  logarithmes  peuvent  (n®  910)  s^obtenir 
par  l'addition  des  logarithmes  des  nombres  premiers. 

C'est  ainsi  que  6  étant  décomposable  en  2  X  3,  on  a 

Iog6  =  log2  -H  log3; 

de  même,  24  =  2*  X  3 ;  donc  log  24  =  3  log  2  4-  log  3. 

Soil  encore  36o  =  2*  X  3'  X  5  ;     il  en  résulte 

log  36o  =  3  log  2  4-  2  log  3  4-  log 5. 

Il  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes 
<ies  nombres  entiers;  car,  en  vertu  de  la  propriété  relative  à  la 
division ,  on  obtient  le  logarithme  d*un  nombre  fractionnaire  en 
retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

SIS.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  l'on  veut, 
au  moyen  de  celle-là. 

Soient,  en  effet,  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  formé,  b 
iabase  d'un  nouveau  système  à  construire;  désignons  par  N  un 
nombre  quelconque,  par  log  N  et  par  X,  ses  deux  logarithmes  cal- 
eulcs d'après  les  bases  a  et  ^ ;  on  a  lequation  ^^  =: N.  D'où , 
^Q  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système 
connu  dont  la  base  est  a ,  X.log  ^  =  logN  ; 

donc  X  =  !?«?. 

log  6 

22, 
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Ce  qui  prouve  que ,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  doRs 
un  premier  système,  pour  avoir  le  logarithme  du  même  nomhn 
flans  un  second  système,  il  faut  diviser  le  logarithme  dii  nombre, 
calculé  dans  le  premier  système,  par  le  logarithme  de  la  nouvcllr 
hase,  calculé  aussi  dans  l'ancien  système. 
Ainsi ,  le  logarithme  de  4  )  dans  le  système  dont  la  base  est  3,  j 

|»our  valeur  p^?    log4  ^^  ^^gS  étant  deux  logarithmes  calcub 

dans  le  système  connu  dont  la  base  est  lo. 

Soient  N,  N',  N",  . .  une  suite  de  nombres,  a  la  base  d'un 
système  déjà  forme,  b  celle  d'un  système  à  construire;  on  a  la 
série  d*équation$ 

logN_    I  x'  =  piT.IogN',  X"=--!-^.[oeîSV..; 

log^      logA      ^    *  \ogb      ^     '  log6     ^ 

d*où  l'on  voit  qu'une  première  table  étant  déjà  formée,  si  Ton 
veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  loga- 
rithmes du  premier  système  par  la  quantité  constante 

I 
log^ 

Cette  quantité  constante  est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  la  nou 
velle  table  par  rapport  à  Tancienne. 

§  III.  —  Usage  des  tables  vulgait^es. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  su 
les  deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l'usage  des  tables  «i 
nombre  étant  donné,  trouver  son  logarithme ,  et  réciproqueinem 
nous  dispensent  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  cet  égard 
Nous  nous  bornerons  donc  à  reprendre  quelques  principes  qij 
n*ont  pas  été  démonti-és  d'une  manière  assez  générale,  en  su()Ih1 
sant  d'ailleurs  que  les  jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tabitj 
de  Collet,  qui  sont  poussées  jusqu'à  108000,  tandis  que  les  [kHiN 
tables  ne  s^étendent  pas  au  delà  de  loooo. 

815.  On  a  déjà  vu  (n^  807)  que,  dans  le  système  dont  la  ba^ 
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i^t  lOy  il  n'y  a  que  les  puissances  parfaites  de  lo,  telles  que  lo» 
100,  looo,...  qni  puissent  avoir  des  lo^rithmes  commensu^ 
mbles;  tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incom- 
me/tsttrabies,  que  Ton  ne  peut  obtenir  qu*aTec  un  certain  degré 
il^approximation.  Les  Tables  de  Collet  donnent  ces  logarithmes 
exprimés  en  fractions  décimales,  et  exacts  jusqu^au  7*  chiffre  dccî- 
mal,  inclusivement. 
Gela  posé,  faisons  dans  Téquation      10'  =  /, 

x  =  o,    I,      2,        3,         4>-M  «—  « ,      'ï» 

ilen  résulte         J=i>   io>   100,    1000,   loooo,...,    io*~',    10". 

Posant  ensuite     ar  =  o,  —  1,  — 2,-3,  — 4»''«>  —  ("  —  Oi  "~  "> 

I        I  I  I  II 

on  trouve  j^  =  1, — > 5  » vj — -— ?  — :• 

10    100     1000     loooo  io"~'     10" 

Donc:  1".  Les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands 
i]iie  l'unité  sont  positifs  et  croissent  depuis  o  jusqu'à  Tinfini  ;  les 
logarilhnnes  des  fractions  proprement  dites  sont  négatifs,  mais  ils 
ont  une  valeur  numérique  d'autant  plus  grande  que  la  fraction  est 
plus  petite;  en  sorte  que,  si  Ton  considère  une  fraction  moindre 
<|iie  toute  grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa 
valeur  numérique  est  infiniment  grande  :  ce  que  Ton  exprime  d'une 
manière  abrégée,  en  disant  que  zéro  a  pour  logarithme  Vi/^fini 
négatif,  ou  bien 

li>g  o  =  —  00  . 

2".  Si  Ton  considère  un  nombre  entier  de  n  chiffres,  c'est-à- 
<lire  un  nombre  compris  entre  lo"'*  et  10",  on  voit  que  la  partie 
entière  de  son  logarithme  est  égale  à  //  —  1 ,  ou  renferme  autant 
d'unités  moins  une  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  caractéristique 
irith.^  n°  S6I ,  22*  édit.);  parce  qu'elle  indique  Tordre  dos  plus 
hautes  unités  du  nombre  (|ui  correspond  à  ce  logarithme.  Par 
exemple,  si  la  caractéristique  est  égale  à  5,  on  |>eut  en  conclut c 
r|uo  le  nombre  correspondant  est  compris  entre  10*  et  lo**,  ou 
bien ,  i-sl  compos4'  de  six  chiffres. 
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814.  Les  deux  pi*emièrps  propriétés  du  n"  SIO  donnent 
log(rt  X  ïo")  =  logû  -f-logio"=:  loga-4-/î, 

et  log  — '^  =  loga  —  log  I  o"  =  log  a  —  n; 

ce  qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  quel- 
conque, il  suffit f  pour  obtenir  celui  d'un  nombre  lo*^  fois  plus  grand 
ou  plus  petit,  d'augmenter  ou  de  diminuer  île  n  unités  la  caracté- 
ristique du  logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  déci- 
males qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule^ 
ont  la  même  partie  décimale;  c'est-à-dire  que  leurs  caractéristiques 
seules  sont  différentes. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d'ailleurs  toutes  particulières  au  sav 
tèinc  ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  base  aux  préparations 
que  Ton  fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes, 
on  aux  logarithmes,  lorsqu'on  veut  obtenir  les  nombres  qui  lenr 
cori*espondent. 

Ainsi ,  quand  on  cherche  le  logarithme  d'un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables,  on  sépare  d*abord  sur  la  droite  assez 
de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  soit  un  des  nombres  entiers 
de  la  table;  mais  il  faut  en  séparer  le  moins  possible,  à  cause  de 
la  proportion  qu'exige  l'emploi  des  tables  (*).  Avec  les  petites 
tables ,  on  doit  laisser  quatre  chiffres  vers  la  gauche  ;  et  avec  les 
Tables  de  Callet,  on  doit  en  avoir  cinq. 

Quand ,  au  contraire,  on  veut  obtenir  le  nombre  correspondaQt 
à  un  logarithme  donné ,  il  faut  prépai*er  celui-ci  de  manière  que 
sa  caractéristique  soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'est  à- 
dire  égale  à  3  pour  les  petites  tables ,  et  à  4  pour  les  grandes. 

215.  Des  compléments  arithmétiques. —  Il  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications,  que  Ton  a  à  déterminer  le  résultat  d'uiu 


(  *)  Voyez  la  seconde  noie  placéo  à  la  fin  de  ce  chapitre,  pour  le  calco) 
de  IVr/rurcomm/ie  lorsqii^on  tHablit  la  proportion  entre  les  difWpeoccs  de* 
nombres  et  les  difTércnces  des  logaritlimcs. 
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0{)éra(ioD  composée  de  plusieurs  additions  et  soustractions  loga- 

miimiques.  Or  on  ramène  cette  opération  à  une  seule  addition  par 

le  Dioyen  des  compléments  arithmétiques, 
Lt  complément  arithmétique  d'un  logarithme  est  ce  qui  manque 
ce  logarithme  pour  former  le  nombre  10;  m  d'autres  termes, 

fest  Texcès  de  10  sur  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  comp.  3,47^5843  =10  —  3,47^5843  =  6,5274157, 
comp.  3,7325490  =  10  —  2,7325490  =  7,2674510. 

Le  premier  chiffre  significatif  ^  droite  se  retranche  de  10  y  et 
pus  les  autres  de  g;  en  sorte  que  les  zéros  qui  peuvent  se  trouver 
lia  droite  du  logarithme  doivent  rester  dans  le  complément 

Doù  Ton  voit  qu'un  complément  peut  être  formé,  pour  ainsi 
f£rf,  d'après  rinspection  d'un  logarithme,  ou  d'après  sa  dictée. 
I  —  Cela  posé ,  voici  l'usage  de  ces  compléments  : 
j    Que  Ton  ait  à  trouver  le  résultat  numérique  de  l'expression 

I/-/'^./''  — r  — /«r^/»;  /,  /',  r,  /'",...   étant  des  loga- 
lidimes ,  les  uns  à  ajouter,  les  autres  à  soustraire. 
L  expressioD  peut  d'abord  être  mise  sous  la  forme 


/-!_/"  4- /»-+-  ,0  — /'4- 10  — r -h  10  — /'^  —  So, 

oa  bien , 

/  4-  /"  -T-  /^  -4-  comp.  /'  4-  comp.  /"'  -h  comp.  /»''  —  3o  ; 

c'est-dnlire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  //  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes 
wustractifs,  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  défais  10  que 
l'on  a  pris  de  compléments. 

Par  le  moyen  ordinaire,  il  fondrait  faire  la  somme  des  termes 
additifs,  celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande ,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions 
et  une  soustraction;  tandis  que  par  celui-ci,  on  n'a  qu'une  seule 
addition  à  effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à  prendre 
U^  compléments ,  cl  qui  sont  trop  simples  pour  «nhvr  en  ligne  de 
'onipto. 
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810.  L'emploi  des  compléments  donne  naissance  à  une  fannf 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  -^• 

On  a  log  -^  =  log  7  —  log  1 5  =  log  7  H-  comp.  log  i5  —  10 

^96   7  =  0,84509804 
comp.  log  i5  =  8,82390874 

9,66900678 

ratranchant  10 —  0,33099322 

fui  bien 1 ,66900678 

Le  résultat  de  l'addition  de  eomp,  log  i5  avec  log  7  éuoi 
9,66900678,  pour  en  retrancher  10,  on  peut  s'y  prendre  de  deux 
manières:  ou  bien  soustraire  ce  résultat  de  10,  et  afTectanl  It 
reste  du  signe  — ,  ce  qui  donne  —  o  ,33099322  ;  ou  bien,  retran- 
cher 10  de  la  caractéristique  9 ,  sans  altérer  la  partie  décimale,  « 
qui  donne  1 ,66900678,  c'est-à-dire  un  logarithme  dont  la  carac- 
téristique seule  est  négative,  la  partie  décimale  restant  positive. 

Pour  le  distinguer  d'un  logarithme  entièrement  négatif,  on  doit 
avoir  le  soin  de  placer  le  signe  —  au-dessus  de  la  ca^actc^^' 
tique  (*}. 

Il  serait  plus  clair  de  l'écrire  ainsi  :  —  i  -h  0,66900678,  car 
voilà  sa  véritable  signiGcation  ;  mais  l'autre  manière  est  piiis 
abrégée. 

On  est  encore  conduit  à  cette  espèce  de  logarithmes  eu  cher< 
chant  le  logarithme  d^ine  fraction  décimale. 

Par  exemple, 

logo,oo534  =  log  534  —5=:  2,72754126  —  5  =  3,72754126. 
Nous  verrons  bientôt   que   l'usage  de  ces   logarithmes  offre 


(*)  Cette  notalion  diffère  un  peu  de  la  notation  employée  dani  nolrti 
Arithmétique;  mois  nous  avons  cru  devoir  adopter  ici  celle  dont  Tusafrc  f>< 
lo  plus  ri'paudu. 
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<]ueiques  avantages  sur  celui  des  logarithmes  entièrement  né- 
gatifs. 

Observons,  pour  le  moment,  que 

i*".  Si  Ton  avait  à  déterminer  le  nombre  qui  correspond  à  un 
logarithme  de  cette  espèce ,  la  simple  addition  d*un  nombre  con- 
venable d'unités  à  la  caractéristique  sufTirait  pour  la  préparation 
ilii  logarithme. 

Soit,  par  exemple,  3,472o563  le  logarithme  proposé. 

En  ajoutant  7  unités  à  la  caractéristique,  il  vient  4947^^^^' 
logarithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s*ob> 
tiendrait  d'après  les  règles  connues;  après  quoi,  Ton  diviserait  le 
nombre  par  1 0000000  ou  par  io\ 

2"^.  Si  Ton  a  à  multiplier  le  logarithme.  .  .   .       3,472o563 
par  un  nombre  quelconque ,  8  par  exemple.  ...  8 

on  obtient  d'abord  pour  la  partie  décimale.   .  .  .       3,7764504 
et  pour  la  caractéristi(|ue —  24 


ce  qui  donne  pour  résultat 21,7764504 

3".  Si  l'on  a  à  diviser  ce  même  logarithme  par  8 ,  on  commence 
par  ajouter  à  la  caractéristique  assez  d'unités  négatives  pour  qu'on 
puisse  en  prendre  le  huitième  exactement;  c'est-à-dire  qu'on 
mettra  le  logarithme  3,47^0563  sous  la  forme 

—  8-h5,472o563. 

Prenant  le  huitième  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve 
1 ,6840070. 

Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  l'usage  de  ces  opé- 
rations. 

Passons  maintenant  aux  applications. 
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Opérations  de  V Arithmétique, 

ai7.  Multiplication  et  division,  —  On  demande  la  valeur  ap- 

3i        i3       47 
prochée  du  produit  "^  ^  —  '^  78  ' 

Appelons  x  ce  produit ,  on  a  (n®  209), 

log  X  =  log  3i  —  log  75  H-  log  i3  ■—  log  i?.  4-  log  4?  —  'og4^- 

log3i  =  1,49*36169, 

log  1 3  =  1 ,  11 394335 , 

log  47  =  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8, 12493874» 
comp.  log  12  =  8,92081875, 
comp.  log 48  =  8,31875876, 

'»64i9i9i5=  29,64191915—  3o; 

ajoutant 5 

on  obtient.  .  .  .  4*6419191 

4,6419102  =  log  43844 


89 

-2  =  0,90. 

99 


Différence.  ...  89 

Différence  tabulaire.  99 

Donc 4>64 1 9191  =  log  43844>90. 

Ainsi ,  le  produit  demandé  est  0,438449^  ^  0,0000001  près. 


Formation  des  puissances.  —  Observons  avant  tout  que, 
comme,  pour  obtenir  le  résultat  d*une  formation  de  puissance,  il 
faut  multiplier  le  logarithme  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance, on  doit  prendre  d'abord  le  logarithme  du  nombre  propose 
avec  plus  de  7  décimales,  si  Ton  veut  avoir  un  produit  exact 
jusqu'à  la  7"  décimale  inclusivement.  Or  on  trouve  dans  rourrajje 
de  Callet,  à  la  suite  des  tables  ordinaires,  une  autre  table  qui 
donne  les  logarithmes  avec  20  décimales  ;  «insi  l'on  peut  toujourj 
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prendre  ces  logarithmes  avec  deux  oa  trois  décimales  de  plus  que 
dans  les  tables  ordinaires. 
Cela  posé,  soit  à  former  la  5«  puissance  de  29;  on  a  (n*>  210) 

log(29)*  =  51og29. 
Or  log29=  1,462397998, 

d'où  51og29=:  7,311989990; 

ôtant  3  unités ^y3iiggno 

4,3119868  = 

Différence 32 

Différence  tabulaire.  .   .  212 


»g2o5ii. 

32  - 

=  o,i5. 

212 


Donc  2o5i  1  i5o  est  le  nombre  cherché  à  une  dizaine  prés. 
Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)". 

Ona  log2=    0,3010299956, 

d'où  64  log2  =  19,2659197  ; 

olant  i5  unités 41^659197 

4,2659022  =  log  18446- 

Différence 175 

Différence  tabulaire.  .  .   .  235 

Ainsi, 


175 


235 -^''4- 
4,2659197  =  log  18446,74. 


Donc  le  nombre  cherché  est  18446740.000.000.000.000,  ù 
dix  trillhns  près ,  c'est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres  ne 
peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces 
sortes  d'exemples ,  n'avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de 
la  grandeur  du  nombre ,  et  l'on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y 
parvient. 


Soit,  pour  nouvel  exemple ,  à  évaluer  (  ^  j    • 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que  sans 
compléments  : 


Par  compléments. 

log  2  =       0,80x0299956 
c.  log  3  ==       9,5228787453 

log^=       1,8239087409 

Il  log ^=       2,0629961499 
ajoutant       -h  6 
on  obtient         4'^^99^> 


Sans  compléments» 

log  3=       0,4771212547 
log  2  =       0,3010299966 

log  ^  =  —  0,1760912591 

2 
1 1  log  -  =  —  1 ,9370038601 

ajoutant      -h  6 

on  obtient        49^^99^' 


Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  donc 
0,01 1 56 102  est  le  nombre  demandé,  à  0,00000001  près. 

Extraction  des  racines»  —  Il  suffit ,  pour  cette  opération ,  de 
prendre  les  logarîthmcs  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7^  de  1 162049. 

On  a  (n"9lO)  log  v/i  162049  =  -  log  1 162049. 

log  11620  =  4 «06^2061       Diff.  tabul.  374 

log  1 1620,49  —  log  1 1 620  =  1 83      DifT.  de  nomb.      0,49 

log 1 1620,49  =  4 >o652244  î  3366 

Donc       Mog  1 1 62049  =  6,0652244  i  *49^ 

-  log  1 162049  =  0,8664606  « 83,26 


ajoutant  4  * 

Différence 

Différence  tabulaire. 


4,8664606 

4,8664587'=  log  73529. 

'9  I      '9-o3? 
59'     ^ç^^' 


Donc     4»8^4^^  ===  ^og  73529,32. 

Ainsi,  7,352932  est  la  racine  demandée  à  i),oooooi  jnès. 
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Soit  à  évaluer    y/i^;  on  a  1.  y/ï?  = -j^  (log  iS^Iog  27). 

Par  compléments, 

I.    j3=        1,11394335 
lomp.  I.  27  =       8,56863624 

I.  —  =;;:       I  ,68257959  =3—11^  10,68257959 

y-  I.  —  =       7,97114360; 
ajoutant  -+-  5 


on  trouve  4  »  97  "  436o  =  log  9857 1 ,  49. 

Donc  la  raciae  demandée  est  o  ,9357 1 49  à  o  ,0000001  près. 
On  trouvera  pareillement 

y  l—j  =  i,i54i  18;  (73)'  =  11047390000000; 

(0,0457)"  =  o, 0(0000000000000082984 • . . 
Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes, 

W8.  Supposons  que  l'on  ait  trouvé,  pour  valeur  de  l'inconnue 

3  

û un  problème,  l'expression     x  =  ^^  ^         , 

V(fl-|-  h).  \[cd 

^  qu'en  donnant  à  /z,  ^,  c,  r/,  des  valeurs  particulières,  on 
veuille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen 
««  logarithmes ,  on  peut  ramener  la  question  à  ne  présenter 
que  des  additions,  soustractions ,  et  des  multiplications,  divisions 
simples. 
On  a,  en  effet,  d'après  les  propriétés  des  vP*  200  et  S 10 , 


1.  wp  =  I.  v^(fl'—  ^') .  3  fl  —  1.  \/(fl  -H  h) .  \Jcd. 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que  sans 
compléments  : 


Par  compléments. 


log2  = 
c. log  3  = 

Ml0g|  = 

ajoutant 
on  obtient 


0,3010299966 
9,5228787453 

7,8239087409 

2,0629961499 

6 

4,0629961 


Sans  compléments, 

log  3  =       0,4771212547 
log  2  =      G,  3o  1 0299956 

log  j  =  —  0,1760912591 

II log  ^  =  —  1 ,9370038501 

-6 


2 

3 
ajoutant 

on  obtient       ^^o^'i^/o/ji 


Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  donc 
0,01 1 56 102  est  le  nombre  demandé ,  à  0,00000001  près. 

Extraction  des  racines,  —  Il  suffit ,  pour  cette  opération ,  de 
prendre  les  logiirithmcs  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7*^  de  1 162049- 


On  a  {n'^210)  log  y^i  162049  =  -  log  1 162049. 


log  1 1620  =  4*^6^^06'  Diff.  tabid.              $74 

log  11620,49  —  log  11620=              i83  Diff.  de  nomb.      0,49 

T            T.  ,                              33  66 
Donc 


log  1 1620,49  =  4  »o652244 
'  log  1 1 62049  =  6,0652244 

-  log  1 162049  =  0,8664606 

ajoutant  4  9  4«86646o6 


1 83,7.6 


Différence 

DilTérence  tabulaire. 


:0,32. 


4,8664587  =  log  73529. 

M)  I     _'9 
59  I     59 

Donc    4  >86646o6  =  log  73529,32. 

Ainsi,  7,352932  est  la  racine  deniiindéc  à  o,ooouoi  près. 
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Soit  à  évaluer   y — ;  on  a  1.  y—  =  —  (log  i3  — log  27). 

Par  compléments, 

I.    i3=        1,11394335 
(Dinp.  I.  27=       8,56863624 

1-  —  =        I  ,68257959  =3—11-4-  10,68257959 
27  •    • 

--!.—  =       7,97114360; 
ajoutant  -+-  5 

on  trouve  4  »  97  '  '  436o  =  log  9357 1 ,  49« 

Donc  la  racine  demandée  est  o  ,9357 149  à  o  ,0000001  près. 
On  trouvera  pareillement 


f{ 


—  j  =  1 ,  i54i  18;  (73)"  =  1 1047390000000; 

(0,0457)''  =  0,060000000000000082984*  < 


I 
Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes.  i 


318.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé,  pour  valeur  de  Tinconnue 


1,  slià' — ^M.3fl     • 

a  un  problème,  l'expression     x  =  ^^  9 

V(fl-|-  h),  sfck 

Cl  qu'en  donnant  à  /i,  ^,  c,  rf,  des  valeurs  particulières,  on 
veuille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen 
des  logarithmes ,  on  peut  ramener  la  question  à  ne  présenter 
que  des  additions,  soustractions ,  et  des  multiplications,  divisions 
simples. 
On  a,  en  effet,  d'après  les  propriétés  des  n*»»  200  et  810 , 


\.x  =  \.sj[a^^b'),la^\.\l{a^b).sjcd. 


î 


35o  CALCUL    DBS   EXPtKSMOMS    ALG^BBIQUES 

Mais  1.  V(«'—  b'}.3  a  ='^[\.(a  +  b)-t-\.  (a  —  b)  +1.3  -h  la], 

et      1.  \/(a  +  b).  ^=  i  [].(a  +  A)  +  1 1.  c  -4-  ^  I.  rfl  ; 
donc 

l.x  =  i[l.(fl  +  i)-f  l.(n  — *)  +  l.  3-f-l.a] 

expression  qui  n'offrira  plus  â  effectuer  que  des  additions,  des 
soustractions ,  et  quelques  divisions  très-simples  ^  lorsque  a,  b,  c^d^ 
seront  donnés  numériquement. 

5k>ient,  par  exemple,  û=6o,  è  =  i5,  c=i6,  </  =  9; 
l'expression  devient 

l.^=ri[l.  75 4- 1.45 -4- 1.3 +1.60]--^  [1.75  + ^1.16  +  ^1.9] 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres ,  puis  prenant 
le  tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

1.  X  =  1,92784875  —  1,47712125, 
ou         1.  X  =  o  ,4507275  ; 
donc        X  =  2,823108. 

ÎSoit  encore  1  expi*ession  x  = ;;; , 

'  fl'-— 3fl'A-+-4^V 

On  peut  d'abord  ,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a^  au  nu- 
mérateur, et  le  fadeur  «'au  dénominateur,  présenter  l'expression 
sous  la  forme 

J  3b'       b*\  (  Zh'       h'\ 


;  PAR    LOGAAITffMRS.  35 1 

Posons  maintenant     m  =  - —  j      «  =r >     «  =  — -  ; 

a'  rt'  «^ 

1.  •       j     .  a  (na  —  w  -H  />) 

1  expression  devient     x  = îç-, £-/, 

fl  —  3^  4- iw 

on,  en  appliquant  les  logarithmes, 

I.  j:  =r  Ka -f- 1.  (2/2  —  n -h p) — 1.  (rt  —  3  A -+  m), 

expression  facile  à  calculer  dès  que  Ton  aura  trouvé  les  valeurs 

de    m.  n.  p.  Or  les  équations  m  -=.  -3 — ,  n  =z ?    pzzz  —t 

a'  ar*  «•* 

donnent 

I.w  =  l.4-+-al.  ^  -f-l.c  —  2l.a,    l./i  =  1.  3-f-3I.A  — 2I.  #ï, 
].  p  =  41.  A  —  31.  tf. 

(L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  l'expression 
fractionnaire  à  une  autre  dont  tons  les  termes  soient  Unitaires  ou 
du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expressions 
qui  ne  présentent  :i  effectuer  que  des  mulliplications,  divisions, 
formations  de  puissances.) 
On  trouvera  de  même 

,  a'— 6» 

1.     .       =1  («-+-^)-f-l.(fl  —  ^}-4-comp.l.^-hcomp.l.r/— 20, 

l.^jp-j __r=l  fl-t-I.(«— .2^-h/0-+-corap.l.(/i--^+/*')— 10, 

h  et  A'  étant  calculés  d'après  les  formules 

\,h  =l.^H-2l.c  —  2l.flr, 
l.A'  =  1.4-hl.cH-  l.é/  — 1.0. 

Équations  ejrponenti elles, 

819.  Nous  ayons  exposé  (n""  IMH)  une  méthode  pour  résoudre 
inéquation  n' =z  6,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  que  les  tables  sont,  construites ,  rien 
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Opérations  de  VArilhmétUiue. 

217.  Multîplicaiion  et  dMsion.  —  On  demande  la  valeur  ap 

t  »    1  ,  .  3i       i3       47 

prociiee  du  produit         "^  ^  —  "^  Xft  ' 

Appelons  x  ce  produit,  on  a  (n®  209), 

I(^  X  =  log  3 1  —  log  75  -h  log  i3  —  log  I o.  -h  log  4?  —  log  4^" 

log3i  =  1,49136169, 

log  1 3  =  1 , 1 1 394335 , 

log  47=  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8 , 1 2493874 , 
comp.  log  12  =  8,92081875, 
comp.  log  48  =  8,31875876, 

'»64i9i9i5=  29,64191915  —  3o; 

ajoutant 5 

on  obtient.  .  .  .  496419191 

4,6419102  =  log  43844 


Difîérence.  ...  89 

Différence  tabulaire.  99 


99  -^ 


Donc 4>64i9i9i  ==log43844>90' 

Ainsi,  le  produit  demandé  est  0,438449^  à  0,0000001  près. 

Formation  des  puissances.  —  Observons  avant  tout  que, 
comme,  pour  obtenir  le  résultat  d'une  formation  de  puissance,  il 
faut  multiplier  le  logarithme  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance ,  on  doit  prendre  d*abord  le  logarithme  du  nombre  propose 
avec  plus  de  7  décimales,  si  Ton  veut  avoir  un  produit  exact 
jusqu'à  la  7*  décimale  inclusivement.  Or  on  trouve  dans  rouvrajjf 
de  Cailct,  h  la  suite  des  tables  ordinaires,  une  autre  table  qui 
donne  les  logarithmes  avec  20  décimales  ;  ainsi  Ton  peut  KMijours 
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prendre  ces  logarithmes  avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus  que 
diDs  les  tables  ordinaires. 
Cela  posé,  soit  à  former  la  5"  puissance  de  29}  on  a  (n®  910) 

Iog(29)»  =  51og29. 
Or  log  29=  1,462397998, 

d'où  51og29=:  7,311989990; 

àtant  3  unités 4»3'i99^o 

4>3i  19868  =  Iog2o5ii. 


Diiïérence .  32 

DifTérence  tabulaire.  .  .  212 


32  ^ 

=  o,i5. 

212 


Donc  2o5i  I  i5o  est  le  nombre  cherché  à  une  dizaine  près. 
Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)". 

On  a  log2=    0,3010299956, 

fl'où  64  log2  =  19,2659197  ; 

ôtant  i5  unités 49^^9^97 

4,2659022  =  log  18446. 

175 


Différence 175 

DifTérence  tabulaire.  .   .  .  235 


235 


0,74. 


Ainsi,  4>^659i97  =  log  1 8446,74- 

Donc  le  nombre  cherché  est  1 844674©  •  oo<>  •  oo*>  •  ^^^  •  ^^^  >  " 
rf'x  trillions  près ,  c'est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres  ne 
f^eavent  être  donnés  par  les  tables-,  mais  on  est  censé,  dans  ces 
sortes  d'exemples ,  n'avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de 
U  grandeur  du  nombre ,  et  l'on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y 
parvient. 


/2\" 

Soit,  pour  nouvel  exemple ,  à  évaluer  (  ^  | 


1 
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Voîri  le  Ubicau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que 
coaplcflients  : 

Far  compléments, 

kig3=      o,3oio2g9956 
c.  log  3  =      9,5228787453 

2 


log^=       1,8239087409 
iilog^=       2,0629961499 


ajoutant 


on  obtient        4«^^99^' 


Sans  compléments. 

log  3=       0,477121254% 
log  2=       0,3010299951^ 


log  5  :=  —  0,1760912591 
!  l  log  -  =r  —  I  ,9370033501! 

ajoutant      +  6 

on  obtient        4>o^299^'      1 


Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  dom 
u,oi  1 56 102  est  le  nombre  demandé,  à  0,00000001  près. 

Extraction  des  racines,  —  Il  suffît ,  pour  cette  opération ,  ^ 
prendre  les  l<^rithmcs  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7'  de  1 162049. 

On  a  (n*9IO)  log  v'i  162049  =  -  log  1 162049. 

logii62o  =  4><^^^>       Diff.  tabul.  y,\ 

log  1 1620,49  —  log  I  >  620  =  1 83      DifT.  de  norob.      o,\i 

log  1 1620,49  =  4.0652244  '  33  6( 

Donc       *  log  1 162049  =  6,0652244  1  M9  ^^ 

i83,^ 


-  log  1 162049  =  0,8664606 


ajoutant  4* 


Dincrrnce 

Difîérence  tabulaire. 


4,8664606 

4,8664587  =  log  73S29. 

59  I     59="'^" 


l)«mc     4,8664606  =  log  73529,32. 

Ainsi,  7,352932  est  la  racine  demandrc  à  0,000001  |>rt»s. 
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Soit  à  évaluer    y/^;  on  a  1.  y/i^  = -j^  (log  i3-Iog27). 

Par  compléments. 

I.    i3=         1,11394335 
romp.  I.  27  =       8,56863624 

1-  —  =       1 ,682571)59  =3—11-4-  10,68257959 

--!.  —  =         1,97114360; 
ajuutant  +  5 

on  trouve  4  »97  '  '4^60  =  log  9857 1 ,49- 

Donc  la  racine  demandée  est  o  ,9357 149  ii  o  ,000000 1  près. 
On  trouvera  pareillement 


y  (  —  j  =  i,i54ii8;  (73)' =  11047390000000; 

(0,0457)''  =  o , 0(0000000000000082984 • . . 
Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes, 
918.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé,  pour  valeur  de  Tinconnue 


d  an  problème,  I  expression     x  =  H==b=  » 

et  qn*en  donnant  à  a,  ^,  r,  r/,  des  valeurs  particulières,  on 
veaille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen 
des  logaritbmes,  on  peut  ramener  la  question  à  ne  présenter 
qae  des  additions,  soustractions,  et  des  multiplications,  divisions 
simples. 
On  a,  en  effet,  d'après  les  propriétés  des  n°*  200  et  SIO , 


I.  j:  =  I.  V(<|-^—  ^») .  3  a  —  1.  \l{a  -H  b) .  s/cd. 


35o  CAtCCl.    tas   EXFftKSSIONS    ALCBBAIQUKS 

Mais I .  vV  — *')-3fl  =  :^  [  1 . (fl  -+-  A)  4-  l .  (a  —  i»)  4-  1 . 3  H- 1 . fl] , 


3' 


et 
tloDc 


I.  \  ^a  -h  b\.  V  «'=  ^  I  '•{«  -♦-*)+  ^  '•  <^  -♦-  ^  >•  ''l  ; 


l.x  =  ^[l.(-i-4-^)-h  l.(/i-^)  +  1.3-|-I.fl] 

expression  qui  n'offrira  plus  à  effectuer  que  des  additions ,  dei 
soQslFMtioiiSy  et  quelques  divisions  très-simples ,  lorsque  a,  b,  r,  d^ 
seront  ddUMS  numériquement. 

5«oient,  par  exemple ,  «  =  6o,  ^  =  i5,  c=i6,  </  =  9i 
rexpicssion  devient 

I.x  =  ^[L75-4-ï.45-hl.3+l.6o]~^ri.75  +  i|.  i6  +  ^l. 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  prernien 
crodiets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres ,  puis  prenant 
leirrrr  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

1.  X  =  1,92784875  —  1,477*2125, 

ou  I.  X  =  o  ,4507275  ; 

donc  X  =  2,828108. 

2 /!«  —  3  «6^ -h  ^* 

Soit  encore  1  expression  x  = ^    , , j-z-r-  - 

'  a^  —  3fl*A-t-4^^ 

On  peut  d'abord  ,  en  mettant  on  évidence  le  facteur  a^  au  nu- 
mérateur, et  le  facteur  «'  au  dénominateur,  présenter  l'expression 
sous  la  forme 

,/  3Ô^      b*\  (  3A>      ^*\ 
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4^V                3^^  b' 

Posons  maintenant     m  = j      //  = >     w  =r  —  ; 

I  expres&ion  devient     x  = -_-= lj  , 

"^  a  —  ôb  -hm 

ou,  en  appliquant  les  logarithmes , 

1-  jr  =  l.  a-f- 1.  (2fl  —  /î  -+-/>)  — \.{a  —  3b  -{  w), 

expression   facile  à  calculer  dés  que  Ton  aura  *rouvc  les  valeurs 

de    m  ,  #1 ,  />.  Or  les  équations  m  -=  -^ —  ?  /i  = ^    p  =z  —^ 

donnent 

l.TO=  l.  4  ^al.  ô  -hl.c  — al.  a,    l.«  =  1.  3-f- 31.  ^  —  2I.  «, 

l.;?  =  41.A  — 3hfl. 

^L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  Texpression 
fractionnaire  à  une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou 
dn  premier  degré,  en  calculant  séparément  d^autres  expressions 
qui  ne  présentent  à  effectuer  que  des  multiplications,  divisions, 
formations  de  puissances.) 
On  tronvera  de  même 

a» ^a 

1.      ,        =1  (fl4-^)-f-l.(fl  — ^)-+-comp.l.A-f-comp.l.r/— 20, 

o' —  2  6fl'  — f-  bc^ 
.-; — j—-=i\  a"\'\,{a  —  2^-hA)-hcorap.l.(/i  —  b-^k') — 10, 

h  et  h!  étant  calculés  d'après  les  formules 

l.A  =1.^  -f-al.c  — 2l.a, 
l.A'  =  l.44-l.c-hl.^  — l.fl. 

Équations  exponentielles. 

919.  Noos  avons  exposé  (n**  IMH)  une  méthode  pour  résoudre 
réqoation  n*=  b^  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  que  les  tables  sont,  constrgi tes,  rien 


I 
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ne  nous  empêche  d'en  faire  usage  i)our  résoudre  ces  sortes  d*équa- 
lions. 
Or,  si  l*on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  Téqua- 

lion  a*  =:  6,  il  vient  (n*  «10)     *  X  I  a=zL  b;  d'où  x  =  — • 

Reprenons,  par  exemple,  l'équation  3'  =  i5,  qui,  par  la  mé- 
thode du  n**  904,  a  donne  x  =  2,465,  à  o,ooi  près;  on 
dedoit  de  cette  équation 

1. 15        1,17609126  ,^-. 

X  =  YT  =  -  /         — r  =  2,465. 
1.3         0,47712125  ^ 

L'cqiiatîon  a*  =  ^  est  dite  une  équation  exponentielle  du  pn- 
mirr  ordre;  mais  on  peut  avoir  des  éc|uations  de  la  forme  a^  =  c, 

4if^  =<#,...;  on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième, 
troisième f..»  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l'expression  a^i  il  faut  concevoii 
qtie  è  soit  d*abord  élevé  à  une  puissance  d*un  degré  marqué  par 
x«  et  que  n  soit  ensuite  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqut 
par  ^. 

De  nicme«  a^  indique  qu'après  avoir  élevé  r  à  la  puissance  tin 
degré  marqué  i^ar  x,  on  a  ensuite  élevé  6  à  la  puissance  du  degn* 
marqué  par  r*,  et  enfin  a,  à  la  puissance  du  degré  marque 
par  *•*, 

D  «près  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 

deTéqualion     fl**  =  r;     il  vient     ^Xl.«  =  I.  c; 

d\H\  M=:  -^^     ou,     en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 

ha  \.ù 

[  I  r  étant  une  fraction  décimale,  on  fieut  en  déterminera  loga- 
l'Miine  diaprés  les  tables ,  comme  on  détermine  le  logaritlinic  tlo 
totil  autre  nombre.] 
SMt  entière  ik  n^soudre  Téquation     «*'  =  d. 
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Prenaot  les  logarithmes,  on  a         ^^  X  log  a  =:  log  </; 

d'où  b^  =z  ^ —   Prenant  de  nouveau  les  logarithmes , 

Kl.^  — l.l.fl 
(^  =  j-T '  et  opérant  sur  cette  équation   comme  sur 

les  précédentes , 
xxl.^  =  l.  -''"^1^^''''  =  1.(1. 1.^-1. 1.g)—I.K^. 

Donc  X  =  — i r 

].c 

On  résoudrait  par  un  procédé  semblable  les  équations  exponen- 
tielles d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes ,  considérées 
algébriquement;  mais ,  dans  les  applications ,  il  est  aisé  de  voir 
qu  elles  donneraient  des  valeurs  peu  approchées ,  et  Ton  ne  pour- 
rait même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d'approximation. 

920.  Remarque.  —  Dans  le  calcul  des  expressions  algébriques, 
on  est  quelquefois  conduit  à  prendre  le  logarithme  d'un  nombre 
négatif.  Mais  alors  il  y  a  plusieui*s  cas  à  distinguer. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande,  par  logarithmes,  la  valeur 
fio  produit  abe^  pour  des  valeurs  particulières  de  a^  b ,  c.  Il  fau- 
dra ,  pour  cela ,  faire  usage  de  la  formule 

log  abc  =  log  fl  H-  log  b  -+-  log  c. 

Or,  soient  /i  =  2,  b  =  —  3,  c  =  5;  en  opérant  comme  si 
3  était  affecté  du  signe  -H ,  on  trouvera 

\oQabc  =r  log3o. 

Mais  comme  W  y  sl  un  facteur  négatif  dans  abcj  il  s'ensuit  que 
le  produit  cherché  est  —  3o. 

Soient  encore  ^  =  2,  b=  —  3,  r=  —  5;  on  aura  tou- 
jours ,  d'après  la  même  règle  , 

log  abc  zn  log  3o. 
Alg.B.,  lo'  éd.  a3 
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progressions  par  quotient  que  femploi  des  logarithmes  est  utik 
1°.  Si  nous  appelons  «  le  dernier  terme  d'une  progression  pat 
quorient,  nous  aurons  (n®  IM) 

tt  =  a^"-',     d'oii     I.  «  =  I.  fl -h  (/i — <)'-7* 
Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  20*  terme  de  la  pm- 

3      q      27      81 
gr«ssion  •  =  i  =  4  =   8"  •  76  •  •    ■  • 

I^  fonnule  devient 
{.«  =  l.  I  -h  19(1.3  —  1.2}=  19(1.  3  —  1.2),  [cari.  I  =  o]. 

et  Ton  obtient,  tout  calcul  fait, 

1.  «  =  3,345733g  =  l.  22i6,84; 
«  =  2216,84     à  0,01  près. 

2".  Si  Ton  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  h  un 
nombre  m  de  moyens  proportionnels,  on  a,  pour  déterminer  U 
raison  (n"*  198),  la  formule 

q=z\/-;     dou     l.  ç= 

'Va  ^  m  -h  I 

1.  i5  — 1.7 


5i 


Soient  0  =  2,  b  =:  i5 ,  /ir  =  5o ;  il  vient   1.  7  = 

et  Ton  obtient,  tout  calcul  fait, 

l.ry  =0,0171581  =  1. 1 ,040299; 

donc  q  =  1 ,040299. 

Vei!t-on  calculer  directement  le  20'  moyen  proportionnée,  qui 
est  le  21*  terme  de  la  progression?  On  a 

jr  =  2ll/ —  ];     doù     logx  =  l.2H ^ s -'» 


"5Î 

ou,  tout  calcul  fait,  1.  x  =o,644i9'3  =  1.4>4^74^- 

Ainsi,  le  20*"  moyen  proportionnel  est  4)4^74^- 


QUESTIONS    BBLATIVES    \    L^INTÉEÈT   r.OMPOSK.  357 

3°.  Oo  a  trouvé  (n°  193),  pour  Texpression^de  la  somrae  des 
termes, 

7—  I         <7  —  1  v/        /        \/        / 

Ofl  volt,  diaprés  cette  formule,  qu'il  faut  commencer  par  calculer 
TexpressioD  7^,  en  posant  l.r/"  =  /1I.7;  après  quoi  Ton  obtient 
Aisément  7"  —  i ,  et,  par  suite,  1.  (7"  —  i).  Nous  aurons  bientôt 
occasion  d'appliquer  cette  formule. 

4'.  Connaistant  /i,  7  et  1/,  dans  la  formule  u  =  aq''-^  on  [>eut 
demander  la  valeur  de  /».  Or  on  a 

I  1  .       /  1  1»       ^  I.   «    —   l.,fl 

I.  M  =  1.  rt -h  f/î —  i)'-7>     d  ou     /»  =  I  -f- • — . 

1.7 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont* 
k  premier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  61 44*  On- 
obtient 

l.6i44— ^-3      3,3ii32Qq5 

1.2  0,30102999 

33ii32qq5    .    ,  .  6 

i  Le  quotient  -x ^^^—  est  égal  à   1 1  -h  -x ;  mais  on 

'  3010299g  ^  30102999 

néglige  la  fraction,  comme  provenant  de  Femploi  des  logarithmes.) 

Questions  relatives  à  r intérêt  composé. 

229.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  loga- 
rithmes est  celle  qu'on  en  fait  aux  cjuestions  sur  l'intérêt  de 
l'argent. 

Premièee  questioh  oÉNiRALB.  —  Unc  somme  quelconque  étant 
placée  pendant  un  certain  temps  à  un  taux  tVintérét  déterminé  y  et 
r»  isTiaix  composa,  c'est-à-tlire  dans  la  supposition  que  rintértft 
fie  chaque  année  s'accumule  avec  le  capital  de  Vannée  précédente, 
'»/!  demande  ce  que  doit  clevenir  cette  somme  au  bout  du  temps 
■ionné. 

Désignons  par  a  la  somme  placée,  par  n  le  nombre  d'années,  et 
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Soit  a  la  somme  chcrcbcc;  ce  capital  deviendrait,  aa  beat  de  n 
annéeSy  û(i  -h  r)*. 

Il  faudrait  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  pyces 
diaqiie  année  deviennent  au  bout  de  la  i'^**',  la  somme  des  résnl- 
Uts  fut  égak  à  a(i  +  r)«. 

Or  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année ,  ou  an  commencemeot 
de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  n'*^,  ^  (i  -h  rf-\ 

De  même,  b  donné  à  la  fin  de  la  seconde,  ou  aa  coœmenoe- 
ment  de  la  troisième,  devient,  au  bout  de  la  n**^,  *  (i  -H  r^^- 

On  trouverait  de  même  6  (i  -h  rf^t  b  i-^-  r)»-^,.. .,  b  (i-î-r),  h, 

pour  les  valeufs  des  autres  sommes  à,  au  bout  de  la  ff^^  année. 

On  a  donc  Féquation a  (  i  -»-  r>  = 

b{i  4.r)^'-f  ^(i  -|-r}^»-f.^(,-|-.r/-^-|-...-|-^(i^r)-hi; 

mais  le  second  membre  de  cette  équation ,  considéré  dans  un  ordn 
inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d^une  progression 
par  quotient,  dont  le  premier  terme  est  b^  la  raison  i  +  r,  ec  )« 
nombre  des  termes  /s. 

Ainsi,  cette  somme  a  pour  expression  (n*>  185), 

,  ^      »      ou      -^ i :?; 

donc,  enfin,  on  a  Téquation 

«(,  -j.r)-=-i^ J. J;  d'où      a=.     \^,  _^ f^      ' 

cm,  appliquant  les  logarithmes, 

Celte  nouvelle  formule,  renfermant  quatre  quantités  «i,  *,  r,  '»» 
donne  aussi  lieu  à  quatre  problèmes  différents. 
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Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  ratlacfaent  aux 
précédentes: 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme 
a,  en  intérêt  composé^  à  S  et  à  lo  pour  loo,  pour  doubler  cette 

vtmme. 

[Kép,  A  5  p.  I,  14-'  a-«';  à  lo  p.  |,  7-*'  3-^'.) 

On  demande  la  somme  que  l'on  doit  placer  à  présent  pour  reti- 
nt pendant  la  ans ,  et  à  la  fin  de  chaque  année,  une  somme  dv 
iSoofr.y  de  manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
ifi  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années,  l'intérêt  étant  7^  &0*  p,  «J. 

Rép,  I  i6o2'>9] .) 

Un  particulier  a  acheté  une  propriété  cle  looooo/r.;  et  cette 
lomme  doit  être  acquittée  en  i5  payements  égaux,  eu  égard  aux 
mtéréts  des  intérêts;  le  taux  pour  chaque  intervalle  de  payement 
«r/^<î  5  p.  "J.  —  On  demande  de  déterminer  la  quotité  de  chaque 
parement. 

iJ^/?.  9634^22.) 

Un  nombre  donné  d'hommes  a  ,  augmente  tous  les  ans  de  la  cen- 
tième partie  de  ce  qu'il  était  l'année  précédente;  combien  faut-il 
d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus  grand, 

1  Bép.  23i"~  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  1 00  litres  de  vin  un  litrr 
qu'on  remplace  par  un  litre  d'eau  ;  déterminer,  i*»  combien  de  vin 
'(restera  dans  le  baril  lorsqu'on  aura  remplacé  le  5o*  litre;  2®  dans 
fombien  de  Jours  le  baril  sera  réduit  à  la  moitié ,  au  tiers,  ou  au 

f\Hart. 

(Réponse  à  la  première  partie  de  la  question  :      Go'*""'*  — 
Réponse  à  la  seconde  partie  :  Sg^*""'  pour  la  moitié ,  iog>**" 
pour  le  tiers,  et  i38>*"""'  pour  le  quart. 
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d'où 

234^ 
I.a  loi  de  la  série  est  évidente  :  le  cœfïïcient  du  /i**^  terme  «1 

A 

égal  à  q:  -  9  suivant  que  n  est  pair  ou  impair  ;  on  obtient  donc 

eDÛn ,  pour  le  développement  de  1.  (i  +  j;)  , 

X       A  A    ,       A    ,       A    ^ 

^  ^         l  2  3  4 


/a:       X*       x^       j?»       jr*        x*  \ 


224.  2>r.  J9.   —  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficients 
B,  G,  D,  E, . .  .  ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  mais 
ce  dernier  coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  ceU 
doit  être  d'après  la  nature  de  l'expression  que  Ton  s'est  propos 
de  développer;  car,  puisqu'on  peut  former  une  inanité  de  systèmes 
de  logarithmes,  il  faut  qu'il  existe  dans  le  développement  générai 
de  1.(1  -hx)  une  quantité  tout  à  fait  arbitraire,  qui  serve  à  dis-  | 
tinguer  les  systèmes  les  uns  des  autres.  D'ailleurs,  on  a  vu  (n°W' 
que  les  logarithmes  d'un  même  nombre,  pris  dans  deux  systèmes,  | 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur,  constant  pour  tous  les  nombres. 
ainsi  la  quantité  indéterminée  doit  être  un  facteur  commun  à  tonte  | 
la  série;  et  c'est  pour  cette  raison  que  Ton  a  trouvé 


,     ^     X        .  /^-        ar»       x=»        X'        X*       x«  \ 


Le  nombre  A  est  (n®  212)  le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l'on  veut  considérer. 

22tf .  L'hypothèse  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  consiste  à 
supposer  A  =  i  ;  et  l'on  a,  en  désignant  par  r(i  H-  x)  ce  systènit 
particulier  de  logarithmes, 

„/       .       X         j:        x'        X^        X*        X*        X*  r 

Si  Ton  donne  à  x  toutes  les  valeurs  possibles,  on  formera  suc- 
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resâiveroent  tous  les  logarithmes  de  ce  système ,  lequel  a  reçu  le 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Néper, 
.]u*on  regarde  comme  l'inventeur  des  logarithmes).  Occupons-nous 
Je  la  formation  de  ce  système,  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire 
PDsuite  tous  les  autres,  soit  en  donnante  A  différentes  valeurs, 
«Ht  en  faisant  usage  de  la  formule  du  vP  212. 

Faisons,  dans  la  série  (5),  x  =  o;       il  vient     T  i  r=  o. 

..         .     1     t#  1        I       I        I 

Soit  encore  x=  i  :  il  en  resuite  r2  =  i |-:r  —  7-+--?  — ..., 

2345 

série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  Ton  prit  un  très- 
^*nnd  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
ante;  il  faudrait,  par  exemple,  prej^dre  les  cent  premiers  pour 
Woirla  valeur  de  1'  2  à  0,01  près  (n®  176).  En  général,  la  série 
K saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  puisqu'on 
ibtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  2 ,  une  série  dont  les 
iHTDes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont  elTec- 
hiecspour  conduire  à  des  séries  propres  à  donner  les  logarithmes 
fe  nombres  entiers ,  qui  sont  les  seuls  qu'on  doive  placer  dans 
W  tables  : 

Première  transformation.  —  Soit  fait,  dans  la  série  (5),  x  =  -  ; 
on  obtient,  en   observant  que  1'  1  i  H —  |  ^=iV(y  -^  i  )  —  |'j, 

l'(^+,)-l'r  =  ^-^4-3i,-^-H....         (6) 


Rn  faisant  successivement     /=:2,3,4>5,...,on  trouve 

r  5  - 1'4  =  4  -  ^  +  -î —,-^.... 

^     4     32     192     1024 
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base  fin  système  népérien:  car,  en  appelant  «  cette  base,  on; 
réquation  <?''**=  lo  ;  d*où ,  prenant  les  logarithmes  dans  k  m 
tème  ordinaire , 

r  loXl.  <?  =  l.  lo  =  i;        donc      \.e=.  - —  =  o,43i3iq  .. 

r  lo         ^^  -f  ^ 

G>ninie  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qo 
précède,  on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auqiu 
correspond  le  logarithme  ci-dessus;  et  Ton  trouve 

0,4342944819- .  .=  I.  <f  =  1.  2,7182818284, . . . 

Ainsi  e  =  2, 7182818284 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à  ce  même  résultat  par  une  autr 
voie. 

%Vt>  Développement  en  série  de  P exponentielle  a*.  —  La  liûsa^ 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logaritbio^ 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que ,  a  représentant  la  base  d^un  sjstèd 
de  logarithmes,  x  est  (n**  208)  le  logarithme  de  l'expression  ^'] 
nous  conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  développa 
a'  suivant  les  puissances  de  x;  ce  qui  donnerait  alors  le  déve 
loppement  d'un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme,  qoesdoi 
inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé;  et  soit 

a'  =  I  -h  Ax-hBx'H-Cx^-hDx'H-.  ..;  i| 

si  l'on  fait     x  =r  o ,     l'équation  se  réduit  à     a*'  =  1 ,     résulta 
exact.  Ainsi,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,B,G,D,...,  remplaçons  x  par  r:  1 
vient 

a*=:  I  +  Az4-B««+C»«-^D»*...;  f2 

retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

/i'-.a«=iA(x— *)-hB(x»— z')  +  C(x^— »0-l-D{x*— s«)-H...,  3] 

(équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par     x  —  z.    Ainsi ^ 
il  faut  tâcher  de  meure  ce  facteur  en  évidence  dans  le  premier  (>i 
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on  peut  mettre  a*  —  ar  sous  la  forme  «•(«*"'  —  i);  et  si  Ton 
mnpiace,  dans  la  série  (i)>  x  par  x  —  z ,  il  vient 

rt-  ff^-i—  ,)  —  rta[A(x  — z)-|-B(j:  — «)'-+-C(x  — 2>'H ]. 

Substituant  •  donc  dans  Téquation  (3) ,  à  la  place  de  a*  —  a',  la 
valeur  qu'on  vient  d'obtenir,  et  divisant  les  deux  membres  par 
x  —  s,  on  trouve 

=  A  H-  B(x  4-  «)  4-  C  (x'  -h  X3  -h  z')  -h .  . .  . 

Faisons  maintenant  xz=iz  dans  cette  dernière  équation  ;  elle  se 
réduit  à  û*  .  A  =  A -h  2Bj:-+- 3Cx' +  4^^:' 4- 5Ear<  H-  ..., 
ou,  remplaçant  e^  par  son  développement  (i) , 

A-f- A' x  4- ABx» -h  ACjc' 4-. . .  =  A -h  2  Bx-4- 3  Cxr*-f-4'>**-- 
-Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on 
vbdent  les  équations  • 

A=A,      A»=aB,     AB=3C,  AC  =  4D,...; 

<ioà  l*on  déduit 

.       .        «         A'  ^,  A^  ^  A* 

A  =  A,     B= »      C  = i.7      D  = 


1.2  1.2.3  1.2.3.4 

la  loi  du  développement  est  manifeste  :  le  terme  qui ,  dans  la 

A" 
série  (i),  en  a  /t  avant  lui,  a  pour  expression 


I  .  2  •  3  •  4*  •  «/z 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B ,  G ,  D ,  • . .  sont  exprimés  en 
/onction  du  coefficient  A  qui  reste  encore  indéterminé ^  c'est-à-dire 
que  la  méthode  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire 
obtenir;  mais  il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  unique  qu'on  trouve 
par  Vartifice  suivant  : 

On  peut  mettre  a*  sous  la  forme  (i  -f-  a  —  i  )*,  ou  (i  4-  b)*^ 
«n posant,  pour  abréger,  a  —  i  =  ô.  Or  si  l'on  développe  (i  -+-  b'f 
ti'après  la  formule  du  binôme ,  on  a 

,.  X  .         XX I,  XX —  \      x-^7.      , 

t  -^  è)'  =  I  4-  -  ^^  H 6''  4 5—  •  ô^  4- .  .  . 

112  12  3 

mais  en  ne  tenant  compte,  dans  ce  développement,  que  de  la 
Alg,  B.,  10*  éd.  24 
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I 


Considérons  de  nouveau  la  relation  a^=  c^  ou  plutôt,  a^z=f 
(  puisque  Ton  a  r  =  e  ) ,  et  prenons  les  logarithmes  des  dein 
membres  dans  un  système  quelconque;  il  vient 

Ua  =  \e,      d'où      A  =  [^. 
k  le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

X    \a  x'        /U\'  ae  /lû\' 

île  1.2     \le/         1.2,3     \\e  I 

C'est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  déve- 
loppement de  t^y  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout 
à  fait  arbitraire. 

Cas  particulier,  —  1°.  Le  nombre  a  peut  être  pris  pour  haa 
du  système  de  logarithmes.  Comme  on  a,  dans  ce  cas,  U  =  i. 

et  /-=:—)  la  formule  devient 
\e 

lie       1.2     \le/         1.2.3     \le/  I 

Tel  est  le  développement  d'un  nombre  quelconque  en  fonctior.  1 
de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  baie  est  a.  ' 

7?.  Soit  le  nombre  constant  e  pris  à  son  tour  pour  base  du  sp- 1 
tème.  Comme  on  a  alors  1  e  =  i ,  d'où  X*  ==  1  a ,  ou  plutôt  k  =  t'"'<  { 
d'après  la  notation  du  n^  220,  il  résulte  de  cette  hypothèse 

«'=H---l'a^  — •(l'rt)'-l--^^.(rfl)*4-...       ' 
ï  1.2^'  1.2.3' 

3**.  Enfin,  soit  posé     <i  =  r,     ce  qui  donne  nécessairemen 

\a  . 

-—      ou      /•  =r   I . 

1  r 

La  formule  se  réduit  à 

X         x"*  x^  X* 

I       1.2        1.2.3       1.2.3.4 
Cette  série ,  qui  est  la  plus  usitée ,  donne  le  développement  d'un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien. 
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.Nous  verrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que 
Ton  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à  pré- 
sent, faire  remarquer  comment  le  développement  des  logarithmes 
en  série  se  déduit  du  développement  des  exponentielles. 

D'abord,  la  relation  k  =  —,  qui  se  réduit  à  X  =  l'a  lors- 
qu'on prend  e  pour  base   du  système  de  logarithmes,   donne 

n«227), 

I  2  '3 

X  X^  JE^  X^ 

»«u      r(i  ^-x)  = h-5- 7-4--... 

Cette  même  relation  donne  ensuite 
1  a  =  X' .  1  ^  ; 
doù,  en  mettant  à  la  place  de  X^  sa  valeur,  et  posant  encore 

(X       x^       x^        x^  \ 

Le  module  inconnu,  le,  peut  être  obtenu  facilement  (n'^SSG} 
«Its  (]ae  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 


3^6  50TE 

Considérons ,  par  exemple ,  la  série 


I       I       I       t       I 

connue  SOUS  le  nom  de  série  hûrmonique;  et  prenons  le   rapport  d«  deui 
termes  consécutifs  quelconques, ^    — 

11  vient  -  ; = =  i 

n     n  —  1  n  n 

Or  on  voit  que  ce  rapport,  qui  est  constamment  moindre  qoe  i,  ao{^- 
mente  à  mesure  que  n  augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plua  de  Vamté, 
qui  peut  ainsi  être  considérée  comme  la  linûte  en  plus,  ou  comme  le  m^xintam 
de  ce  rapport.  Il  y  a  donc  lieu  d'appliquer  à  la  série  ci-dessos  ce  qui  a  ei«- 
dit  pour  le  prefflier  cas  du  numéro  précédent  ;  c'est-à-dire  que  la  limite 
de  Terreur  est  la  somme  des  termes  d'aune  progression  géométrique  ayant 
pour  raison  Punité,  somme  qui  est  nécessairement  infime  {n^  3).  Donc, 
enfin ,  la  somme  des  termes  de  la  série  est  elle-même  infinie. 

Cest,  au  reste,  ce  qu^on  peut  vérifier  d^une  antre  manière. 

En  effet ,  si ,  dans  la  série  (5)  du  n^  225 ,  on  pose  i  +  '  =  j",  il  vient 

Soit  fait  maintenant^  =  0  dans  cette  égalité  j  on  trouve 


/i        I       I       I       I  \ 


Or  on  sait  (  n»  213)  que,  dans  tous  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la 
base  est  plus  grande  que  Punitc',  le  logarithme  de  o  a  pour  valeur  Vimfi^i 

négatif;  donc  la  t*aleur  de  la  série  -  H j-  5  -j-  7  -+-. . .  est  infinie. 

Pour  peu  d^ul  leurs  quHine  série  tirée  de  (1)  décroisse  plus  rapidement 
que  la  série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie;  car, 
quelque  petit  que  soit  j",  son  logarithme  a  une  valeur  finie:  ainsi  il  doit  en 
être  de  m^mc  du  dévqloppement  de  ce  logarithoie.  Toutefois  ,  pour  rccon> 
ntttre  si  la  série  est  véritablement  com'crgente ^  il  fiiut  pouvoir  assigner  la 
Mmito  de  IVrrenr  commise  lorsqu'on  sVrréte  à  un  terme  de  rang  queK 
eonque. 

Or,  si  Ton  f»o$e  r  =  -»  «  pouvant  être  un  nombre  irès-prand ,  il  vient 
•  l     »  a.»'     ^    i.t'    ^    4   .*    ^      J 
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L«  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 

[oauiité  pins  petite  que  la  fraction  constante j  mais  qui  s'en  approche 

le  plus  en  plus  à  mesure  que  n  augmente. 

On  a  Jonc  (a*  cas,  n<*  fi)  pour  limite  de  Terreur,  la  somme  d^'une  pro- 
gression décroissante  dont  le  premier  terme  est   celui   qui   suit   le  tormc 

oqael  on  s^airéte,  et  qui  a  pour  raison  le  nombre  constant • 

Cette  fraction  est  d*autant  plus  petite,  et,  par  conséquent,   la  conTdr- 
^ee  Je  la  série  est  d^autant  plus  sensible,  que  g  est  plus  petit. 
Soit,  par  exemple,  s  =  a,  ce  qui  donne 

n»                                                    «—Il 
On  a  ICI  =  — 

g  1 

iiosi,  la  limite  de  Terreur  que  Ton  commet  en  prenant  les  5  premiers 
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«rnic»  pour  la  râleur  do  la  série  totale  est        =  — 2—  =  — . 

I  —  7  I       iga 


En  général ,  la  limite  de  Terreur  est,  pour  cette  série,  le  double  du  terme 
{ai  sait  celui  auquel  on  s^esl  arrêté. 

a.  I^iooa  allons  actuellement  reTenir,  tant  sur  les  applications  numé- 
riques de  la  formule  du  binôme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont 
de  déduites  des  séries  logarithmiques  ou  exponentielles;  et  nous  ferons 
voir  que  toutes  les  séries  obtenues  rentrent  dans  les  différents  cas  examinés 
ci-de&SDS. 

D'abord  la  série  générale  du  n»  174  étant  telle  que  les  termes,  à  partir 
àa  second,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  faut  encore  s^'assu- 
rersi  les  termes  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir' aussi  petits  que 
Ton  veut. 

Or,  en  désignant  par  p  le  rang  d\iu  terme  quelconque ,  il  est  facile  de  voir 
^ne  Ton  a,  pour  le  rapport  de  ce  terme  an  précédent , 

{p—  i)n  —  i     a 

î       a  cianl  suppose  <  .c  ; 

p .  n  X  *^*^ 

f  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  partie  du  précédent, 
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plus  pelite  que  la  fraclioD  marquée  par—  Ainsi,  les  termes  dimiuuaii 

indéfiniment ,  la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n<>  I  de  celle  N0I& 

Dans  la  série  du  oP  177,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à  partir  di 
second. 

_  _  .     ,                       ,       /j_^                            ,,,           ,           (  p  —  i)  n  —  la 
Mais  le  rapport  du  p        terme  au  précédent  étant  ^ 

•    «          aiH-hi« 
quantité  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme • •  - j  on  toiI  q» 

ce  rapport  est  constamment  moindre  tfue  -  ;  et  de  plus  >  à  mesure  que  p  aai 

mente,  ce  rapport  approche  de  plus  en  plus  de  la  fraction  -  qui  en  est  ^ 

conséquent  la  limite  en  plus ,  ou  la  valeur  maximum.  Ainsi ,  cette  série  loml 
dans  le  second  cas  du  n^  51;  c^est-à-dire  que  la  limite  de  Perrear  commit 
est  la  somme  d^une  progression  décroissante  ayant  pour  premier  terme  cet 

1 
qui  suit  le  terme  auquel  on  s^arrâte ,  et  pour  raison  le  rapport  nuuUmim  j 

En  appliquant  ce  principe  au  4*  exemple  proposé  n^  177,  on  recoaiu 

t 
que  les  5  premiers  termes  do  la  série  donnent  la  valeur  de  /ï^  <  ^ 
de  0,00001  près. 

En  gcuéral,  on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  dévelopiit 
m^nt  de  (1  +  s)"  est  eom^ergente  tant  que  z  est  une  fraction  poiitire  a 
négaiife,  m  étant  d''ailleurs  différent  d^un  nombre  entier  et  positif.  M« 
cette  démonstration,  qui  n^offre  aucune  dilBculté  diaprés  les  principes  <^ 
blis  ci-dessiis,  nous  entraînerait  trop  loin,  et  nous  la  proposons  coai 
exercice. 

0.  Fessons  aux  séries  logarithmiques  et  exponentielles. 
La  séfie 

obtenue  n'^tHfô,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n°  1,  puisque  les  tcrox 
.-^ont  alteroattTcmcut  positifs  et  négatifs  et  décroissent  indcfiniinoui. 
Quant  à  la  série  du  même  numéro. 


r 


'>-'''=4ï7TT^s(rrrï7'^5^^ 


ou  a ,  |H>ur  le  rai»(>ort  de  deux  termes  consécutifs  quelconques  , 


an  —  3  I 

.  . _.       ou        r 

an  — I    (asH-i)*  (a* 


^(-■-^) 
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ce  qui  proofe  que  l«  rapport  est  eoiutamment  moindre  que rj>  nais 

qn'il  s'en  rapproche  de  plus  en  plus  h  mesure  que  n  augmente,  et  qoUI  a 
r«Ue  fraction  pour  limite. 
Ld  série  se  tronre  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n»  9.  Le  rapport 

««xonsm  serait  ici  r r,,  fraction  très-petite  si  s  est  très-grand. 

tafio,  )a  série  qui  donne  a'  (n^  297)  finit  toujours  par  devenir  conver- 
Cenle,  quels  que  soient  a  et  x,  puisque  le  rapport  dedeui  termes  consécu- 
tifs ot  —t  fraction  qai  a  Béro  pour  limite  relative  à  Taceroissement  de  n. 

7.  Nous  terminerons  cette  Note  par  une  remarque  sur  la  base  e  du  sys- 

liaeDépérion. 
Onaironvé,  n»  S28, 

Or  il  est  aisé  de  démontrer,  lO  que  cette  série  est  le  développement  d^un 
Bombre  incommensurable;  a^  qu'elle  est  convergente,  et  que,  pour  chacune 
àei  «ommes  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers, . . .  termes,  la 
limite  de  Terreur  peut  être  assignée. 

O'abord  e  ne  peut  être  un  nombre  entier,  car  on  a  évidemment 


Il  I  ^  i        I         I 

5-^5T3-^5TrT"^  •■<i  +  5r  +  5r+-i 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (  tfi  I9tf  )  a  pour 
lomme  Vumté. 

Il  sait  de  là  que  -  H 5-  H =—7  -h , . ,  est  moindre  que  i ,  et,  par 

«ooséquent,  que  e  est  un  nombre  compris  entre  a  et  3. 

Je  dis,  en  second  lieu,  qn^aucun  nombre  fractionnaire  eiact  ne  peut 
'^^lirimer  la  valeur  de  e, 

£0 effet ,  soit,  s^il  est  possible,  e  égal  4  — 9  m  et  n  étant  deux  nombre» 

<»tier»,  et  n  <  m,  mais  >  1.  En  poussant  la  série  jusqu^â  ce  qu^on  par- 
*ieqneaux  termes  dont  les  dénominateurs  renferment  le  facteur  n,  on  aura 


«          1 

'         ,                  » 

.3.3   '          1.3.3  ..n 

ou  simplement 

I  .  2.  3  ,  .n(«  -♦-  1) 


38o 

len  poMDl,  pour  abréger, 


II  I 

a  =  a  H 1 — s  -H  ...  H g -r—  > 

i.a       1.2.3  I  .  a  .3.. .(»— i)n 


6  = 


I  .a.3...n(R+  i)       I  .  a.3...n(n  -H  i)  (in-2) 


Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  régallté  (a)  par  i  .a. 3... a; 
il  vient 

I  .a.  3...(n—  i).m=  I  .2.3...«.x-+- 1  .a.3...i«.6....        (3 

Mais  le  premier  membre  de  régalitc  (3)  est  évidemment  un  nombre  entier, 
il  en  est  de  même  de  la  première  partie,  i  .  a  .  3. .  .n .  a,  du  second  membre, 
puisque  tous  les  ternies  dont  se  compose  a  sont  des  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  sous-multiples  du  facteur  i  .  a  •  3. .  .n,  par  lequel  ou  a  mul- 
tiplié 01.  Donc,  pour  que  Pégalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  i  a .  3.  ..a .  ' 
lï\t  aus^i  un  nombre  entier.  Or  cela  est  impossible,  car  celte  expressions^ 
réduit,  lorsqu^on  remplace  6  par  sa  valeur,  à  la  série 


-+-  . — : — r-, r-N  ^-  'r — T-TT-r —    „x  /,   .    ox  -+- 


n-+-l        (n -h  0  (n -+- a)       (n -+- i  )  (« -f- a)  (» -h  3) 
laquelle  a  évidemment  une  valeur  moindre  que  celle  de  la  progressioo 


1  1  I 


n-hi       («-4-0*       (n -»-«)" 
dont  la  limite  (no  I9tf)  est  -• 


Donc,  enfin,  régalilè  -  =  a  h ^ 


I  .a        I .  a.3 


est  elle-même  impossible,  et  la  base  e  ne  saurait  être  égale  à  un  nombrt 
commensurable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à  faire  estimer  la  limite  de  l'erreur  qur 
Ton  commet  en  prenant,  pour  la  valeur  de  e,  la  somme  des  n  premier-' 
termes  de  la  série. 

En  eifet.  Terreur  commise  est  marquée  par 


6  =  . 


I  .■a.3...n(n-+- f)       I  .  a.  3. ..«(«-»- i)  ;ii-+-2)      '     ' 

ou  6= I \-  ^ .-+-...  1. 

I    a  .  3..  .n  L/i-h  I       (in-i)(nH-a)  J 

Mais  on  vient  de  voir  que  la  série  entre  parenthèses  est  moindre  que  -'  0- 
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t  dooc 

^<....3....'- 
Soit    R=  lo,    ce  qui  revient  à  prendre  les  ii   premiers  termes  dans  la 


saie    i-h- H- —--+-...;        on  trouve       ^  <  5^55^  <<>'<><*o<'«^^• 


DoDc  la  somme  des  1 1  premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e 
qoe  d'une  quantité  moindre  que  0,0000001.  {Yofez  le  n^*  298.) 

.Y.  B.  —  On  parTient  également  i  la  limite 

<o  appliquant  directement  à  la  série  (1)  le  premier  ras  du  d9  5. 
Eo  effet,  le  rapport  du  (n  -h  i)'      terme  de  la  série  au  n'***  est  évidemment 

1  quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que»  augmente. 

Donc  la  limite  de  Terreur  s^obtiendra  (n<*  S)  en  supposant  que  te  rapport 
— —  reste  constant  h  partir  du  (n  +  1)"^  terme;  et  Ton  aura  pour  cette 
limite, 


1—9        1  .a.3...(n— 1)  «(in- 1)  ' 

I 


X- 


I  .2.  3...(ii  —  1)  ii(n-f- I)  n  i.a.3... 

U' qu'il  (allait  trouver. 


NOTE 

Sur  le  calcul  de  l'erreur  à  laquelle  donne  lieu  V emploi 
de  la  proportion  que  prescrit  lusage  des  tabla 
de  logarithmes.  (Voyez  n*^  214,  et  Arithm.,  ii**264» 
aa*  édition.) 


Pour  cfticaler  les  logarithmes  des  oombres  entiers  et  décimaux  qoi  d« 
sont  pas  dans  les  tables  ordinaires,  et  pour  revenir  de  ces  logaritbm«s  aux' 
nombres  correspondants,  on  suppose  :  \^ que  Us  différences  entre  Us  nom- 
bres toni  proportionnelles  aux  âijférences  entre  leurs  logarithmes;  ifi  ^wtes 
logarithmes  inscrits  dans  les  tables  sont  tout  à  fait  exacts.  \ 

Or  CCS  deux  propositions  ne  sont  rigoureasement  Traies  ni  l^oe  si 
l^aiitr«.  Il  est  donc  nécessaire,  après  avoir  fait  voir  d^abord  sur  quels  priih 
cipes  repose  la  proportion  ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  (Tâp* 
proximation  qu^elIc  fournit  et  Terreur  qu'elle  peut  produire ,  lorsqaon  a 
i^gard  amx  deux  causes  d'inexactitude  dont  elle  est  affectée. 

t.  Pauiisa  rai!icm.  —  Soient  n  et  n  +  i  deux  nombres  entiers  e&nséca- 
ti& ;   la  différence  A,  ou  1  (n  -H  i)  —  lu ,  de   leurs  logarithmes,  érniMBe  « 

mesure  fae  n  augmente;  et  elle  est  toujours  moindre  que  la/ructiou  — 
Ona,  oneflet,   1  («-+- i)  —  In  ==1  |  îî— ij  ==  1  1 1 -j- i  j  ; 

cv  qui  prouve  déjà  que  A  difl<àre  d'autant  moins  de  1.  i ,  ou  de  o,  qoe  1« 
nombre  n  eat  pins  grand. 

St  maintenant  on    lait,  dans  U  formule  du  n^  995,  x  =  -,  on  trouve 


A,  ou 


•(-0=^G-5^-s^--)' 


s«rM  qui  donnera  la  Talenr  de  A  avec  un  degré  d'approximation  d'aoust 
plws  rapk!^  que  a  sem  plus  grand. 

Comme  on  a  d^^tlleurs  (  n<»  996  )  A  =  o,43  . . .  <  -  y   et  que  la  série 


a 


5  ^  — 2-  -t-  .  « .  «st  t  n^  176  )  moindre  que  >  »  il  en  résulte  nécessiiremciK 


A  <.  —  •  Ce  ««  'il  fallait  démoutn  ' 

an 


CALCUL  DK    L'CBBEUa    DES   TABLES   DE    I.OCAEITHIf ES.  383 

Soit  y  pir  eiemple ,      n  =  loooo  ;     il  vient 

A  <  — î —  <  OyOOOOS, 

aoooo        ' 

st-i-dire  que  la  différence  eti  moindre  que  la  moitié  âe  Vumité  4e  l'ordre 
!f  ehiffire  déelnuiL 

Ceei  explique  eomineol ,  dans  une  seule  pige  det  tables  de  Callet ,  et  à 
irtir  de  loooo,  on  a  pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes. 
bque  page  renferme  60  lignes  borixonlales,  chaque  ligne  10  logarithmes  ; 
comme  il  résulte  de  ce  qui  Tient  d*étre  dit ,  que  les  trois  premiers  chiffres 
Iciœaaxsont  nécessairement  communs,  même  à  plusieurs  disaines  succes- 
vcide  logarithmes,  il  suffisait  d'écrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois 
iaSnif  et  de  placer  ensaite  à  part  les  quatre  derniers  qui  correspondent  à 
inriation  du  nombre. 

(Comme  les  tablée  de  Callet  s'étendent  jusqu'à  108000,  on  a  placé  quatre 
bilTres  décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  looooo 
parce  que  Ton  a ,  dans  ce  cas,  A  <  o,ooooo5),  ce  qui  a  permis  alors  de 
HtsfDter  les  logarithmes  de  ces  nombres  avec  S  chiffres  décimaux  au  lieu 
le;,  tans  rien  changer  à  la  disposition  adoptée  pour  les  nombres  compris 
Mrc  10000  et  lOOOOO.] 

2.  SEooaa  pairiare.  —  Soient  A,   on  1  (n  -f-  i)  —  1  n,  et    A',  ou 

,^-r a)  —  1  (n  -f-  1),  deux  différences  consccatifes  do  logarithmes;  je  dis 
\^tei  différences  peuvent  être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  tjue  n 
'titu^dessus  de  lOOOO. 

Oaa,cneffet,      a  =  l(a-h  i)  -  In  =  I  ^î^-^), 

rt  A'=l(»H-a)-Un4-i)=l  (^)i 

foù  A-A'=l(«i4^^)  =  ir,^_i_l, 

\    n«-h2»     /  L         n{n-^i)\ 

M  bien,  posant  dans  la  formule  du  no  223,    x  = , 

^""  ^'^^L»(« -+-2)  "'^«•('»H-a)""*"3'«M»-+-a)»  ■*""]' 

♦t  par  conséquent ,  puisque  A  =  o,43 ,     A  —  A'  < .. 

Cria  posé  ,  soit  n  =  loooo;  il  en  résulte 

A  —  A'  < < 7 <  o,oooooooo5, 

30000  X 10002      300040000  ' 

c«l-à-dîre  que  la  différence  entre  deux  différences  consécutiTcs  do  loga- 


384  CALCUL    DE    L^EA&EUR 

rithmesdc  nombres  au-dessos  de  loooo  est  moindnt  que  ia  moitié  defu.: 
de  l'ordre  du  huitième  chiffre  décimal. 

On  Toit  donc  encore  pourquoi  Ton  a  pu  placer  dans  les  tables,  pour  toa 
les  nombres  au-dessus  de  loooo,  les  différences  entre  deux  lo^rithne 
consécutifs:  cVst  que,  la  variation  d^une  différence  à  Tautre  ne  poruo 
que  sur  le  neuvième  chiffre  décimal ,  et  les  tables  n'en  renfermant  que  s^pt 
OD  peut  regarder  ces  différences  comme  constantes  pour  un  grand  nombre  <ii 
locarithmes. 

3.  Conséquences  des  deux  propositions  précédentes.  —  Admettons  pour  u 
inslant  que,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  lOOOO,  à  des  accroi5Stm.-7it 
égoMix  de  Rom&m  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes .  o 
qui  est  sensiblement  exact ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  reconnaître;  je  d^ 
qu'alors  les  différences  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différence 
des  nombres. 

En  effet,  soient  n,  r  -^  i ,  deux  nombres  entiers  cousccutifA  au-dessaè  à 

10000  f    n  +  -   un  nombre  fractionnaire  compris  entre  n  et  n  -4-  i  ^  oo  peai 

p  , 

toi^ourt  regarder  les  trois  nombres  n,  n  +  -t  n  +  i  ,  comme  faisant  parti* 

d'une  progression  par  différence,  ayant  n  pour  premier  terme,  —  pour  rsi&os 

n-^-  pour  (^  -H  «  )'***  terme,  enfin ,  n  -+-  -  ou  «  -♦-  i  pour  dernier  termci 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

I  a  p  Q  —  I 

V  V  V  9 

Qr  on  a  supposé  que  les  différences  entre  les  logarithmes  des  nombrei 

entiers  sont  sensiblement  égales  ;  donc ,  à  fortiori,  les  différences  entre  le 

I  1 

logarithmes  de  n,ii-+--i  «-+--,...,  peuvent  être  regardées  comme  éçtl«. 
7  y  • 

Ainsi,  en  désignant  par  S  la  différence  \ln-^-  \  —  In,  on  aura  pour  les 
logarithmes  qui  correspondent  aux  termes  de  la  série  ci -dessus, 

4^1».  laH-^.  la-t-aJ \n-^pi.,.    ia-H^o     ou    I(m-iV 

De  U  résulte  nécessairement  la  proportion 

^«  4- 1)  —  a  :  /«->-- j  — «::  (la-K^^)  —  la  :  (l«-*-;r^)  — I», 

puisque,  en  réduisant,  on  trouve 

ii^imS  '.pi,  ou  tf:p::4f:p. 
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Li  Icçitimité  de  la  proportion  étant  établie  pour  les  cas  où  les  nombres 
»ot  très-grands  et  ont  entre  eux  une  différence  au  plus  égale  h  i ,  nous  allons 
pÂ5.<er  au  calcul  de  Terreur  qo^elle  occasionne,  erreur  qui,  comme  nous 
i';.>vus  déji  dit ,  résulte  de  deux  causes  que  nous  aurons  à  considérer  suc- 

c»siTem^nt. 

4.  Calculons  d^abovd  Terreur  qui  résulte  de  l^inexactitude  de  la  proportion , 
y  li^ariikmes  employés  étant  supposés  exacts. 

Soient  n  un  nombre  supérieur  à  foooo,  l  son  logarithme,  /  +  A  celui  de 
*  -r  «  ;  soient  encore  n-^  d  un  nombre  compris  entre  n  et  n  -f- 1 ,  /  +  ma 
ion  logarithme  j  deim  représentent  ici  des  fractions. 

Toa*  les  nombres  n,  /,  A,  </,  m  sont  supposés  d^aillours  rapportés  à  la 
même  unité.) 

Cela  posé,  la  quantité  x  qu^il  faut  ajouter  à  /  pour  aToir  1%  logarithme  de 
i-({scdélermin«s  (n^2l4)  par  la  proportion  i  :  c/::  A  :x;  d^où  x-=dA; 
ct«{ui  <ionne  l-\-d^  pour  le  logarithme  de  n  +  <{,  tandis  qn^on  deTrait  aToir 

Verriur  commise  est  donc  exprimée  par  e=.{m  —  d)  A,oue^(<f— m)A, 
soÎTinl  que  l'on  a  iw  >  ou  <  </. 

l^emèmc,  la  quantité  j^  que  Ton  doit  ajouter  à  n  pour  avoir  le  nombre 
fWT«|>ondant  à  /  -f-  m\ ,  est  fournie  par  la  proportion  A  :  niA  ::  i  :  r ,  «l'où 
J^nij  ce  qui  donne  n-^m  pour  le  nombre  cherché,  tandis  que  Ton  deTrait 
«oir  n  -h  ^. 

Verreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'  =  m  —  rf,     ou    e'  =  d  —  m, 

D'où  Ton  voit  que,  dans  les  deux  cas ,  Terreur  provient  de  ce  qu'on  prend 
runepoar  Pautre  les  deux  quantités  m  et  d.  Ainsi ,  nous  sommes  conduits  à 
ciwrthiT  la  différence  de  ces  deux  quantités. 

OfQTi  a  (nofiOO)  les  égalités  fondamentales 

/  /-+-A  /H-mA  ,    , 

io=»i,     lO  =  n -+- I  ,      lO  — n-hrf; 

«l'<'ù,  divisant  ta  seconde  par  la  première , 

A       n  -+-  I  I  »»A        /         I  \m 

lo    = =  i-t--»  »o       =^(i-+--l    , 

ft  n  \         nj 

'";  multipliant  celle  ci  par  la  première,  membre  à  membre , 

Oéveloppons  (  i  +  -  )  par  la  formule  du  binôme  démontrée  généralemeni 

^"  188 {  multiplions  le  résultat  par  n  ,  et  retranchons  ensuite  n  de  chaque 
ai«rabre  de  Tégalité  précédente;  il  vient 

d^^  ^  "n^—'n)  ^  m{i-m){l-m)  __  ^^^ 
I  I  .  a .  n  i .  5 .  3  .  n* 

Mg.B,  10^  éd.  25 


lo  ou     n-^d: 
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Dans  CbUe  série,  le  qootieDt  de  U  division  da  terme  qui  eo  a  r  «Tant  Ici, 

par  le  terme  précédent  {v^.  le  n»  2  de  la  i"  Note)  est  —  ^7—7-  '  ^t 

quantité  évidemment  négative  et  numériquement  moindre  que  Tunité,  pai>. 
que  Ton  a  m  <  i  et  n>  i.  Ainsi,  les  termes  sont  altemativemeot  posiliis 
et  négatifs  ,  et  décroissent  indéfiniment.  On  a  donc  (n®  i76) 


d<m,      d>m^'"'\      ^"^      d'où     m^d< 


an 


Mais  on  sait  (  n^  107 )  que  le  produit  m  ( i  —  n»)  de  deui  facteurs  m  ^  i  — .  m  ^ 
dont  la  somme  est  i ,  a  pour  maximum  (  -  j  ou  -•  Ainsi ,  la  dernière  imgi- 

lité  se  réduit  enfin  à  wi  —  d  <  5— 
on 

11  est aisémaintenantd'apprécîer  le6deuxerreurse=(m—  d)  A,  c'=  m  —  i» 

pour  le  cas  de  n  =  ou  >  1 0000. 

1®.  On  a,  en  vertu  de  rinégalité  précédente, 

^     A 
""^«oooo' 

.     ,  «r  «  ^     mx      .        _  0,0001         .,  .  , 

et  comme  on  a  trouve  {Note  »•,  n®  1)  A  <— ^-r —  >  "  «"n  résulte 

0,0001       0,00000001 
160000  16 

L'erreur  e ,  étant  moindre  que  le  seizième  de  Tunité  de  Tordre  du  8^  chiffre 

décimal,  ne  saurait  porter  sur  les  7  premières  décimales  du  logarithme 

cherché. 

^  ,  I      ^0,0001 

c'est-à-dire  que,  quand  on  réduit  en  décimales  le  4*  terme  j"  =  m .  pour 
rajouter  à  n,  l'erreur  ne  peut  porter  sur  le  4°  chifi'ro  décimal  ;  mais  ou  ne 
serait  pas  bûr  do  Texactitude  du  5*  chiffre  (*}. 

m.  Calculons  actuellement  Terreur  qui  résulte  de  Vinexactiiude  des  logk- 
rithmes  (la  propoition  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela  ,  nous  allons,  dans  ce  numéro,  rapporter  les  logarithmes  tala- 
laires ,  ainsi  que  leurs  différences ,  h.  l'unité  décimale  du  ^«  ordre ,  ce  qui  rcrient 
à  les  rendre  tous  looooooo  fois  plus  grands,  ou  à  tes  regarder  comme  des 
nombres  entiers.  Cette  hypothèse  n'a  nul  inconvénient,  puisque  Ton  ne 
considère,  dans  la  proportion,  que  les  rapports  des  différences. 

De  là  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus 


(*}  Les  calculs  qui  vienoenl  d^étre  éuiblis  <lans  ce  iiuméro  sont  dus  ,  |K)ur  le  fond .  • 
Bertrand  de  Genêts. 
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OU  en  moins,  d'aa«  qQantilé  qui  a  pour  limite  «upérieurc  la  moitié  d^une 
QDiiè  décimale  du  dernier  ordre (^ricft.,  yi^  édition,  /V.  A.  du  no 90] ,  cette 

limite  se  trouTera  représentée  par  -* 

pECiritE  QrssTiOir.  —  Étant  donné  un  nombre,  déterminer  son  logarithme. 

Soit  R  + l'un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  n  étant  la  partie 

ntière,  et  d  la   partie  fractionnaire  ;  «oient,  de  plut ,  I,  /'  lea  logarithmes 

^  n.n+i  ,  tels  qirils  sont  fournis  par  les  tables.  Appelons  i  et  i'  les 

qBantttés  qo''il  faudrait  ajouter  aux  logarithmes  /  et  /'  pour  les  ren^e 

aacis,.e»  quantités  pouvant  être  positives  ou  négatives,  et  ayant  -  pour 

lioiile  (diaprés  ce  qui  vient  d''dtre  dit). 

En  sapposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  le  faisons  ici,  on  tron- 
serait  que  le  logarithme  de  n+  <f  est  égal  à  /h-  i,  augmenté d^one  qoan- 
lité  7  déterminée  par  la  proportion 

I  :rf::  (/'-+-»') —  (i -hi)  :*;    d'où,   en  posant   /'  — /=A, 
*  =  rf(A-4-i'  — i); 

«  qui  donnerait    log  (  n  -+-  <f  )  =  /  -h  i  -h  rf  (  A  -h  *  '  —  i  )• 

Mat« ,  au  lieu  de  cela,  on  pose  la  proportion 

I  :  </::  A:x,    d'où    jt  =  dA; 

puis  on  ajoute  d^  k  l ,  en  rejetant  même  toute  la  partie  fractionnaire  du 
pividaii  dà ,  sauf  à  augmenter  le  dernier  chiBre  d'aune  unité ,  s'il  y  a  lieu  , 

<t  qui  peut  occasionner  une  nouvelle  erreur  dont  la  limite  est-*  En  repré- 

ifniaot  cette  erreur  par^*,  on  prend  ainsi  l-^  dA  — ypour  le  logarithme  de 
a—d.  Donc  Terreur  finale  est 

E= /H-iH-<î(A-+-t'-i)  - /~</A -+-/=i(i  -  il) -hi'i£-h/. 

Si  Ton  suppose  que  les  trois  erreurs  i,  T, /  atteignent  leur  limite  -^  ce 

qai  est  évidemment  le  cas  où  Terreur  totale  E  est  aussi  grande  que  possible, 
il  (0  résulte 

Et=I(i  — ii-hi-+-i)  =  i; 

c'est-à-dire  que,  dans  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre,  l'erreur  pré- 
venant de  V'mexaclitude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s'élever,  soit  en  plus  , 
Mit  en  moins,  jusqu'à  une  unité  décimale  du  7*  ordre,  ou  généralement, 
du  dernier  ordre  décimal  des   logarithmes  Journis  par  les  tables  que  Von 

ftftploie, 

8.  Seconde  questioe.  ~  Étant  donné  un  logarithme ,  déterminer  le  nombre 
?«  lui  correspond, 

25. 
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Soit  l-^i  un  lo^rariihme  comprit  ratre  I  et  i',  A  dé&ignar.t  tovjcnir» 
/'  —  / ,  et  0  élant  au  plus  égal  à  A  —  i. 

On  prend  ordinairement,  pour  le  nombre  cfaerebé,  n  -^  —  y  la  Craciion  ~ 

éunt  tirée  de  la  proportion  A  :  o  ::  i  : ^. 

Mais  d^abord,  le  logarithme  donné,  l-f-o,  étant  poas«é  seulement  ju^ 
qu^u  degré  d''approxi  mat  ion  des  logarithmes  ubulaires,  est  passible  iTuct 
erreur  positire  ou  négative  quVn  peut  représenter  par  -r-  i  ' ,  et  dont  U 

limite  est  -•  En  outre,  les  deux  logarithmes  1,  /'  penvent,  comme  ci- 
dessus,  être  fautir»  des  quantités  positives  ou  nOgativcs  -t-  « ,  -H  i',  doni  la 
limite  est  — 

Ainsi,  la  proportion  à  élabltr  devrait  être 

(/'-r-i') -(/-+-«):  (/H-<r-+-«')-(i-+-i)  ::  1  rj- 

^  .^  ,•  » 

ou  A  -H  I  '  —  j  :  0*  -h  * "  —  I  ::  I  :  r ,    dVù   y  = — 

A-+-I'  — 

ce  qui  donnerait,  pour  le  nombre  cherche. 


Ah-  »'  —  i 


Donc  Terreur  que  Ton  commet  en  prenant»  H —  au  lieu  de  cette  exprcs- 

A 

sioD ,  est  représentée  par 


;i)       ou     - 


A  -h  «     —  «         A  A  A  -4-  I  '  —  I  ^   ' 

suivant  que  Ton  a :  >     ou     <  t* 

A  H-  i'  —  I  A 

Premier  cas,  —  Pour  obL(>iitr  la  limite  en  plus  de  la  diflorence  (i),  il  £iut 

t&cher  d^avoir  le  maximum  de  —        .     -  * 
A  -»-  i    —  I 

Or,  la  quantité  i  se  trouvant  à  la  Tois  au  numérateur  et  au  dénominateur, 
si  l^on  se  rappelle  {Alg.,  n^Q)  que  toute  fraction  augmente  de  valeur 
quand  on  ajoute  un  même  nombre  à  ses  deux  termes ,  il  s^ensuit  qu^on  oh^ 

tiendra  d'abord  le  maximum  de  la  frac  lion  ci-dessus  en  posant  —  i  z=-^- 

qui  est  la  pluH  grande  valeur  que  puisso  recevoir  celte  quantité  / ,  ce  f\M 
donne 

rf H h-  i"  I 

^  I 

A-H-Î^H-i' 

2 
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Aciuellement ,  |K>ur  avoir  le  maximum  n  latif  aux  rarîalions  de  i  "  et  de  i  ', 
i\  kuflîl  de  rendre  le  numérateur  le  plue  grand  et  le  dénomiiialour  le  phi» 

petit  possible,  ce  qui  se  fait  en  posant     *»=*+--»     »'  =  —  ^' 

Aiitoi,  le  maximum  résutUint  des  variations  de  <,  i',  i\  est  iicccsiairc 
ment 

»       OU       — - —  • 


AH 

2      a 


l^Dc  le  maxtmum  de  la  différence  (i)  est 

-4 — V  ""  r 

^ondcas.  —  Pour  obtenir  /u  limite  en  plus  de  la  dirréroiicc  (>.),  il  faut 

^  -+- 1  •  —  i 


avoir  le  minimum  de 


A  -+-  t'  —  I 


Or  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais 
iuTerse,  que  le  minimum  résultant  des  variations  des  trois  quantités  t,  t ',  i* 


/- 

1        1 

2       â 

OU 

0   —  1 

A  — 

\*( 

A 

Donc  le 

maximum 

de  la  différence  (a) 

est 

ê^ 

S-i 

, 

A  " 

A      ' 

OU 

A' 

c'est-à-dire  que,  dans  les  deux  cas,  la  limite  de  Terreur  cornmitie  Cbt  — 

Celte  quantité  croît  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Ton  avance  dans  lu 
ubte,  poisqu^on  sait  {Note a®,  n9  i)  que  A  diminue  de  plus  en  plus. 

7.  Maintenant  il  est  facile  de  prouver  que  des  deux  causes  d^erreur  qui 
t>ni  été  signalées  au  commencement  de  cette  note,  la  seconde  est  celle  à 
laquelle  on  doit  définitivement  s^arréier,  sans  avoir  aucun  égard  à  la  prc- 

En  effet,  dans  la  question  qui  a  pour  bnt  de  déterminer  le  lof'orithme 
i un  nombre  donné,  puisque  Ton  a  reconnu  Co<*  4)  que  Tinexactitude  de  la 
rroportion  no  peut  influer  sur  le  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires, 
on  doit  considérer  la  proportion  comme  tout  à  Hiit  exacte,  et  ne  tenir 
'-omptc  que  de  Tinexactitude  des  logarithmes,  en  observant  (n^  IS)  que 
ir  dernier  chiffre  décimal  peut  être  fautif  d'une  unité,  en  plus  ou  on  moins. 
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Dans  U  seconde  question  (trower  le  nombre  auquel  affpariient  ba  h^t- 
rithme  donné),  la  limite  de  Perreur  qui  résulte  de  rinexactitude  des  io^< 
rithmes  tabulaires  ne  dépendant  (n*  6)  que  de  la  différence  tabolsire  A, 
et,  par  suite,  des  derniers  chiffres  de  ees  logarithmes ,  chiffres  sur  lesqodi 
rinezactitude  de  la  proportion  n^a  aucune  influence,  il  s^'ensuit  encore  qw 
la  première  cause  doreur  peut  être  tout  à  (ait  négligée. 

8.  Il  ne  nous  reste  plus  qu''è  faire  Tapplication  de  la  théorie  précédeoti 
aux  tables  dont  on  fait  usage  ordinairement,  c^est*à-dire  aux  tables  é 
Callet. 

Première  question.  —  La  proportion  i  l  d  y,  A  l  x,  d^où  x-  =  if A ,  dono^ 
'  (n^^tt)  les  7  premiers  chiffres  décimaux,  à  une  unité  du  7^  ordre  décima. 
prêt. 

Ainsi,  une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétique»  di 
logarithmes  peut  être  fautive  d^une  quantité  dont  la  limite  esi  exprime 
par  autant  d'unités  décimales  dis  7*  ordre,  qu^il  y  a  de  parties  dans  cetti 
somme.  De  même,  si,  dans  la  vue  d^obteuir  une  puissance  d^un  nombre, 
on  multiplie  son  logarithme  par  Texposant  de  la  puissance,  le  logariibn( 
résultant  peut  être  îàxXïî à* asUant  d'unités  décimales  du  7*  ordre,  quMI  )  s 
d^unités  dans  Pexposant  de  la  puissance.  Mais  il  n'en  est  pas  de  mànf  ({vsné 
il  s^agit  d^nne  extraction  de  racine,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  \c 
logarithmes  sont  divisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question.  —  La  proportion  A  :  ^  ::  i  :  r,  d^'où  ^  =  -1  doDO«  U 

A 

valeur  du  nombre  cherché,  à  une  fraction  près  marquée  par  — 

A 

Mais  comme  il  est  d'usage  de  convertir—  en  décimales,  voyons  à  quel 

ordre  de  décimales  il  convient  d^arrêter  Topération. 

Pour  cela,  soit  a  la  puissance  de  xo  qui  doit  exprimer  le  dcnominateor 
de  la  fraction  décimale  obtenue.   Observons  que,  dans  la  transformation 

de  ~  en  décimales,  on  s'expose  encore  à  commettre  une  erreur  doat  i> 
A 

limite  est  la  moitié  de  l'unité  de  V ordre  du  dernier  chiffre  décimal,  c»l- 
àdire  — •  On  doit  donc  satisfaire  à  iUnégalité 

— I < -»    d'où    —  <  —  »    et,  par  conséquent,     A>a«. 

A       2«       R  A       aa 

Donc  A  doit  être  au  iboins  le  double  de  la  puissance  de  10  k  laquelle  oq 
s*arrête. 

Cela  posé  : 

Il  résulte  de  Tinspection  des  tables  de  Callet,  que,  jusqti^u  noiobtr 
aiSoQ,  la  différence  tabulaire  n^est  pas  plus  faible  que  !ioo;  donc,  l^^^ 
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i 

toas  les  nombres  compris  entre  loooo  et  aiteg,  on  peut,  en  réduisant  -^ 

CD  d<icimales  ,  pousser  ropération  jusqu^aux  loo'"^,  et  Ton  est  certain  de 
TexactiCude  du  dernier  ehiflfre  décimal. 

l'assé  ce  terme  et  jujqu^à  looooo,  nombre  pour  lequel  la  différence  tabu- 
laire ect  4i  y  on  ne  peut  compter  que  sur  Texaetitude  du  chiffre  des  lo"*". 

Depois  looooo  jusqu^à  108000,  comme  la  différence  se  trouve  encore 
eiprimée  par  3  chiffres  (dont  le  premier  à  droite  représente  jdes  unités 
du  tt*  ordre) ,  on  peut  de  noureau  compter  sur  Texactitude  du  chiffre  des 
100"*^,  puisque  cette  différence  fa  de  4^4  à  4o3,*nombres  plus  grands 
que  aoo. 

Les  tables  &  7  décimales,  publiées  par  MM.  Marie  et  Reynaud ,  ont 
1 2vacU0e  de  donner,  sous  un  format  plus  commode ,  à  peu  près  les  mêmes 
ipproiimations  que  celles  de  Callet.  Noos  n^oserions  cependant  pas 
affirmer,  à  cause  de  leur  peu  d^étendue  (elles  ne  s^étendent  pas  au  delà 
de  roooo),  que  le»  deux  causes  d^rreur  signalées  ci-dessus  ne  donnent  paa 
plus  if  une  unité  d^erreur  sur  le  7*  chiffre  décimal  lorsqu^on  cherche  le  loga» 
riihme  d^on  nombre,  et  plus  de  deux  unités  dWreur  sur  le  chiffre  des  millièmes 
lorsqu^on  cherche  le  nombre  correspondant  à  un  logarithme.  Mais  remploi 
de  ces  tables ,  dans  leur  état  actuel ,  n^en  mérite  pas  moins  d*ètre  recom- 
Buodé,  en  raison  de  la  petitesse  de  leur  format. 
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CHAPITRE   VII. 

Théorie  générale  (tes  Équations, 


Introduction.  — CiCS  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupes  du 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations  algébriques  d'uo 
degré  quelconque  à  une  seule  inconnue;  mais  jusqu'ici  leurs 
efforts  ont  été  infructueux  par  rapport  aux  équations  d*un  dogre 
supérieur  au  quatrième.  Cependant  les  recherches  qu'ils  ont  faire> 
à  ce  sujet  les  ont  conduits  à  des  propriétés  communes  aux  éqna-  | 
tions  de  tons  les  degrés,  et  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti,  soit 
pour  résoudre  certaines  classes  d'équations,  soit  pour  ramener  U 
résolution  d'une  équation  donnée,  à  celles  d*autres  équations 
plus  simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre ,  de  faire 
connaître  ces  propriétés,  et  leur  usage  pour  faciliter  la  résolotioo 
des  équations. 

§  P'.  —  Dis^isibilité  des  Fonctions  entières.  —  Pro- 
priétés  générales  des  Équations.  —  Théorie  complète 
du  plus  grand  commun  dii^iseur. 

DivisiBiLrri  des  fonctions  ENTiiass. 

230.  Le  développement  des  propriétés  dont  jouissent  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés  nous  conduira  à  considérer  les  polynômes 
sous  un  point  de  vue  particulier  et  tout  différent  de  ceux  sous 
lesquels  nous  les  avons  envisagés  dans  le  premier  chapitre.  Nous 
admettrons  pour  cela  des  expressions  de  la  forme 

Ax-H-Bjp"-'  -4-C.r«-'-f-...H-Tx  -f- U, 

dans  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  positif,  mais  dont  les 
coefficients  A,  B,  C, . . . ,  T,  U,  désignent  des  quantités  qui  peu- 
vent être  quelconques,  c'est-à-dire  entières  ou  fractionnaires. 
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commensurables  ou  incommensurables ,  numériques  ou  algé- 
briques. Or  dans  la  division  algébrique ,  telle  que  nous  Pavons 
exposée  (chap.  P'),  on  a  pour  but,  étant  donnés  deux  polynômes 
entiers  par  rap|x>rt  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers 
qui  y  entrent  y  de  trouver  un  troUièmc  polynôme  de  même  espèce  , 
fii,  multiplié  par  le  second,  reproduise  le  premier. 
Mais  si  Ton  a  deux  polynômes 

Aop"  4- Bjc— »  4- Cx— ' -h    ..4-Tx.-hU, 
A'jE-  H-  BV-'  -h  CV-'  -f. .  . .  H-  T'or  -h  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à  x,  et  dont 
l«s coefficients  A,  B,  C, .  . . ,  A',  B',  C, . .  .  soient  quelconques, 
on  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme ,  dé  même 
forme  tt  de  même  nature  que  les  deux  précédents,  qui,  multiplié 
par  le  second  j  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à  celui  de 
la  division  ordinaire;  mais  il  y  a  cette  différence  que,  dans  celle-ci, 
U  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement 
dkisible  par  le  premier  terme  du  diviseur;  au  lieu  que,  dans  la 
nouvelle  espèce  de  division ,  on  divise  le  pi'cmier  terme  de  chaque 
dindende  partiel  (c'est-à-dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute 
puissance  ile  la  lettre  principale) ,  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, sans  s^inquiéter  si  le  coefficient  du  quotient  partiel  corres- 
pondant est  entier  ou  fractionnaire  ;  et  Ton  continue  l'opération 
Jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  un  quotient  qui,  multiplié  par  le  divi* 
Jftfr,  anéantisse  le  dernier  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division 
proposée  est  dite  exacte  ;  ou  bien ,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à 
««  reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport  à 
là  lettre  principale  ;  et,  dans  ce  cas,  la  division  est  regardée  comme 
'^possible,  puisque,  en  poussant  plus  loin  l'opération ,  on  obtien- 
<^rait  des  quotients  dans  lesquels  la  lettre  principale  serait  affectée 
^'exposants  négatifs,  ou  entrerait  dans  le  dénominateur;  ce  qui 
^rait  contre  la  nature  de  la  question ,  puisque  le  quotient  doit  être 
<i€inéme  forme  que  les  polynômes  proposés,  c'est-à-dire  com- 
I^sé  d'an  nombre  limité  de  termes  affectes  d'exposants  entiers  et 
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Four  disliiigucr  les  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  lettre, 
la  lettre  x  par  exemple  (les  coefficients  étant  d'ailleurs  qnci- 
oonqnes  ,  des  polynômes  ordinaires  ^  c'est-à-dire  des  polynôma 
entiers  par  rapport  a  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particQiiers 
qui  T  entrent ,  nous  conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous 
b  dên<Nnination  de  fonctions  entières  de  x\  el  nous  appellerons 
dh  iseurs  relatifs  de  ces  pol3mômes  d'antres  fonctions  entières  de  x 
qui  les  divisent  exactement  dans  le  sens  que  nous  venons  d*étabiir. 

m.  11  resnlte  de  ces  définitions  que,  si  une  fonction  entière  a 
poor  diviseur  relatif  une  autre  fonction  entière,-/^  produit  de  cf 
ti.^semr  par  UM  fadeur  quelconque  indépendant  de  la  lettre  pm- 
c.pale  est  emc^rc  un  diciseur  relatif  de  la  première  fonction. 

En  elFct,  supposons  que  l'on  ait 

Soît  R  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x  ;  on  a  neces- 
it 


K,Ajr---B'ji*-H-..--+-r)"~K  K  '^'"     1 

i>  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  eniicn 
de  x;  d.«c  R^A'x--f-B'x— '-4-..  )  est  diviseur  relatif  à 
Ax--hBx— •  4- 

Cela  revient  à  dire  que  —  Tout  diviseur  relatif  du  produil 
R  ^Ajt*  -•-  Bjr**-*  -4-.. .-H  V),  K  étant  un  facteur  indépendant  de  s 
doit  être  aussi  un  diviseur  relatif  de  la  fonction  Ax"  4-  Bx^'-f 

Cela  posé  y  nous  allons  d'abord  établir  sur  la  divisibilité  de 
foQctk^RS  entières  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  oo 
rte  démontres,  cm  Jritkmétique,  sur  les  nombres  entiers,  p^^ 
qu'ib  nous  seront  très-ntilcs  dans  la  rechercbe  des  propriétés  reU 
tives  aux  équations. 

ISt.  PautUL  raniGiPB.  —  Touie  fonction  entière  px  4-  q^ 
ptrmir'-  tir^re  en  x,  qui  dit^se  exactement  le  produit  F  X  F  ^ 
.itMJt  autrrs  fonctions  entièrrs,  rfiwr  nécessairement  l'une  d'eih 
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Pour  démontrer  ce  principe ,  supposons  que  F  ne  soit  pas  dÎTÎ- 
siblepar/LT  -4*  9;  nous  allons  prouver  qu'alon  F'  le  sera  oéccs- 
airenient.  En  effet,  en  divisant  F  par  px  +  7,  suivant  le  procède 
ordinaire,  on  parviendra  à  an  reste  qui  ne  contiendra  plos  x. 
Soient  Q  le  quotient  de  cette  division  ,  et  R  le  reste;  on  a  Téqua* 
ùon  ideolique 

F  =  (/ix-t-9}Q-fR, 

laquelle,  multipliée  par  F',  donne 

F  X  F'  =  ( /ix  -h  ç) .  Qr  1-  RF'. 

Or,  par  hypothèse ,  F  X  F'  est  divisible  par  px  -i-  q;  ainsi  le 
quotient  du  second  membre  par  px -h  q  doit  se  réduire  à  une 
ffjQCtion  entière  de  x,  ce  qui  exige  que  RF',  et ,  par  conséquent,  ¥' 
B°251),  soient  divisibles  psirpx  +  7. 

255.  GoirséQUEMCE.   —   Toute  fonction  entière  ,1^^  du  premier 

i^^ré  en  X ,  qui  divise  exactement  le  produit  F  X  F'  X  F"  X 

^  m  fonctions  entières,  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctions. 

Car  si  D  ne  divise  pas  F,  il  doit  diviser  le  produit  F'  X  F"  X ... , 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit  ;  s'il  ne  divise  pas  F',  il  doit 
{iiviser  F^  X  F*'  X  • .  •  ;  et  ainsi  de  suite.  D  où  l'on  voit  que  D, 
oe  divisant  aucun  des  [m  —  1)  premiers  facteurs,  doit  du  moins 
«li^iser  le  /w'»"*. 

Oo  déduit  de  là ,  comme  cas  particulier,  que  D  ne  peut  diviser 
F'sans  diviser  F  (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré, 
et  F  une  fonction  entière  quelconque). 

234.  Second  p&ihcipe.  —  Soit  une  fonction  entière  F,  «ésultant 
^  la  multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  entières 
^î  F'',  F*, . . .  (dont  quelques-unes  peuvent  être  égales).  Cette 
fonction  entière  F  ne  saurait  avoir  (n**  252)  pour  diviseurs  relatifs 
du  pi-eroier  degré  en  x,  que  ceux  qui  entrent  dans  les  fonctions 
F',  F",  F", .  • .  OVL  [n"*  %M)  des  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

^ons  pouvons  actuellement  passer  à  l'exposition  des  propriétés 
'omniunes  à  toutes  les  équations. 
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P&OP&IETES    CÉ3SÊ&ALES    DES    ÉQUATIONS. 

SS5.  Tonte  équation  complète  du  degré  m  {m  étant  un  nombrt! 
entier  et  positif  peut ,  par  la  transposition  des  termes  et  ^^m 
b  dÎTÎsîon  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  j:*,  être  rame- 
née à  la  forme 

JE-  -H  Px»-  -^  Qjt— =  -h  . .  .  -4-  Tx  -f-  U  =  o; 

P»  Q  »  R,  - .  - ,  T,  U  étant  des  coefficients  pris  dans  le  sens  al^'t- 
brique  le  plus  général. 

Cela  pose,  on  appelle  racine  de  cette  équation  (  x^oyez  d"  97 
tomte  rjcprrsvom ,  de  quelque  nature  quVlle  soit,  c*est-3-dm 
mmmrfiifttc  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire  y  qui ,  substituées 
la  place  de  x  dans  l'équation  ,  rend  son  premier  membre  égal  à  o 

tS6.  Une  équation  pouvant,  en  général,  être  considin^ 
comme  la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  enrit 
les  données  et  Tincoimue  d*un  problème,  on  est  conduit  naturelle- 
ment à  ce  principe,  que  toute  êquatiost  a  au  moins  une  xaciïe 
A  la  vérité ,  les  conditions  de  Ténoncé  peuvent  être  incompadbics; 
mais  alors  on  doit  supposer  que  Ton  en  serait  averti  par  quelquo 
sjtmbole  d'absurdité,  tel  qu'une  formule  renfermant ,  comme  o\^'' 
ration  nécessaire,  l'extraction  d*une  racine  de  degré  pair  d'une 
quantité  native;  et  il  n^n  existerait  pas  moins  une  expression 
qui,  mise  à  la  place  de  x  dans  l'équation,  y  satisferait.  >'oui 
admettrons  donc  ce  principe,  que  nous  aurons  d'ailleurs  occisioo 
de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart  des  équations  (*}. 

Voici*  maintenant  une  nouvelle  pro|K>sition  que  Ton  ptmt 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  lics 
équations. 

957.  PaxMiÈAX  feopeiétk.  —  Si  a  est  une  racine  de  l'èquiitiou 

^*^  M.  (^ttchy  a  donné,  ibns  ses  leçons  à  TEcolc  Polytechnique,  ud^ 
demousintion  de  celle  proposiiion  ;  ntais  nous  ne  la  croyons  pas  de  naiur 
è  trouver  place  dans  ces  Éléments;  d'autant  plus  que,  dans  notre  opini"''* 
elle  n'est  («as  exempte  de  quelques  objections. 
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\"*  -f-  Pjk"-'  -h  Qx**-'.  .  .  -h  U  =  o,  /i?  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  [x  —  a);  et  rcciproqucmenl ,  si  un  facteur 
de  h  forme  (x  —  a)  divise  le  premier  membre  de  la  proposée,  a  est 
'ine  racine  de  cette  équation. 

£n  effet,  essayons  la  division,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  Topération  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x 
devienne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 

Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
o"250,  puisque  a,  P,  Q,.*--  sont  de  nature  quelconque.) 


x«-«-f-a 

x"»-'-h    «« 

JT'—î-h. 

..-♦-      fl»"-' 

+  v 

-hp« 

-+-?«"•-• 

+  Q 

• 

-hQ«— ' 

-f-T 


Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'obtiennent 
les  quotients  partiels,  on  reconnaît,  d'abord  par  analogie,  et 
'fmiile  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n***  SI  et  86), 
imo  loi  de  formation  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quo- 
n<*ms;  et  Ton  peut  en  conclure,  i** —  qu'il  doit  y  avoir  m  quo- 
tients partiels;  2® —  que  le  coefOcient  du  /w'*"*'  quotient,  c'cst-à- 
4ire  de  j:** ,  doit  être 

,l«-i  4-  Pfl«-5  -f-  Qfl-^:»  4_  .  . .  4.  X, 

Triant  le  coefficient  de  Pavant-dernier  terme  de  la  proposée. 

Donc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  soustrayant 
{<*  produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

flr«  -f.  P«"-'  -f-  Qa™-'  -f-  .  .  .  -f-  T/ï  -f-  IT. 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  l'équation;  donc  ce  reste 
''ii  nul ,  puis<|U^il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a  à  la  place  de  x  dans  Péquation  ;  ainsi  la  division  se  fait 
^xiictement. 

Rôcip*.,  si  [x  —  a)  est  diviseur  exact  de  j*  -+-  Pj:™"'  H-  • . .  > 
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PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    UES   ÉQUATIONS. 

255.  Toute  équation  complète  du  degré  m  [m  étant  un  nomkt 
entier  et  positif)  peut,  par  la  transposition  des  termes  et  âpre 
la  division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  x",  être  ranw- 
née  à  la  forme 

jjn  ^  p^jn-i  4_  Qaf»-^  4-  . .  .  -f-  Tj:  -I-  U  =  o; 

P,  Q ,  R,  .*. . ,  T,  U  étant  des  coefficients  pris  dans  le  sens  al^;». 
brique  le  plus  général. 

Cela  posé,  on  appelle  racine  de  cette  équation  (w/«ii"9' 
toute  expression f  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'«l-à-Jir 
namériqtie  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire  y  qui  y  stibsMm* 
la  place  de  x  dans  l'équation ,  rend  son  premier  membre  égal  a  0 

856.  Une  équation  pouvant,  en  général,  être  considtrr 
comme  la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entr 
les  données  et  Tinconnue  d'un  problème,  on  est  conduit  nalunelle 
ment  à  ce  principe,  que  toute  équation  a  au  moins  une  ucisi 
A  la  vérité ,  les  conditions  de  Ténoncé  peuvent  être  incompatibles 
mais  alors  on  doit  supposer  que  Ton  en  serait  averti  par  quelqi 
symbole  d'absurdité,  tel  qu'une  formule  renfermant,  comme  op 
ration  nécessaire,  l'extraction  d'une  racine  de  degré  pair  d  lU 
quantité  négative;  et  il  n'en  existerait  pas  moins  une  cxprmo 
qui,  mise  à  la  place  de  x  dans  l'équation,  y  satisferait.  >ui 
admettrons  donc  ce  principe,  que  nous  aurons  d'ailleurs  occisit 
de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart  des  équations  (*). 

Voici*  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  Ton  p^ 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  d 
équations. 

«57.  Première  propriété.  —  Si  a  est  une  racine  de  /Vz/w/^ 


(*)  M.  Cauchy  a  donné,  clans  ses  leçons  à  TEcolc  Foly technique' .  ' 
démonstration  de  cette  proposilion;  mais  nous  ne  la  croyons  pas  denJ' 
ft  irouvcr  place  dans  ces  Éléments;  d'aulani  plus  que,  dans  noire  opm. 
elle  n^csl  pas  exemple  de  quelques  objoclions. 
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!i"*  -f-  Pi""'  4-  Qx"~'.  .  .  -h  U  :=  o,  /tf  premier  membre  de  cette 
é/}untionestdimibiepar{jL  —  a);  et  réciproquement ,  si  un  facteur 
à  la  forme  [s  —  a)  divise  le  premier  membre  de  la  proposée,  a  est 
•dPt  racine  de  cette  équation. 

En  effet ,  essayons  la  division ,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir 
ïeu  quand  on  pousse  Topéralion  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x 
Icvicnne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 
'  (Celle  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
r230,  puisque  a,  P,  Q,.--  sont  de  nature  quelconque.) 

Qur— «-h-...-hTx4-U  I  r— tf 


-^Va   !  -+-P«— • 


\ 

fPour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'obtiennent 
b  quotients  partiels ,  on  reconnaît ,  d'abord  par  analogie ,  et 
Iwile  pr  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  ;  n"'  31  et  86  \ 
le  loi  de  formation  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quo- 
SDts;  et  Ton  peut  en  conclure,  i**—  qu'il  doit  y  avoir  m  quo- 
nts  partiels  ;  2°  —  que  le  coefficient  du  m****  quotient,  c'est-â- 
fedej",  doit  être 

I  «— •  4-  Pû— '  -(_  Qff«-.  4-  ...  -h  T, 


f 


ftiajil  le  coefficient  de  l'avant-demier  terme  de  la  proposée. 
DoDc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  soustrayant 
produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  l'équation;  donc  ce  reste 
¥nnl,  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
prlon  de  ff  à  la  place  de  x  dans  T^uation  ;  ainsi  la  division  se  fait 
trment. 

Reciy.,  si  [x  -  a)  «i  ditiseur  exact  de  x-  ->-  Px»     -h  . .  •  ; 
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le  reste  «"•  4-  Pa*-'  -4-  . . .  doit  être  nul;  ainsi  (n*  Mo;,  n  «^ 
racine  de  l'équation. 

«58.  Remarque,  —  En  jeUnt  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi 
sion  effectuée  dans  le  numéro  précédent ,  on  aperçoit  pour  les  coef 
ficients  la  loi  suivante  :  Chaque  coejjkient  s'obtient  en  maWpUan 
celui  qui  le  précède  par  la  quantité  a,  et  ajoutant  au  produit  celu 
des  coefficients  de  l'équation  proposée  y  qui  occupe  le  même  mn^ 
que  le  terme  du  quotient  qu'on  veut  obtenir. 

Ainsi,   le  coefficient  du  3«  terme,  «'-hP/i-f-Q,  est  égal 
(fl  _l_  P)  /z  -I-  Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  4-  i 
par  la  quantité  a,  augmenté  du  coefïicient  Q  du  3«  terme  d 
réquation  proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(fl'4-Pfl-+-Q)rt-+-R,       ou      fl» -V  Pa' H- Qfl  H- R- 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  quid'aif 
leurs  est  facile  à  retenir. 

259.  Seconde  propriété.  —  Toute  équation  h  une  seule  incon 
nue  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  ioj 
degré ,  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  X*  4-  Pa-"-'  h-  Q^i:^*  -f-  ...-+-  Tx  -H  U  =  o  Téquatioi 
proposée. 

Puisque  (n®  256)  toute  équation  a  au  moins  une  racine,  si  Foi 
désigne  par  a  la  racine  que  Téquation  précédente  corapiorte  m^cfs 
sairement ,  son  premier  membre  est  (  n°  257)  divisible  par  {x  —  a 
et  Ton  a  l'identité 

afi  -h  Px"-'  4-  .  .  .  =  (^  —  a)  (.r«-'  4-  P'j:— '  -4-  . .  .)•     ' 
Mais  en  posant     af^-^  H-  P'x"-'  -f-  . . .  =  o , 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a  au  moins  une  racine.  Soit 
cette  racine,  on  a  (n** 257) 

af^^  -f.  V'jtf^^  4-  .  .  .  =  (j:  —  6)  (x*->  4-  P^x^-^  4-  . .  •  ) 
égalité  qui,  multipliée  membre  à  membre  par  l'égalité  (i),  donw 
X*  4- Pa:-»-' -h  ...  =  (x  — /ï)  (x— ^)(x— »4-P"jP*-' -^•••)' i^ 
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Raisonnant  sur  le  polynôme  x*^'  4-  P"x"^*  -f-  .  • .  comme 
sur  le  précédent  9  oTi  a  encore 

x-^'H-  P"j:"-»  -4-  . . .  —  (jr  —  c)  (af^  -f-  P^j:—*  H-  . . .). 
{^aiké  qui ,  multipliée  par  l'égalité  (2] ,  donne 
j-  +  Px-^'  -+-  ...  =  (x—  fl)  {x  —  ^)  (x  —  c)  (x*-»-h  ...).  (3) 
Remarquons  maintenant  que ,  pour  chaque  facteur  du  i®''  degré 
en  j,  mis  en  évidence,  le  degré  de  x  dans  le  polynôme-quotient 
diminue  d'une  unité.  Ainsi,  lorsqu'on  aura  fait  ressortir  (m  —  2) 
ferieursdu  preniierdegré,rexposantdexseraréduità/7i  —  (m — 2), 
ou  2;  c'est-à-dire  qu'on  obtiendra  un  polynôme  du  2°  degré 
fo-r,  qui  (n**  97)  est  lui-même  décomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré  (x  —  /)  (x  —  /).  Or,  comme  on 
aura  déjà  mis  en  évidence  [m  —  2)  facteurs  du  premier  degré,  il 
s  ensuit  que  finalement  on  a  l'identité 

î*-+-Px— H-  ...  =(x  — a)(x— ^)(x  — c)    ..  (j:  — ^)(x  — /), 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m  /acteurs  du  premier 
de^ré  en  x. 

Cela  posé,  puisqu'à  chaque  diviseur  du  premier  degré  en  xcor- 
ppspond  nécessairement  (n"257  )  une  racine  de  la  proposée,  il  s'en- 
smi  que  les  m  facteurs  du  premier  degré  x  —  a,  x  —  by  x  —  c, . . . 
donnent ,  pour  la  proposée ,  m  racines  a ,  b^c,..,.  Donc,  etc. 

Il  résulte  d'ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n°  254 ,  que 
le  polynôme  x"-hPx*~'  4-  ...  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs 
ftblifs  du  premier  degré,  que  x  —  a,  x  —  ^,.-->  ^ —  ^>  -^r  —  /, 
ou  le  produit  de  l'un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur 
quelconque  indépendant  de  x.  Donc  Téquation  elle-même  ne  peut 
avoir  pour  racines  que  a ,  b  ^  r ,...,  X  ,  / ,  qui  sont  les  seules  qu'on 
paisse  tirer  des  équations 

z  —  a  =  o  y    X — 6  =  0,...,     X  —  /=o,     X — /  =  o, 
ou,  plus  généralement,  des  équations 

M  (x  —  fl)  =  o,     M'(x  —  ô)  =  G,.,. 
M,  >r,  M",. .  .  étant  des  facteurs  indépendants  de  x). 

Donc ,  enfin  ,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines ,  et  ne 
'durait  en  avoir  davantage. 
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240.  Remarque.  —  11  existe  des  équations  qui ,  en  apparence 
admettent  moins  de  racines  qu'il  n*y  a  d*unités'  dans  Texposant  d( 
leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a  plusieurs  fac 
teurs  égaux  :  telle  serait  Téquation 

(x  —  ay  (x  —  by  (a:  —  r)»  (x  —  rf)  =  o, 

qui  n*a  que  quatre  racines  différentes  a ,  b^  r,  d^  quoiqu'elle  soi 
du  dixième  degré. 

Il  est  évident  qu'aucune  quantité  a  différente  de  a,  &,  r,  ^  rn 
peut  la  vérifier.  Car  l'existence  de  retle  racine  a  entraînerait  celfc 
du  diviseur  (x  —  a),  dans  le  premier  membre  ,  ce  qui  est  ira 
possible  en  vertu  du  principe  établi  n"  S34. 

Mais  la  pro])osée  nVn  a  pas  moins  lo  racines,  dont  4  son 
égales  à  /i,  3  égales  à  6,  2  égales  à  c,  i  égale  à  d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plni 
faciles  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elles  au 
eu  ne  relation  déterminée. 

241.  Conséquence  de  la  seconde  propriété. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  /«di- 
viseurs du  premier  degré,  de  la  forme 

X  —  rt,     X  —  bj     X  —  c,..,,     X  —  /,      X  —  /, 

si  l'on  multiplie  ces  diviseurs  tieux  h  deux,  trois  h  trois,,.,,  on  ob 

tiendra   ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second ,  du  ti-ui- 

sième,...  degré  en  x,  que  l'on  peut  former  de  combinaisons  diOe- 

rentes  avec  m  quantités  prises  deux  à  deux  ,  trois  à  trois, ....  Oi 

ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  Ta  vu  n°  147,  ev 

.     ,                   m  —  1               m  —  1     m  —  a 
primes  par  m  • ?     m  • .  — - —  >  •  •  •  ;    et  les  pn»- 

duits  obtenus  sont  d'ailleurs  (  n°  834  )  les  seuls  diviseurs  du  mi-iK 
degré  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir^  à  nioin 
que  l'on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  diviseurs  n^bnii 
par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

Ainsi,     la    proposée    admet   m-  — diviseurs  du  sccoihJ 
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degré,  m —  —  diviseurs  du  troisième  degré;  cl  ainsi 

ile  suite. 

242.  Composition  des  #.quations.  —  Si ,  dans  Téquation  iden- 
tique 

j-  -+-  Px— '  -h  ...  =  (or  —  fl)  (x  —  b)  {X  —  c) ...  [x  —  /), 

on  effectue  la  multiplication  des  m  facteui*s  du  second  membre 
{voyez  n®  148) ,  et  que  l'on  compare ,  terme  à  terme  ,  les  deux 
Biembres,  on  parviendra  aux  relations -suivantes  entre  les  coef- 
ficients P,  Q,  R,...,  T,  U,  et  les  racines  a,  by  c,...,  X,  /,  de 
k  proposée ,  savoir  : 

'-a  —  h  —  c...  —  / — /  =  P,    ou     a-h  b-hc.,.-i-A-i-i= — P; 

ab  4-  //c  4-  ...  -h  X/ =  -f-Q; 
—  abc  —  abd.,.  —  iAl  =  R,   ou    abc  -+-  abd  ,..  -\-  iAi  =  —  R , 

±Labcd,..  Al  =  \J,       ou       abcd. ,  ,  Al  =  ±:V. 

[On  a  placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation,  parce  que 
le  produit  — «X  —  b>C—c,,.'X  —  /est -h  ou—  abcd.,,  //, 
suivant  que  l'équation  est  de  degré  pair  ou  de  degré  impair.) 

Donc  y  i**.  La  somme  algébrique  des  racines,  prises  en  signes 
contraires ,  est  égale  au  coefficient  ilu  second  terme  ;  ou  bien ,  la 
somme  algébrique  des  racines,  prises  avec  leurs  signes,  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe  contraire. 

2*.  Lm  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines ,  prises  avec 
iturs  signes  ,  est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme. 

3**.  La  somme  des  produits  trois  à  trots  des  racines,  prises  en 
lignes  contraires,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  ou 
bien ,  la  somme  des  produits  trois  à  trois  tles  racines, prises  avec  leurs 
%nes,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe 
f^ntraire. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  Le  produit  de  toutes  les  racines ,  prises  en  signes  con- 
traires, est  égal  au  dernier  terme;  ou  bien,  le  produit  de  toutes 
i*i  racines ,  prises  avec  leurs  signes,  est  égal  au  dernier  terme  de 
Alg.  B.,  io«  éd.  26 
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l'équation,  pris  avec  son  signe,  si  l'équation  est  de  degré  pair,  a 
avec  un  signe  contraire,  si  l'équation  est  de  degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n^  98 ,  par  rapport  aux  équations  du 
second  degré ,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui  Tien- 
nent d*étre  établies,  he  dernier  terme ,  prb  avec  son  signe  dan! 
ces  équations ,  est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes,  parce 
que  l'équation  est  de  degré  pair. 

iV.  B,  —  On  a  supposé  ,  dans  tout  ce  qui  précède ,  le  coefBcieol 
du  premier  terme  égal  à  l'unité.  S'il  en  était  autrement ,  il  faudrait , 
avant  d'établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les 
racines ,  diviser  toute  Téquation  par  ce  coeilEcient. 

S45.  C'est  ici  le  lieu  d'établir  deux  propositions  dont  nous  au- 
rons plus  d^me  fois  à  faire  usage  par  la  suite. 
Soit  l'équation  la  plus  générale  du  m'*^  degré, 

-h  Tx  -h  U  =  o  ; 

A,B,...,  H,  K,...,  N,P,...,  T,  U,  étant  des  quantités  algébri- 
ques quelconques.  (  Le  terme  No:"  a  n  termes  après  lui ,  et  le  ternie 
Kr"-"  en  a  /î  avant  lui.  ) 

Cela  posé ,  il  peut  arriver  que  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  les  données  qui  ont  conduit  à  l'équation  proposée  anéantis- 
sent 9  soit  les  n  derniers  termes ,  à  partir  du  terme  Px*~*  jusqu'à 
la  fin ,  soit  les  n  premiers  termes ,  jusqu'au  terme  Hop"-*^'  inclu- 
sivement. Or  je  dis  que,  daks  le  pekhiea  cas,  l'équation  a  an 
nombre  n  de  racines  nulles^  et  que,  dans  le  secoitd,  elle  a  un\ 
nombre  n  de  racines  infinies. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  l'équation  prenant  alors  la  forme 

**  (Ajr-^* -h  Er— — '  4- . .  .-t- N)  =  G, 

on  peut  y  satisfaire  en  posant 

soit     jr"  =  o,     soit     Aa:*-"  4-Rr*-"-' -4-. .  .-+-N  =  o; 

or  la  première  hypothèse  donne  n  racines  néoessairemeDC  wnes  | 
/  n^  959) ,  et  la  seconde  {m  —  n)  racines  qui  peuvent  être  ifoeJ- 
conques. 
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Quant  au    second  cas,    faisons,   comme  au   n"  lOft,  x  =z - 

y 

dans  Inéquation  proposée. 
Il  vient 9  après  la  disparition  des  dénominateurs, 

équation  dont  les  n  derniers  coefficients  sont ,  par  hypothèse ,  égaun 
à  zéro ,  et  qui  a  par  conséquent  n  racines  nulles  ;  donc ,  à  cause  de 

la  relation  x  =  -  9  l'équation  proposée  a  n  racines  infinies. 

THiORlB   COMPLÈTE    DU    PLUS    GRAND    COMMUN    DIVISEUR. 

Introduction,  —  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes^ 
on  aperçoit  une  très-grande  analogie  entre  la  recherche  des  divi- 
seurs relatifs  du  premier  degré  d'une  fonction  entière  de  x ,  et  la 
résolution  d'une  équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété 
du  n°  250 ,  que  tout  polynôme 

Ajc-  -4-  Rr—'  -f-  Cr^»  H-  •  . .  H-  T«  4-  U 

est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  degré  en  jc  y  or,  pour 
obtenir  cette  décomposition ,  il  suffirait  d'égaler  le  polynôme  à  zéro, 
et  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  x  ;  et  réciproquement ,  si 
Ton  connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x  qui  composent 
ce  polynôme ,  on  connaîtrait  par  là  même  les  racines. 

Si  l'on  a  besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obtenir 
les  diviseurs  relatifs  d'un  polynôme ,  cela  n'est  pas  nécessaire 
pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré 
parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de  certaines 
classes  d'équations.  Ainsi ,  avant  de  pénétrer  davantage  dans  la 
théorie  des  équations,  il  est  nécessaire  que  nous  complétions  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur;  question  qui  n'a  été 
qu'ébauchée  dans  le  premier  chapitre. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de  Xj 

a6. 
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après  qilui  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  son| 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  coefficients. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

244.  I^  plus  grand  commun  diviseur  relatif  à.t  deux  fonction! 
entières  de  x  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  x ,  qui  divis 
à  la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition ,  que  quand  les  dfui 
polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur 
les  quotients  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucun  facteo 
commun  en  a:\  car,  s^il  en  existait  un,  le  produit  de  ce  facteu 
par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré  plus  élevé  en  jrqu 
ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes 

Cela  posé,  soient  dy  d\  d"  les  seuls  facteurs  du  premier degr 
en  X,  communs  à  deux  fonctions  entières,  et  supposons  qw 
n  y  Pj  q  soient  les  exposants  des  puissances  de  ces  facteurs,  coin 
munes  aux  deux  polynr.iiies.  Il  est  évident  que  le  produit  </■.</''.'/' 
est  un  diviseur  relatif  commun  aux  deux  polynômes.  Je  dis,  de  plus 
que  c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif;  car  il  résulte  di 
principe  établi  n^  254  ,  que  les  autres  diviseurs  relatifs  commun 
ne  peuvent  être  que  des  produits  2à2,3à3,...  des  diversej 
puissances  de  d,  d\  d'\  dont  les  exposants  sont  tout  an  pliij 
égaux  à/2,y^,  7. 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  premieh  principe,  i^qiN 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  entièrfW^ 
le  produit  des  plus  hautes puissamr^  de  tous  les  diviseurs  du  prr 
mier  degré  en  x ,  communes  aux  deuxpntrnâmes  ;  2"  que  tout  rf'>' 
seur  relatif  commun  à  deux  fonctions  <?/î//eï?l^"IJMMg2j**^^^ 
ment  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif 

N.  B.  —  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  di^ 
relatifs  communs,  de  même  degré,  cnjp,  que  rf"  x //>  ^. 
mais  ce  serait  (n"  251  )  en  multipliant  celui-ci  par  des  facteu 
dépendants. de  x, 

245.  Second  principe.  —  I^-  plus  grand  commun  Ht 
relatif  de  deux  fonctions   entières   est    le    même  que   rrli 


\ 


i 


UU    PLUS    GRAND    COMMUN    DIVISM'R.  4^5 

existe  entre  te  polynôme  du  plus  faible  (legrtf  vt  le  reste  de  leur 
(in'ishn,  ou,  du  moins,  il  n*(n  diffère  que  par  un  facteur  indèpen^ 
fiant  de  X, 

En  effet,  soient  A  et  B  les  deux  polynômes,  D  leur  plus  grand 
roramun  diviseur  relatif,  Q  et  R  le  quotient  et  le  reste  de  leur 
division,  D'  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B  et  de  R  ; 
on  a  Tégalité 

A  =  BxQ-hR, 
d'où  Ton  déduit,  en  divisant  alternativement  par  D  et  D', 
A_BQ       R  A  —  ÇQ        ^ 

D'abord,   D  étant  diviseur  relatif  de  A  et  àe  B,  il  sVnsuit  que 
A       BQ 
^  et  —  sont  des  fonctions  entières  de  .r  ;  ainsi ,  il  doit  en  être  de 

même  de  —  '•>  c'est-à-dire  que  D  est  divisf)iir  relatif  de  B  et  de  R. 

Donc,  d'après  le  premier  principe,  D  doit  diviser  D'  qui  est  ]e 
plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  B  et  R. 

De  même,  D',  diviseur  relatif  de  B  et  de  R,  Test  aussi  de  BQ 
ftdeR,  et,  par  conséquent,  de  BQ  -4-  R,  ou  de  A.  Ainsi,  D', 
diviseur  relatif  de  A  et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  relatif  entre  A  et  B. 

Les  deux  polynômes  D  et  D'  sont  donc  réciproquement  divi- 
sibles Tun  par  l'autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  degré, 
ti,  par  conséquent  (n°  244),  qu'ils  soient  identiques  ou  ne  dif- 
L  fèrcnt  Tun  de  l'autre  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

De  ces  deux  principes  résulte  le  procodé  suivant  pour 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions 

ne  àc  ài\ 

^  d'f  >fc  l^  polynôme  du  plus  haut  degré  en  x  par  le  second;  si  la 
1rs  fî»^^**"!'^  vAi'^  exactement  y  le  second  polynôme  est  le  p,  g.  c,  d. 
—  Si  vous  obtenez  un  reste,  divisez  le  second  polynôme 
jf^lc  f  en  supposant  que  cette  division  se  fasse  exactement , 
'  luF^  ''  /^'  ^'  ^'  ^^'  ^''^''''  ^■^'  ''''•^^*"  fffi'f^^'fnf^  f'f  fc  second  poly^ 
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nômef  et ^  par  conséquent  ^  aussi  entre  les  deux poljn6mes  proposes 
—  Si  vous  obtenez  un  second  reste  ^  divisez  le  premier  reste  par  U 
second  y  et  continuez  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous  par^'\ 
niez  à  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent^  et  qui  sera 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Lorsqu^en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à  im 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  en  conclure  que  les  deux  poly- 
nômes proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu'ils  n'ad- 
mettent aucun  diviseur  commun  en  or;  car  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  divisant  (n*^!l4tf)  le  reste  de  chaque  division, 
devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant  de  x  auquel  on  est  par- 
venu y  ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n**  259)  les  modifications  que  l'on  peut,  dans  la 
pratique ,  apporter  à  ce  procédé ,  lorsqu'on  l'applique  à  une  cer- 
taine classe  de  polynômes. 

247.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun  divi- 
seur relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A,  B,Cy  £,.... 

Appelons  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B,  IV  le  p.  g.  c.  d.  entre 
D  et  G  ;  je  dis  que  D' est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A ,  B ,  C. 

En  effet ,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  G,  devant  diviser  A  et  B,  divise 
leur  p.  g.  c.  d.  D;  d'ailleurs,  il  divise  aussi  G:  ainsi  il  doit  divi- 
ser D%  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  de  G;  il  ne  peut  donc  être 
d'un  degré  plus  élevé  que  IV.  Mais  D'  est  évidemment  diviseur 
commun  aux  trois  polynômes  A,  B,  G;  donc,  enfin,  D  est  leur 
p.  g.  c.  d. 

On  prouverait  d'une  manière  analogue  que  le  p.  g.  c.  d.  D  \ 
entre  D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  G,  E  ;  et  ainsi  de 
suite. 

JV.  B.  —  Dans  les  applications ,  on  commence  par  chercher  k 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré,  puis 
entre  celui  qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus 
simple,  sous  le  rapport  du  degré;  etc.,  etc. 

248.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus 
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grand  oommun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes 
eax,  quelle  que  soit  la  nalure  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale. 

On  peut  encore  observer  que,  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne 
renferment  aucun  signe  d'extraction  de  racine,  l'application  du 
procédé  conduit  à  des  quotients  et  à  des  restes  qui  peuvent  être 
entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels. 
Ainsi ,  ie  plus  grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  parvient 
par  ce  procédé  ne  peut  être  que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

S49.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le 
premier  chapitre;  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels 
et  entiers  y  parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés 
d*an  nombre  limité  de  termes ,  comme  \es  fonctions  entières,  ils  ne 
renferment  dans  leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  divi- 
sion ou  de  l'extraction  des  racines  ;  c'est-à-dire  que  les  coefficients 
numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  qu'il  n'entre  dans  ces 
polynômes  que  des  exposants  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  èxi  facteur  ovl  diviseur  d'un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqu'il  existe  un  troisième 
polynôme  rationnel  et  entier  qui ,  multiplié  par  le  premier,  peut 
reproduire  le  second ^  et  c'est  par  le  procédé  de  la  division  algé- 
brique ordinaire  qu'on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  fac- 
teur du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  paemixe,  lorsqu'il 
n'a  pas  d'autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-même  et  l'unité 
qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière  ;  et  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers  sont  dits  premikes  sntee  eux,  lorsqu'ils 
n'admettent  aucun  facteur  commun  rationnel  et  entier,  autre  que 
l'unité. 

1US0.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons 
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comme  démontrée  la  proposition  suivante  {*):  —  Tout  poirnàrà 
premier  P  (aationkkl  et  entier)  qui  divise  exactement  le  proda^ 
A  X  B  rf<?  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers  doit  néceà 
sairement  diviser  l'un  de  ces  polynômes.  Et  voici  les  conséquenr^i 
qu'on^peiit  en  tirer  : 

Premièrement.  —  Concevons  qu*un  polynôme  rationnel  et  en 
tier  A  soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteui 
premiers  y  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers 
et  que  Von  ait 

A  =  P  .  P' .  P"  .  P*' .  . .  P(»^ 

(plusieurs  de  ces  factenrs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux 
Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée ,  qn'aucui 
polynôme  premier  /?,  différent  de  P,  P',  P",...,  P^"^,  ne  peut  divi 
ser  A;  car,  pour  diviser  A,  il  faut  que/?  divise  P  X  P'P"...P  " 
or,  s'il  est  différent  de  P,  il  ne  peut  le  diviser,  puisque  P  est  pre- 
mier, et  il  doit,  par  conséquent,  diviser  P'P"...  P(").  Par  la  méiw 
raison,  si  p  est  différent  de  P',  il  doit  diviser  P''P*'...Pi*î, 
ainsi  de  suite  ;  d'où  l'on  conclurait  que  p  doit  être  égal  au  derniei 
facteur  PC*) ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A. puisse  ren- 
fermer sont  les  facteurs  P,  P',  P", . .  . ,  Pf"),  dans  lesquels  A 
est  déjà  décomposé,  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc. 

SiSi.  Secondement.  —  Soient  A  et  fi  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire  (n*»  54  j 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux 
coefficients,  qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si 
l'on  désigne  par  A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division 
pai-  D,  on  a  {même  numéro)  A  =  A'D,  B  =  B'D,  A'  et  B'  éunt 
premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  i/,  commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  en  verlu 

(*)  ^ojet,  pour  la  démonstration,  lu  note  qui  est  à  la  fin  du  8^  cbapitrt. 
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de  la  proposition  fondamentale  (n""  StfO),  diviser  D.  Il  est  d'ailleurs 
•^vident  que  tout  facteur  premier/;  qui  divise  A  sans  diviser  B,  ou 
vice  versa  y  ne  saurait  diviser  D. 

Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  contient,  comme  facteurs,  tous  les  diviseurs  par^ 
ticuliers  communs  aux  deux  polynômes^  et  ne  peut  en  renfermer 
d'autres. 

C'est  le  premier  principe  du  n°  5iS  appliqué  li  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers. 

S5S.  TROisiiMEMENT.  —  Soicut  A  et  B  deux  polynômes  ration - 
neb  et  entiers;  d^  d'^  d'\ ...  les  facteurs  premiers  (rationnels  et 
entiers)  coinmuns  aux  deux  polynômes^  '^^  P^  7»«  •  •  les  expo- 
sants des  plus  hautes  puissances  de  ces  facteurs,  communes  aux 
deux  polynômes;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  fac- 
teurs soient  au  nombre  de  quatre.  On  a  les  deux  égalités 

A  =  d'^.d'P^d''^  .  rf'*^  A",     B  =  <^.  d'P,  d"9 .  d"'^  B", 

A  etB"  étant  premiers  entre  eux;  car,  s*il  en  était  autrement, 
c'est  que  l'on  n*aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  pre- 
miers communs. 

Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a,  en  désignant  par  D  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A  et  B , 

B  =  d''.d'P,d'''i.d"''^. 

En  effet,  il  est  évident  d'abord  que  ce  produit  d".  d'P .  d"i.  d'^' 
est  diviseur  commun  des  deux  polynômes.  De  plus,  c*est  le  plus 
grand  qu'on  puisse  obtenir,  puisque  (n^2<K))  les  autres  facteurs 
De  peuvent  être  que  les  produits  ,2à2,3à3,...  des  diverses 
puissances  de  d^  d'y  d",  d"\  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
^ux  iiny  p,  g,  r,  (C'est  la  proposition  déjà  démontrée  au  n**  M4 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif.) 

11  résulte  de  là  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne 
peuvent  avoir  qu  'un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire 
«n  seul  diviseur  commun ,  dans  lequel  les  coefficients  et  les  expo- 
sants soient  les  plus  grands  possibles  ;  tandis  que  deux  fonction» 
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entières  ont  une  infinité  de  plus  grands  communs  dioiseurs  rela- 
tifs [n'' ^kk). 

9tt3.  QuAT&iixEMBNT.  —  O/i  pcut ,  sdHS  aucun  inconvénient 
introduire  ou  supprimer,  dans  l'un  des  polynômes  A  ott  B,  tel  fac- 
teur rationnel  et  entier  que  Von  juge  à  propos,  pourvu  que  ce  fac- 
teur ne  se  trouve  pas  d^ja  dans  l'autre  polynôme.  Car  il  est  évi- 
dent que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  nouveau? 
polynômes  reste  le  même  qu'entre  les  polynômes  proposés,  puis 
qu*il  doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

254.  CiNQUiÂMEMENT.  —  Passous  à  la  démonstration  du  seconi 
principe  établi  n°  35. 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent  tou 
jours  être  supposés  tels  qu^après  les  avoir  ordonnés  par  rapport  2 
une  de  leurs  lettres  communes,  a,  et  avoir  divisé  le  polynôiw 
du  plus  haut  degré ,  A  par  exemple,  par  le 'second  B,  on  ai 
obtenu  un  quotient  entier  et  un  reste  de  même  nature ,  dans  leque 
le  plus  haut  exposant  de  a  soit  moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet,  pour  que,  dans  chacune  des  opérations  partielles, I< 
quotient  soit  fractionnaire ,  il  faut  que  le  coefficient  du  preroie] 
terme  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  dÎTi- 
sible  par  le  coefficient  à\\  premier  terme  du  diviseur  ;  et  alors  1( 
dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui 
même,  on  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  :  ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coeffi- 
cients des  autres  puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diviseur;  ov 
il  a  des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coefficients;  ou  bien  il  a, 
avec  quelques-uns  seulement ,  des  facteurs  communs  qui  n'entreai 
pas  dans  les  autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  tous  I« 
coefficients  sont  premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers ,  B  contiendrait ,  comme  facteur,  câ 
coefficient,  ou  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  n^ 
se  trouvant  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait  (n*  aiSI)  faii^ 
partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B.  Ainsi  (n«  Îi55l 
on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dans  B;  et  la  question  seraitj 
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ramenée  à  rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et 
le  résultat  B'  provenant  de  la  suppression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas ,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients 
IractionDaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement /7/v- 
micrapec  B.  Le  produit  de  A  par  ce  multiple  ayant  (n**  8^3}  avec  B 
le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui  qui  existe  entre  A 
et  B,  on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit  A^  et  sur  B,  comme 
sur  les  deux  polynômes  primitifs,  et  Ton  serait  alors  certain  d*a- 
voir  des  quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à  priori  que  les  polynômes  A  et  B 
satisfassent  à  la  condition  ci -dessus  énoncée. 

Cela  posé ,  je  dis  que  le  p,  g.  c.  d.  entre  A  etB  est  le  même  que 
^  p.  g.  c.  d.  entre  B  etR^  R  désignant  le  reste  de  leur  division 
poussée  jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B  par 
rapport  à  la  lettre  principale  a. 

£n  effet ,  soient  D  le  p.  g.  c.  fl.  entre  A  et  B ,  et  D' le  p.  g.  c,  d. 
entre  B  et  R  ;  on  a  l'égalité 

a  =  bxq-hr 

(Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers}  ;  d*où ,  divisant  d'abord 
pir  D  et  ensuite  par  D', 

A^BXQ      R  A  _BXQ       R 

D  D      "^  D      ^      D'  ""     D'  D'  ' 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent  :  i**.  —  Que  D  divisant 
A,  B,  et,  par  conséquent,  B  X  Q,  divise  aussi  R;  ainsi  D,  divi- 
seur cooimun  de  B,  R,  divise  (n°  !&5i  )  D%  qui  est  le  p.  g.  c.  d. 
de  B  et  de  R. 

a'».  — .  Que  D' divisant  R ,  B ,  et,  par  conséquent ,  B  X  Q,  divise 
aussi  A;  ainsi  D',  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D,  qui  est  le 
;'.  g.  c.  d.  entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  IV,  divisés  réciproquement  l'un  par  l'autre,  doi- 
vent donner  des  quotients  entiers,  ces  quotients  ne  peuvent  être 
que  l'unité  ;  et  l'on  a 

D  =  D'. 

C.  Q.  F,  />. 
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îtt».  Il  nous  reste  encoi-e  à  faire  une  remarque  propre  à  nou^ 
guider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposoni 
ordonné  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  y  entrent ,  a  )vii 
exemple. 

Si  ce  polynôme  n'est  pas  premier  (n°  MÔ),  c'est-à-dire  s'il 
est  dccomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être 
regardé  comme  le  produit  de  trois  facteurs  principaux,  savoir  : 

1®.  Tfiin  monôme  A,  commun  k  tous  les  termes  de  A  (ce  facteiii 
se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  toi» 
les  coefficients  numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteun 
littéraux  communs  à  tous  les  termes)  ; 

2°.  D'a/i  polynôme  A,  indépendant  de  a ,  lequel  doit  (n*  30)  « 
trouver  facteur  commun  à  tous  les  coefficients  des  diverses  pui» 
sances  de  a  dans  les  polynômes  ordonnés  ; 

3".  D'tt/ï  polynôme  As  dépendant  de  o,  et  dans  lequel  l« 
coefficients  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers  entre  eux 
(  n"  2i54) ,  en  sorte  que  Ton  a    • 

A  =  A|  >^  Aj  X  Aj. 

Quelquefois^  Tundes  facteurs  A,,  Aj,  ou  tous  les  deux,  ^ 
réduisent  à  Tunité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  gt^DC- 
raie  d'un  polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  par  rapport  à  <^/. 

Il  résulte  de  là  que,  quand  il  existe  un  plus  grand  cominur 
diviseur  D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B,  oo 
a  également 

D  =  D,  .D,.D,, 

D|  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  D,  le  pins 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  commune  (t,<^ 
Dj  le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 
Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D,.  * 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monôme  A,  commun  à  tons  ic> 
termes  de  A.  Ce  facteur  est,  en  général ,  composé  de  facteurs  liii»'- 
raux  qui  se  découvrent  à  la  simple  inspection  des  termes,  p"!" 
d'un  coefticient  numérique  que  l'on  obtient  en  appliquant  .iu\ 
divers  coorficienls  numériques  do  A  lo  procédé  établi  en  Jn'tfim' 
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liffue  (n^  152)  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nom- 
hns  à  la  fois. 

On  chercht  de  même  le  facteur  monôme  B,  cfjmmun  à  tous  les 
^trmes  de  B;  puis  on  détermine  le  plus  grand  diviseur  Dj  commun 
fi  A,  et  B,. 

Ce  diviseur  D|  est  mis  à  part,  comme  formant  le  ])remier  fac- 
teur du  commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d'ailleurs  les/iac- 
leurs  A,  et  B,  dans  les  deux  polynômes  proposés';  et  la  question  est 
ninenée  à  chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nouveaux  polynômes 
A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme.  C'est  donc  à  deux 
polynômes  de  cette  espèce  qu'il  convient  d'appliquer  le  procédé 
dont  nous  allons  donner  le  développement. 

P recédé  du  plus  grand  commun  diviseur. 

256.  Il  peut  se  présenter  plusieura  circonstances,  eu  égard  au 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  renferment. 

I". ..  .    A'    et  B'   NE    RENFERMANT    QU'uNE    SEULE    LETTRE  O, 

Si  l'on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à  a ,  les  coefficients  seront 
nécessairement /?/rm/rr5  entre  eux,  puisqu'ils  sont  numériques,  et 
qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi ,  dans  ce  cas,  il  n'y 
a  iieu  à  rechercher  que  le  pins  grand  facteur  commun  dépendant 
«le  a ,  savoir  D^  (n"  25»). 

Pour  l'obtenir,  on  commence  (n°2M)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  haut  degré ,  de  manière  que  son  premier  terme  soit 
exactement  divisible  par  le  premier  ter  me  du  diviseur.  Cette  pré- 
paration consiste  à  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  du 
premier  terme  du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de  ce  coefficient ,  ou 
n"  36)  par  une  certaine  puissance  de  ce  coefficient  y  afin  de  pou- 
voir exécuter  plusieurs  opérations  de  suite  sans  nouvelles  prépa- 
rations. 

On  effectue  alors  la  division ,  et  l'on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce 
'ju'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible  degré  que  le  polynôme  qui  a 
^rni  de  fliviseur. 

On  cherche  si ,  entre  les  coefficients  de  ce  reste  (qui  ne  peuvent 
ftre  que  des  nombres),  il  n'existerait  pas  un  facteur  commun  qu'on 
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aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  pouvant  faire  partie  éi 
p.  g.  c.  d.  cherché;  après  quoi,  on  opère  sur  le  second  poljnàmi 
et  sur  le  reste,  comme  on  a  opéré  sur  les  deux  polynômes  A.'  et  B' 
On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  par 
venu  à  un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent,  auquel  cas  o 
reste  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  Dj  qui  existe  entre  A'  et  B';  e 
D,  X  D3  exprime  alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B  ;  ou  bien ,  ;«* 
qu'à  ceqtCon  trouve  un  reste  indépendant  de  a ,  c'est-à-dire  numt 
rique;  et  c'est  un  signe  certain  que  les  deux  polynômes  A'  ft  I 
sont  premiers  entre  eux, 

2**..  .  .  A'  ET  B'  RENFERMANT  DEUX  LETTRES  a  ^X.  b . 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à  a ,  il  fau 
d'abord  procéder  à  la  recherche  du  factenr  polynôme  D2  indèpoi- 
</a/ir^ea(n«81Stf). 

Pour  cela,  on  commence  par  tléterminer  le  plus  grand  commuA 
diviseur  \  2  entre  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  i 
dans  le  polynôme  A!.  Ce  commun  diviseur  s'obtient  en  appliqaanl 
le  procédé  (n°  &47  )  relatif  à  la  recherche  do  p.  g.  c.  d.  entre  plu 
sieurs  polynômes  à  la  fois ,  ainsi  que  la  règle  qui  a  été  établie  dam 
le  cas  précédent,  puisque  ces  coefficients  ne  renferment  qae  b 
seule  lettre  b.  On  détermine  de  même  le  plus  grand  commun  di^h 
seur  Bi  entre  tous  les  coefficients  de  B'.  Comparant  ensuite  A»  et  Bî, 
on  met  à  part  leur  plus  grand  commun  diviseur  D, ,  comme  faisant 
partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché  ;  et  l'on  supprime  dailleurs  les  fac^ 
tcurs  A3  et  B2  dans  A!  et  B';  ce  qui  donne  lieu  à  deux  nouveaat 
polynômes  A!'  et  B''  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  mx, 
et  auxquels  on  peut,  par  conséquent,  appliquer  ce  qui  a  étédtf 
dans  le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  le  soin ,  pour  chaque  reste,  de  s'assurer 
si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a  ne  renferment 
pas  un  facteur  commun ,  qu'on  supp)ynerait  alors  corame  étant 
étranger  au  commun  diviseur.  Nous  avilis  déjà  fait  voir  (  n*  58' 
que  ces  suppressions  sont  absolument  indiV^ensahles. 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B''  le  commun >iiviseur  Dsî  et  pui 
ies  deux  po^nômes  A  et  B ,  le  p.  g.  c.  d.  est  D,^  ^2  X  Dj- 

\ 
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iV.  B.  —  En  appliquant  à  A"  et  B"  le  procédé  indiqué  dans  le 
premier  cas,  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux,  à  ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste,  soit  numé- 
rique, soit  fonction  de  b,  mais  indépendant  de  ^,  Alors  A  etB 
n'ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  D,  X  Dj. 

3". .  .  .  A'  ET  B'  esuferhant  trois  lettres  a ,  6 ,  c. 

Les  deux  polynômes  éUnt  ordonnes  par  rapport  à  /?,  o/î  déter- 
mine d*abord  le  p.  g,  c.  d.  indépendant  de  b  y  ce  qui  se  fait  en 
appliquant  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a ,  dans  les 
deux  polynômes,  le  procédé  du  n*>  M7  et  la  règle  du  second  cas, 
puisque  ces  coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
leitres  b ,  c. 

Le  polynôme  indépendant  Dj  étant  ainsi  mis  en  évidence,  et 
ks  facteurs  A,  et  B,  qui  Vont  donné,  étant  supprimés  dans  M 
et  B%  il  en  résulte  deux  polynômes  A"  et  B"  dont  les  coefficients 
^nt  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut,  par  conséquent, 
appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les  deux  cas  précédents. 

£t  ainsi  de  suite.  ' 

Rous  engageons  les  jeunes  gens  à  se  pénétrer  du  procédé  que 
nous  venons  d'établir,  et  à  tâcher  d'en  bien  saisir  Fesprit. 

^ous  allons  en  faire  l'application  à  quelques  exemples. 

2S7.  Soient  les  deux  polynômes 

a^rfî  — cV  — û'c'  4-r<,     et     4«'^—  2  «c' -f- 2  c^  —  4  ac</. 

L«  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo- 
nôme :  ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à  dj  on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(a*  —  c^)d^ — a^c^-+-c*,     et     (2  a'  —  iiac)d  —  ac' -f- c*. 

Il  £iut  d'abord  procéder  à  la  recherche  du  commun  diviseur 
indépendant  de  la  lettre  d. 

Or,  si  l'on  considère  les  coefficients  a'  —  c*  et  —  a'c'  4-  r<,  du 
premier  polynôme,  on  observe  que  —  a'c'  -4-  ^  peut  se  mettre 
sons  la  forme  —  c*  (a'  —  c') ,  d'où  Ton  voit  que  a^  —  c*  est  lao- 
teur  commun  entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De 
nwne ,  les  coefficients  du  second ,    2  n^  —  a  «c  et  —  «c*  4-  c*, 
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reviennent  à  a  «  {a  —  c)  et  —  c'  {a  —  c;  ;  donc  a  —  c  est  facteiii 
l'oninum  entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteui-s  a^  —  c*  et  a  —  c 
Comme  ce  dernier  divise  l'autre,  il  sVnsuit  que  a —  c  est  m 
facteur  commun  aux  deux  polynômes  proposes  ;  et  rV.c/  /e  ph 
grand  diviseur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d'ailleurs  «'  —  c' dans  le  premier  polynôme,  e 
a  —  c  dans  le  second  ;  on  obtient  pour  les  résultats  de  celte  siip 
pression ,  d^  —  c^  et  2  £7^  —  (•%  polynômes  auxquels  il  faut  appli 
quer  le  procédé  ordinaire. 

d^  —  c'        l^ad  —  c' 


-h  ^ac^d  —  ^a^c^ 

^^a^c-  H-r*. 

Explication.  —  Apres  avoir  multiplie  le  dividende  par  4  ^  ^ 
et  effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  resti 

—  4^*'^'  "^  ^S  polynôme  indépendant  de  la  lettre  prindpaJe  r/j 
donc  les  deux  polynômes  d^  —  c' et  7.ad  —  c^  sont  pr^mier^ 
entre  eux.  Ainsi ,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynôme 
proposés  est  a  —  c. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à  a 
Il  vient,  après  la  suppression  du  facteur  2  dans  le  second  p<^»l5- 
nôme, 

(1/*—  c')a*  —  c'rf'  -f-  r%     et     7.da"  —  (2Cé/-f- r*)« -f- r  . 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  faciU- 
ment  que  les  coefBcients  des  diverses  puissances  de  a  sont  prt^-| 
miers  entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme,  on  observe  quel 
le  coefficient  —  c'//*  -f-  c*  du  second  terme,  ou  de  «*»,  revient  j 

—  r' (r/*  —  c'),  d*où  il  suit  que  r/*  —  c'  est  facteur  commun 
aux  deux  coefficients;  et  comme  ce  facteur  n'entre  pas  dans  le 
second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  premier  sans  en 
tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie  du  commun 
diviseur. 

Opérant  celte  suppression ,  puis  prenant  le  second  (lolynômt; 
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|xmr  dividende  et  le  premier  pour  diviseur  (afin  d'éviter  la  pré- 
paration), on  a 


2  da}  —  7.cd 

—  c- 


2d 


Reste —  2cd\a  -h  2d€^ 


—  c'        \       -hC'         * 


ou  bien , .  .  .   a  —  c, 
en  supprimant  le  facteur  commun  —  2cd  —  c')  ; 


a^  —  c^  ta 


•  ac  —  c^  ]a 


ExpUcatioR.  —  Après  avoir  eifectué  la  première  division ,  on 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  2cd  —  c'  dans  ses 
deux  coefficients;  car  2</c^  -f-  c*  =  —  c  ( —  ncd  —  c').  Ce  fac- 
teur étant  supprimé,  le  reste  se  réduit  k  a  —  c,  polynôme  qui 
divise  exactement  à*  —  c'. 

Donc  a  —  c  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Les  commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple 
€n  ordonnant  par  rapport  à  c. 

SJS8.  11  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on  peut 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le 
procédé  général  ;  c'est  celui  oii  Vun  des  deux  polynômes  renferme 
me  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  Vauttv. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun 
difisenr  doit  être  indépendant  de  la  lettre  ,  il  s'ensuit  que,  si  Ton 
ordonne  par  rapport  à  cette  lettre  le  polynôme  qui  la  renferme, 
U  plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le  même  que  celui 
ifui  existe  entre  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre 
ordonnatrice  et  le  second  polynôme,  lequel  y  par  hypothèse ,  en  est 
indépendant. 

A  la  vérité ,  on  sera  conduit ,  par  ce  moyen ,  à  déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  pol3fiiôme8;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les 
Alg.  B.i  io«  éd.  a; 
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polynômes  proposés.  Souvent  même  il  arrive  que  quelques-u 
des  coefficients  du  polynôme  ordonné  sont  des  monôœes,  c 
bien  on  reconnaît ,  à  leur  seule  inspection ,  qu  ils  sout  preisK 
entre  eux  ;  et ,  dans  ce  cas ,  on  est  certain  que  les  polynômes  pr 
posés  sont  aussi  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n»  287,  traité  par  le  premier  movn 
après  avoir  supprimé  le  facteur  a  —  c  commun  aux  deux  poH 
nômes,  ce  qui  a  donné  pour  résultats, 

f/-  —  c'     et     lad  —  c% 

ou  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynoin 
sont  premiers  entre  eux;  car  le  second  renfermant  la  lettre  a  q 
n^eutre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  di 
que  le  plus  {^rand  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  leicoell 
cients  2  rf  et  —  c-  :  or  ces  deux  ({nantîtes  sont  évidemment  pr< 
jnières entre  elles;  donc,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  J» 
dewx  polynômes 

3  bcq  -f-  3o  mp  4-  1 8  ^  -h  5  mpqt 
et  4  "^h  —  ^'^JS  -+-  24  ad  —  7  fgq- 

Comme  r/  est  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes  qf 
d'ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes),  on  po«r« 
les  ordonner  par  rapport  à  cette  lettre,  et  suivre  le  procède  o 
naire.  Mais  observons  que  b  se  trouve  dajgçiHiBreajier  polYD^^aH 
et  non  dans  le  second  ;  donc  ,  si  Ton  ■81^nneJ^J?"'^^'  P""'  ""^ 
port  à  ^,  ce  qui  donne  \ 

(3^7  4-  18  r}Z,^3o ////>  + 5  w;../, 
on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  mêil  ^^^ 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coeffici^ 
3ry  4-  i8r,      3ow/*  4-  Smp,j.  j 

Or  le  premier  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  /. 
3r(^4-6),  et  Tautre  revient  à  5////;  (y  4.  6);  d*où  il  ^\ 
q  4--6  est  le  seul  facteur  commun  à  ces  deux  coeflfirients.  // 


i 
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alursde  voir  .si  7  -H  ^,  «lui  est  un  diviseur  premier,  est  facteur  du 
second  polynôme. 
Or  ce  |)olynoine ,  ordonné  par  rapport  à  q ,  revient  à 

(4  ûJ  —  7  /^)  ^  —  4a/^  -h  24  «'^i 

ft comme  la  seconde  partie  '^^ad — 4^^^*  ^g**®  ^  6  (4«rf —  'jfg  ^ 
il  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  ^/  -h  6,  et  donne  pour 
quotient  4  od  —  '^fg' 

Donc  y  enfin  ,  </  +  6  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  proposes. 
\ 
i    9tt9.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement 

Etre  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui 
iplus  grand  commun  diviseur  ordinaire ^  en  traitant  successivtf- 
înt  par  les  deux  procédés  un  exemple  dans  ]e(|uel  les  deux  poly- 
'iN'»mes  sont  >  non -seulement  entiers  par  rapport  à  jc ,  mais  encore 
îfar  rapport  aux  autres  nombres  qui  y  entrent;  parce  que,  dans  la 
^«liie ,  nous  aurons  à  opérer  sur  beaucoup  d^exemples  de  ce  genre. 
:    Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6  x*  —  ^x^  —  1 1  X'  —  3 ^*  —  3  X  —  I  , 
cr  4-^'  -^  '^'^'  ~"  '^-^^  ^  3j.'  —  5. 

I        Tarleau  des  Calcids par  le  procédé  du  jj.  g.  r,  d,  relatif. 


\ 


—  4x«  —  nie—  3jr'  — 3x—  I  j4>i*  -h  XX  ~  i8.r^-|-3x 


K  .  /•  ï5      ,  C)  :    3  , 

i  '  22^24 


'l 


3q    .       „            3q          3q 
-f-  ~  j:  —  39^-  -f-  -f  X /  : 


-^    2:r'   --    i8a:^   -h    3x  -  5  j  ^.t    -  39 .z-  -+--/?  r  - -^ 

f/j^/'l (  2 ^         4 4^ 

iioj[r —  20 x^  -f-  5x  —  5  1  ^--c  -h  _ 

j  39  39 


o. 

où. 
•ients. 


ii  *'!     ^^  _  3cx'  +  ^  ^  -  ^^  est  le  /..  g. ...  U. 


2 


7- 
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Tableau  des  Opt^rations  par  la  méthode  ordinaire, 
!°.   Multiplication  par  \(à.  j 


—  1 1 2  r'  4-  256  x^  —  1 20  x'  -h  72  JT  —  16  )  24  X  —  28 

Reste  +  3 1 2  r^ — 624  x'-+- 1 56  x  —  1 56 

ou  bien ,  2  x^  —  4  '^'  ■+  -^  —  *  • 

2".  4x'    -h    2X'    —     l8x'    -+-     3x    —     5    i    2je  — 4x'-hX-  » 

-hiox*  —  20 x'  -h   5x   —  5  t  2x  -f-5 
o. 

Donc       2x*  —  4*^'  "+"  -^  —  "     ^*'  \e p.  ^.  c.  d. 

En  appliquant  le  procôdé  du  n"  246  sans  faire  aucune  pivfM 
ration ,  on  parvient ,  comme  on  le  vojt  dans  le  premier  des  deni 
tableaux  de  calcul ,  au  résuUat 

2  -^4  4 

tandis  que  si  Ton  suit  le  procédé  du  n"  2i>6  avec  loules  ses  imili 
fi(  ations  ,  on  obtient 

2  .ir'  —  4  ■'^'  "+"  ■'^  —  * 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 
Or  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  *|ue  par  le  larien 

^9  qui  est  commun  à  tous  les  termes  de  celui-ci,  et  que  H»* 

peut  mettre  en  évidence. 

D'où  Ton  voit  que  Teffet  produit  par  Tupplication  du  proc^xl» 
sans  préparation  est  de  donner  le  plus  ^rand  commun  div 
ordinaire  qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  supp^ 
rationnels  et  entiers)-,  de  le  donner,  dis- je,  embarrassé  de /ûf^<" 
étrangers,  mais  indépendants  àe  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite ,  le  principal  objei 
qu'on  se  propose  dans  la  détermination  du  plus  grand  conin)"' 
diviseur  de  deux  fonctions  entières,  est  de  l'égaler  à  zéro  poun»' 
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lirtr  les  valeurs  de  la  lettre  principale  :  on  conçoit  donc  c|iu»  fin- 
rrociuction  de  ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en 
aucune  manière,  influer  sur  les  racines  de  Téquation  obtenue, 
puisque  ces  facteurs,  étant  indépendants  de  la  lettre  principale, 
peuvent  toujours  être  supprimés  dans  celle  équation. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout  à  fait  indifférent  d'employer  ou  de 
ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu'on  les  emploie ,  c'est 
vnlement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

5oiis  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
e\empl€S  suivants  : 

^    l         j:*  -h     4-^  —     3x*  —  i6t^  -f-  Il  x'  -i-   I2.r  —  9, 
(     6j:*  -h  20J:'  —   I2X'  —  ^S.r*  -h  ^.ix    -f-  12; 

|j.  g.   c.   d.     simplifié   =       x^ -4-        .r^ —     5.r  -|-     3. 

(    ^OJC^  —  12X*  H-  i6.r*  —  i5x^  -h  i4-^'  ~'ï5  r  -f-  4? 
'  )    iSjt*  —    9 jc^  -h  47-»'  —  21  .1^   4-  28; 

f».  g-   c.    d.  simplifié.  =    5x^  —     3x  -\-    4* 

f^  II.  —   T*rnnsJormations  rfcs  équations,  —  Première 
partie  de  rElimination. 

Xons  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prin- 
cipales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution 
'l'une  équation  donnée ,  à  celle  d'une  antre  équation  plus  facile  ;i 
frai  ter. 

PREMIKllE    TRANSFORMATION. 

%60.  Évanouissement  du  second  terme  de  toute  équation^ 
On  conçoit  qu'une  équation  d'un  degré  donné  est  d'autant  plus 
aisée  à  résoudre,  qu'elle  renferme  moins  de  puissances  de  l'in- 
ronnue  ;  c'est  ainsi  que  l'équation  x?  z=  q  donne  sur-le-champ 
r  =:rt:  v^7,  tandis  que  l'équation  complète  x^  -\-px  =  73  be- 
soin d'une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée  ,  on  peut  toujours  , 
,K\\  moyen  d'une  transformation  convenable ,  ramener  sa  rèsoliv- 
iion  à  celle  d'une  autre  équation  privée  do  second  terme. 
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par  conséquent ,  on  obtient  pour  les  deux  valeurs  de  x  correspond 


dantes, 


-?*v/f 


S6I.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut  de- 
mander que  Téquation  soit  privée  du  troisième ,  du  quatrième , . . .  ; 
il  suffit  pour  c«la  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de  w*~',  «•— », . . . . 
Par  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme ,  on  posera,  dan> 
l'équation  transformée  ci-dessus , 

'2-h(/w  — i)Pjc'h-Q  =  o, 


2 

d'où  l'on  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacune,  substituer 
dans  la  transformée ,  la  réduif  a  à  la  forme 

M"  4-  P'«*-'  -f-  R'm"-*  -h  . .  .  4-  T'm-  U'  =  o. 

Au  delà  du  troisième  terme ,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x';  ainsi, 
pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à  résoudre 
l'équation 

jt'™  +  Px'*-'  -4-  .  .  .  4-  Tx'  H-ll  =  o , 

qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a  rem- 
placé X  par  x'. 

p 
Il  peut  arriver  que  la  valeur  x'  = »  qui  (n*»  260)  fait  dis- 
paraître le  second  terme ,  donne  également  lieu  à  la  disparition 
du  troisième  ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  exemple ,  pour  que 
le  second  terme  et  le  troisième  disparaissent  à  la  fois ,  il  faut  que 

P 

l'équation  x'  = puisse  s'accorder  avec  celle-ci  : 

m 

m ^i  H-  (  //i  —  I  )  py  4-  Q  =  o. 

■  1»  P 

Or,  SI  1  on  remplace,  dans  cette  dernière ,  x*  par ,  il  vient 

m 

w  —  I     P»  ^     P' 
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Ainsi ,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coefficients  P  et  Q  »  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à 
relie  du  troisième. 

862,  Remarque  sur  la  transformation  précédente,  —  Loi  dk 

rORMATIOn    DES    POLYNOMES    DÉRIVÉS. 

La  relation  x  =  «  +  x\  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les 
deux  nnméros  qui  précèdent ,  indique  que  les  racines  de  la  trans- 
formée sont  égales  à  celles  de  la  proposée ,  diminuées  ou  augmon- 
lees  d^une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans 
^calcul ,  comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  ensuite  fixée 
de  manière  à  remplir  une  condition  donnée;  tantôt  c*est  un  nombre 
particulier  et  donné  à  priori  ^  qui  exprime  une  différence  constante 
entre  les  racines  d'une  première  équation  et  celles  d*une  autre 
équation  que  Ton  veut  former. 

La  transformation  qui  consiste  à  remplacer  x  par  a  4-  y  dans 
une  équation  est  d'un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des 
f'qaations.  Or  il  existe  un  moyen  assez  simple  d'obtenir,  dans  la 
pratique,  la  transformée  qui  résuite  de  cette  substitution. 

Pour  cela ,  intervertissons  Tordre  des  termes  dans  «  H-  x'  ; 
cesl-à-dîre  remplaçons  x  par  x'  4-  w  dans  l'équation 

4*  4- Par"-' -h  Q-r"^' +  Rj^""' -+- .    .  -h  Tx -h  U  =  o; 

'm  trouve,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
''âJices  ascendantes  de  a , 


^''-hinx'*-' 
1- 


H-  [m  -  i) 


2 

2 


Px'- 


-f-  (W  —  2) 


['n  -  3) 


Qx" 


a'-t-...-f-«'"==o 


Si  l'on  fait  attention  à  la  manière  dont  se  composent  les  coefïi- 
ncntsdes  diverses  puissances  de  m,  on  verra  c|ue 
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i*.  Le  coefficient  de  ii®  n'est  autre  chose  que  le  premier  memhf 
X  de  la  proposée  y  dans  lequel  on  a  remplacé  x  par  jj , 

Nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient  par  X'. 

2".  Le  cordent  de  n'  se  forme  au  moyen  du  précédent  ^ 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  l'exposant  de  3 
dans  ce  terme ,  et  diminuant  cet  exposant  d'une  unité.  Nous  a\\ 
pellerons  Y'  ce  coefficient. 

3°.  Le  coefficient  de  u'  se  forme  au  moyen  de  Y',  m  muitipltan 
chacun  des  termes  de  X'  par  l'exposant  de  x'  dans  ce  terme ,  dn*i 
sont  le  produit  par  2,  et  diminuant  ensuite  V exposant  de  x'  d'am 

Z' 

unité.  Si  Ton  appelle  —  ce  coefficient ,  il  est  clair  que  Z'  se  forfw 
2 

au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X'  ;  et  ains 
de  suite. 

En  général ,  un  coefficient  de  rang  quelconque  y  dans  la  transfor- 
mée ci-dessus,  se  forme  au  moyen  du  précédent ,  en  maittpliant 
chacun  des  termes  de  celui-ci  par  l'exposant  de  x'  flans  ce  termr^ 
divisant  le  produit  par  le  nombre  des  coefficients  qui  précétlentcelttf 
que  Von  considère,    et  diminuant  ensuite  l* exposant  de  x'  d*unr 

unité. 

2/       y 
Celte  loi ,  d'après  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  —  ?  — -  1  ♦  • 

dérivent  les  uns  des  autres,  est  évidemment  une  consequeiuv 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  «lu 
binôme  {voyez  n**  149). 

I-es  expressions  Y',  Z',  V,  W',.  .  .  sont  appelées  les  poly- 
nômes dérivés  de  X' ,  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  dr  Y  | 
comme  Y'  dérive  de  X';  V  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  d<^ 
Y';....  et  ainsi  de  suite.  Y'  est  dit  le  premier  polynôme  déricé^  Z 
le  second,..,,  ;  rappelons-nous  d'ailleurs  que  X'  n'est  autre  rhosr 
que  le  premier  membre  X  de  la  proposée,  dans  lequel  on  a  rem- 
placé X  par  .7/. 

^-  ^'  —-  On  a  supposé  le  coefiicient  du  premier  tenne  de  la 
proposée  égal  à  i  :  s'il  était  tout  autre,  la  loi  de  formation  d«s 
coefficients  de  la  transformée  serait  absolument  la  même  ;  ri  le 
coefficient  de  //"•  seiail  égal  à  celui  de  j-^. 
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Stô.  Pour  faire  connaître  l'usage  de  celte  loi  dans  la  pratique , 
proposons-nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  ternie 

•l^"  l'équation       x*  —  124-'  -h  17  x'  —  gx  -f-  7  =  o. 

Il  faot,  d'après  la  règle  du  n°  «60,  poser     jc^n-j-^,     ou 

4 
i-_3-H«,     ce  qui   donnera    une    transformée    du   quatrième 
dtgrp  et  de  la  forme 

Z'  V 

X'  -h  Y'w-f w^H ^  w'-h  w<z=o: 

a  2.3 

H lout  se  réduit  à  calculer  X',  Y',  — •  -^. 

2       2.3 

'>r  on  a,  on  vertu  de  la  loi  précédente, 

~     .^'— ï2.(3y-f-i7.(3}'— 9.(3)' H^7,      ou       X'=—  110; 
=  4.(3)  -36.  (3;^ -h  34.(3)' -9,         ou y   =--123; 

=  6(3)^-36.  (3)' 4-17 1^    =-    37; 

1=4.  j3j'  —  12 * Q. 

2    3 

•"Osi,  la  transformée  devient     w'  —  37  m^  —  i23  w  —  110  =  o. 

Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

4.1*^  —  5x^  -^  "jT  —  9  =  0 

'Il  iinif  antre  dont  les  racines  surpassent  de  V unité  chacune  des. 
f^fines  de  la  proposée. 

l*»sons  la  relation      w  =  .r  -i-  1  ;      il  en  résulte     x  =  //  —  1 , 

''^^ui donne  la  transformée     X'  -h  Y' //  -4-  ~  «»  -^  4w^  =  o. 

2  ^ 

""  4.  (-  ip  -^    5..  {—  lY  H-  7  .  (—  i)'  —  9,  ou  bien   X'    =  —  25; 
-»^.(--i,^_  ,o.(-i)'-|-7 * Y'    =      29i 

'    -    ^ à    =-'7' 

-       4, 


i^   ^ •       _  ^ 


2.3 


428  APPLICATIONS. 

Ainsi ,  la  transformée  devient       4  "'  —  1 7  «'  -h  ï9tt  —  25  =  0. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

Faire  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations 

I*» x* — 10**-+-      7x^-1-      ^x  —    9  =  0. 

(Résultat  :         w*  —  33  «'  —  1  i8a'  —  iSaw  —  73  =  o.) 
2*» 3x^4- 1 5  x' -h    a5x —      3    =:o. 

(  Résultat  :      3  «^  -^  —  =:  o.  ]  [  royez  n«  26i .] 

Transformer  l'équation  3x*  —  i3x*-î-7x'  —  8x  —  g  =  or'' 
une  autre  dont  les  racines    soient  plus  petites   que  chacun f  df> 

racines  de  la  proposée,  de  la  fraction  -• 

{^Résultat:     3//*  —  91*^  —  4  a' «  — -A  =  q.  ) 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  foriuatior. 
des  poljrndmes  dérivés .  I 

264.  Ces  polynômes  jouissent  d*une  propriété  très-rcmarquabi-  I 
que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à  présent. 

Soient  X  =  o     ou     x"  -h  Px*""*  -h  Qx"-'  -h  ...;:=;  o 

une  équation  proposée,  et  a,  6,  r, ...,/,  les  /7i  racines  de  iritt 
équation;  on  a  (n°  dtf4)  Téquation  identique 

jcm  ^  p^--.  -f-  .  .  .  =  (x  ~  aUx  —  6)(X  —  f)  .  .  .  IX  -  /'•• 

Cela  posé,  remplaçons  x  par   x'-h  «,  ou  plutôt  par  x  ♦^ - 
(pour  éviter  les  accents);  il  vient 

(x  -h  «)«  -h  P(x  -h  «)"*"'  -^ .  .  .  =  (x  -h  w  —  fl)  (x  -h  a  —  ^). .  .. 

ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre  Tordre  des  ternies, et 
regardant  chacun  des  binômes  x  —  a,  x  —  6, . .  .  comme  n 
seule  quantité , 

(x  +  «)•  4-  P(x  -h  «)— '  +-...=   u-hx-'a)  («  4-x  — A\  .  ,[h- 
Or,  si  Von  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des  (i*i'l 
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membres,  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  dans  ie  numéro  précédent , 

Z 

X  -f-  Ya  -h  -  tt*  -h  . . .  -h  «*, 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée ,  et  Y,  Z , . . .  tes  poly- 
nômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second ,  il  résulte  du  n°  S4S ,  que 

i^.  La  partie  affectée  de  i<°,  ou  le  dernier  terme,  est  égale  au 
produit  (x  —  o)  (^  —  b) , .  ,(x  —  /)  des  facteurs  de  la  proposée; 

2°.  Le  coefficient  de  u^  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  i 
à  w  ~  I  de  ces  m  facteurs  ; 

3°.  Le  coefficient  de  u^  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  2 
.1  m  —  2  de  ces  m  facteurs;  et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs,  il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nière équation  ;  ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  1°. . .  .  on  a  X  =  (or  —  a){x  —  b){x  —  c) .  . .  (x  —  /); 
ce  que  Ton  sait  déjà . 

?.". ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé ,  est  égal  à  la  somme 
des  produits  m  —  1  àm  —  i  des  m  /acteurs  du  premier  degré  de 
tu  proposée;  ou  bien  encore ,  égal  à  la  somme  des  quotients  que 
i'on  obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c'est-à-dire,  algébriquement, 

„  X  X  X  X 

Y  =: H j-  -\ h  ...  4- 


X  —  a       X  —  V        X  —  c  X  —  / 

3**. . .  .  -,  ou  le  second  polynôme  dérivé  (  pris  avec  le  diviseur  2) 

tst  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  2  à  m  —  2  des  m  /acteurs 
dt  ia proposée;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisante  par  chacun  des /acteurs  du  second  degré; 
c'est-à-dire 


(r-fl)(^  — ^)~^(x  - /!)(*  —  #)"*'•••  "^(*-ifr)  (*-/)' 
et  ainsi  de  suite. 


A2,6  APPLICATIONS. 

Ainsi ,  la  transformée  devient       4  a'  —  1 7  «'  -h  ag «  —  ^5  =  o. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 
Fafm  êt'anouir  le  second  terme  élans  les  équations 
I» jr*— iOJr*-+-      70:^-4-      4^—    9  =  *^- 

{Résultai:         w*  —  33 w»  —  i  i8a'  —  iSau  —  73  =  o.» 
2" 3je4-i5x'-h    25x  —      3     =0. 

(Résultat  :      3  «^  -  —  =  c )  [  royez  n°  261 .] 

Transformer  l'équation  3x*  —  iSx^ -h  7^' —  8x  —  9  =  0  r;» 
une  autre  dont  les  racines    soient  plus  petites   que  chacune  dr^ 

racines  de  la  proposée,  de  la  fraction  x- 

/                                         ,         65  34         \ 

l  Résultat:     3ff*  —  gw^  — 4«' "  ""  T  "^  ^* j 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  foniiaii»'» 
des  polynômes  dérivés, 

264.  Ces  polynômes  jouissent  d'une  propriété  très-rcraarquabW 
que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à  présent. 

Soient  X  =  o     ou     x"  -h  Px—'  -h  Qx—^  -+-...=;  0 
une  équation  proposée,  et  a,  6,  c, ...,/,  les  /m  racines  de  otw 
étiuation;  on  a  (n°  2^4)  Téquation  identique 

,r"  -+-  Px"-'  -f-  . .  .  =  (jc  —  a)  {x  —  ^)(x  —  V)  . .  .  (x  -  /)• 

Cela  posé,  remplaçons  x  par   x'-hw,ou  plutôt  parx^' 
(pour  éviter  les  accents);  il  vient 

{jc  -h  fiY  -4-  P(x  -+-  w)*~'  -^ .  .  .  =  (x  4-  tt  —  fl)  (x  4-  «  —  ^)-  •  •• 
ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre  Tordre  des  termes,  et 
regardant  chacun  des  binômes  x  —  a,  x  —  ^, . . .  comme  "n<' 
seule  quantité , 

(x  4-  «)"  -+-  P(x  -f-  «)*-'  4- . . .  =  iu-k-x  —  a)  («  4-  x  — *). . .(" 

Or,  si  Ton  effectue  les  multiplications  dans  chacun  <ifs  ^^""^ 


—4 
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rueriibreSy  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent , 

X  -H-  Ya  -h  -  tt'  H-  .  . .  -h  W, 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée ,  et  Y,  Z , .  .  .  les  poly- 
nômes dérives  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n**  5I4S,  que 

!•.  La  partie  affectée  de  u°j  ou  le  dernier  terme,  est  égale  au 
produit  (jT  —  a)(x  -—  b)  . .  ,{x  —  /)  des  facteurs  de  la  proposée; 

2?.  Le  coefficient  de  a'  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  i 
à  rit  —  I  de  ces  m  facteurs  ; 

3".  Le  coefficient  de  u^  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  ^  2 
4  /fi  —  2  de  ces  m  facteurs;  et  ainsi  de  suite. 

D^ailleursy  il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
mère  é^iuation;  ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  1°. .  .  .  on  a  X  =(a.- —  a)(x  —  A)  (a:  -— c) .  . .  t-r  —  /); 
ce  que  Ton  sait  déjà. 

:>.'». ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé ,  est  égal  à  la  somme 
H/'s  produits  m  —  i  à  m  —  i  des  m  facteurs  du  premier  degré  de 
ta  proposée  ;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que 
l'ùn  obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  m  /acteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c'est-à-dire,  algébriquement, 

^  X  X  X  X 

X  —  a       X  —  0        X  —  c  X  —  / 

3**. .  .  .  -,  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2) 

est  égal  h  la  somme  des  produits  m  —  2  à  m  —  2  des  m  facteurs 
de  ta  proposée;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  diiHsantlL  par  chacun  des  facteurs  du  second  degré; 
c'est-à-dire 

Z  _  X  X  X 

et  ainsi  de  suite. 


^iO  DlSPAniTIOH     DES    DKNOMIKATF.UftS. 

N^  B,  —  On  représente  quelquefois  une  équation  par 

/{x)  =  o, 

et  les  polynônes  dérivés  par/*  (x) ,  /"  (x)  j/**  (x),  ...  ;  les  e\pr<-^ 
sions  /(x) ,  /'  (x) ,  f  (x) ,  Z*'  (j?) , . . .  s'énoncent  alors  foucti-^ 
de  x^  fonction  prime  de  x,  fonction  seconde  de  x,  fonction  tiern 
de  x;  et  ainsi  de  suite. 

SBCONUK    TAANSI-'ORMATIOK. 

865.  Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transfor 
mer  en  une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  un  niultipit  m 
k  un  SOUS' multiple  donne  ^  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenons  Téquation  x"4-  Px*"'  -f-  Qx**-'  -h  . . .  -i-Tx  -+-  U  ~  «  i 
et  désignons  par  y  Tinconnue  d*une  nouvelle  équation  dont  )e« 
racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  loo 

y 

pose  X  z=:  k'Xy  il  en  résulte  x  =z  -\  d'où,  substituant  et  chas- 
sant le  dénominateur  k^  du  premier  terme, 

équation  dont  les  coeflicients  sont  égaux  à  ceux  de  la  proposée, 
multipliés  respectivement  par  /•,  A',  X-%  /-,...,  /"". 

Cette  transformation  est  principalement  utile  pour  fairr  di^^i- 
raùre  les  dénominateurs  d'une  équation  sans  donnrr  an  pnnvcr 
terme  d'autre  coefficient  que  l'unité. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  Téquation  du  quatrième  degré, 

o  a  f  k 

Si  Ton  fait ,  dans  cette  équation ,  x  =  ^  9  y  étant  une  ooitvellf 
inconnue  et  k  une  indéterminée,  il  vient 

ak     ,       cA'     ,        ek'  ek' 

Cela  posé ,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou    le>  dénominateurs  hyd^fa    sont  premiers  cuitt  rux- 
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dans  cette  hypothèse,  comme  X*  est  tout  à  fait  arbitraire,  posons 
X  =  bdfh  ,  produit  dt  ces  dénominateurs  ;  il  vient 

r'  -H  adfh  ,y^  -4-  cb^df^h^.y^  -h  cb^d'J^h^  .  r  -+-  gb'd*/*h'  =  o, 

équation  dont  les  coefficients  sont  entiers,  et  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficient  Funité. 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  /,  la  relation  x  =  » 

ba/n 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs; 
et  Ton  rendra  évidemment  les  coefficients  entiers  en  prenant  pour 
i  ie  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs. 

Vais  oo  peut  encore  simplifier  davantage ,  en  observant  que 
Uiutse  réduit  à  déterminer  A  de  manière  que  /',  X%  X%...  con- 
lienufot  les  facteurs  premiers  qui  composent  ^  ,</,/,  A ,  à  des 
puissances  au  moins  égales  à  celles  qui  entrent  dans  ces  différents 
dcnoofiinaieurs. 

,....,..  5^5.         7  i3 

Ainsi,  soit  1  équation  j:'  —  ^  ^^  H x- ^  x =  o. 

o  12  i5o  9000 

r    .,    .         ,      5X-  5X'  7/^  I3X-* 

Posons  x  =  *^,  il  vient  y* ?^- r  H r' —    ,- K =  o. 

X"  ^         6  12  160         9000 

Soît  fait  d^abord  X  égal  à  9000,  qui  est  multiple  de  tous  les  autres 
dénominateurs;  il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des 
nombres  entiers. 

jUais  si  Ton  décomposée,  12,  i5oet900o,  en  leurs  facteurs, 
on  trouve 

=  ^X3,    12  =  2^X3,    i5o=:  2X3x5%  9000  =  2^  X  3' X  5^; 

et  en  faisant  simplement  X  =r  2  X  3  X  5 ,  produit  des  facteurs 
simples  différents,  on  obtient 

X>  =  2^  X  3«  X  5%     X^  =  2*  X  3^  X  5',     X^  =  2*  X  3*  X  5*  ; 

doù  l'on  voit  que  les  valeurs  de  X,  à\  k\  à*  contiennent  les 
facteurs  premiers  2,3,5,  à  des  puissances  au  moins  égales  à 
telles  qui  entrent  dans  6,  12,  i5o  er  9000. 


43?.  XÉTHOUB    GÊNER ALK    OBS    TRANSFORMATIONS. 

Donc,  l'hypothèse  X- =  2X3x5=  3o  suffit  pour  opéie 
la  disparition  des  dénominateurs.  Il  vient ,  en  effet,  par  la  subsii 
tution , 

5.2.3.5  5.2'. 3'. 5'  •7.2'-3*.5'  i3.a*.3*-5* 


"■      2.3     •"   ^       2». 3      -^  2.3.5'     ^  a'.3'.5« 

ou,  réduisant, 

7-*  — 5.5.r*4-5.3.5'  j'  — 7.2'.3'.5.j—  i3.2.3».5  =  o 
ou  bien ,  enfin , 

j*  —  25^^  4-  375/'  ~  1260/  —  1 170  =  o. 

Il  y  a  des  circonstances  où  Ton  est  obligé,  dans  i'expressioi 
de  k ,  d'augmenter  Texposant  de  Tun  des  facteurs  premiers  d'un* 
ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  n< 
prendre  pour  k  que  le  plus  petit  nombre  possible,  autrement  oà 
obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficients  seraient  extrê- 
mement grands,  comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la  trans* 
formée  résultant  de  la  supposition  de  ^  .=  9000  dans  TéquaDon 
précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 

7  ,   ïi    ^5 
3     36    72 

x=^,   doù  j^' —  i4/' -H  iiV  — 75  =  0. 

«   ^   »3^  ,  21  ,    32  ,   43      I 
12     4^     2^5     600     800 

d*où 

jr»  —  657*  -f-  18907*  —  307207'  —  9288007  4-  972000  =  o. 

966.  Les  transformations  précédentest  sont  celles  dont  Tasage 
est  le  plus  fréquent.  Il  en  est  encore  d'autres  asseï  usitées;  mais 
comme  elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément,  nous 
D*en  parlerons  que  quand  l'occasion  s*en  présentera. 


DE  l'éliminatiok.  43^ 

En  généra] ,  le  problème  des  transformations  doit  être  regarde 
'omme  une  application  du  problème  de  Vélimination  entre  deux 
quations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues.  En  effet ,  une 
^uation  étant  donnée,  supposons  qu'on  veuille  la  transformer 
9  une  autre  dont  les  raciàes  aient  avec  celles  de  la  proposée  une 
dation  déterminée. 

Désignons  par  F  (j:)  =  o  Téquation  proposée  (qui  s*énonce 
viction  de  x  égale  o),  et  par /(a?,  /)  =  o  l'expression  algébrique 
c  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue,  Xy  et 
iDouvelle,  j^;  la]qoestion  se  réduit  à  tâcher,  au  moyen  de  ces  deux 
Rations,  d'en  obtenir  une  troisième  qui  ne  contienne  que  yi  ce  >^ 

en  alors  l'équation  demandée.  Lorsque  l'inconnue  x  n'entre  qu'au 
«emier  degré  dans/{j:,  jrj  =  o,  la  transformée  est  facile  à  obte- 
ir;  mais  si  elle  y  est  élevée  à  la  seconde ,  à  la  troisième,.. .  puis- 
mce,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'élimination. 
Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si 
pind  rôle  dans  l'analyse  algébrique. 

Élimination.  —  Première  partie. 

267.  Éliminer  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à 
Inu  inconnues,  c'est  parvenir,  après  une  suite  d'opérations  exé- 
Blêes  sur  ces  équations,  à  une  seule  équation  qui  ne  renferme 
Y^e  l'une  des  inconnues^  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette 
Bconnue ,  propres  à  vérifier  les  deux  équations  en  même  temps 
]De  des  valeurs  correspondantes  de  l'autre  inconnue. 

L'équation ,  fonction  de  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  on  par- 
riem ,  se  nomme  équation  finale  ;  et  les  valeurs  de  l'inconnue , 
fees  de  cette  équation,  sont  appelées  valeurs  convenables. 

De  toutes  les  méthodes  d*élimination  connues,  la  méthode  par 
^ptus  grand  commun  diviseur  est,  en  général,  la  plus  expéditive; 
lussi  c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient    F(x,  ^)  =  o,    /(x,  j)  =  o,     ou  plus  simplement, 

A  =  o,     B  =:  o, 

^  «quations  proposées. 

Jlg.  B.,  lo*-  éd,  28 
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Supposons  V  équation  finale  en  j"  obtenue,  et  tâchons  de  recoQ- 
naître  quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation ,  qui  puisse 
nous  servir  à  la  former. 

Soit  y  =  ^  Tune  des  valeurs  convenables  de  y.  Puisque  cetUi 
valeur  vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  certain* 
valeur  de  or,  elle  doit  être  telle  que,  si  on  la  substitue  à  la  foii 
dans  les  deux  équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  rio 
connue  y^  ces  équations  admettent  au  moins  une  valeur  commum 
pouV  x;  et  à  cette  valeur  commune  doit  nécessairement  (n"2û7 
correspondre  un  commun  diviseur  en  s.  Ce  commun  diviseni 
sera  du  premier  degré  en  x  ou  d'un  degré  supérieur,  suivant  qin 
la  valeur  particulière  ^  r=  6  il  correspondra  une  ou  ptusieur 
valeurs  de  x. 

Réciproquement:  toute  valeur  de  y,  qui,  substituée  dans  \f*^ 
deux  équations,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  nèces' 
sairement  une  valeur  convenable  ;  car  alors  elle  vérifie  évidemmen 
les  deux  équations  en  même  temps  que  la  valeur  ou  les  valeur 
de  X  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  o. 

268.  Remarquons  d'ailleurs  qu'f7Ptf/ir  aucune  substitution  ,*  le 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent  avoir  de  commun  di^i 
seur,  fonction  des  deux  inconnues  ou  de  Tune  d'elles  seulement 
à  moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce  qu'on  tm 
suppose  pas. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A  = 
B  =  o,  soient  de  la  forme 

A'XD  =  o,     B'xD=:o, 

D  étant  fonction  de  x  et  de  y. 

En  posant  séparément  D  =  o ,  on  obtient  une  seule  équatioi 
à  deux  inconnues,  qui  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  dt  a^^s 
tèmes  de  valeurs.  D^ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D  ren< 
également  nuls  A'  D ,  B'D ,  et  satisfait ,  par  conséquent,  aux  eqiu 
lions  A  =  o,     B  =  o. 

Ainsi,  rhypolhèse  de  l'existence  d'un  commun  diviseur  en 
et  y  entre  les  deux  polynômes  A  et  B  entraîne  la  conséquen»>- 
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.jiie  I«  équations  proposées  sont  indéterminées,  c'est-à-dire  sus- 
ceptibles d'être  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  de  x-  I>ès  lors,  il  n  y  a  pas  lieu  à  déterminer  une  équation 
finale  en  ^,  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y  est  infini. 

Si  D  était  fonction  de  x  seulement ,  on  concevrait  Téquation 
D  =  o  résolue  par  rapport  à  j:;  ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs 
râleurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valeurs,  substituée 
dans  A'  X  D  =  o  et  B'  X  D  =  o  en  même  temps  qu'une  valeur 
de/  tout  à  fait  arbitraire,  vérifierait  ce%  deux  équations,  puisque 
D  devient  nul  par  lefiet  seul  de  la  substitution  de  la  valeur 
df  X.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  proposées  admet- 
traient bien  un  nombre  fini  de  valeurs  pour  x,  mais  une  infinité 
de  valeurs  pour  /;  et  il  ne  pourrait  alors  exister  d'équation 
finale  en  r- 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A  =  o ,  B  =  o,  seront 
déterminées^  c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'elles  n'admettront  qu'un 
nmbre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x  et  y  y  leurs  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des 
inconnues,  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  Tune 
d'elles. 

N.  B,  —  Le  cas  où  A  et  B  auraient  un  diviseur  commun  en  / 
ne  fait  pas  exception  à  la  conséquence  précédente ,  puiscjue  alors 
'1  ?  aurait  une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  correspondraient  à 
chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  o. 

269.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
\  équation  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable 
^^  Y  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux 
•quations ,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x  qu'ils  n'a- 
vaient pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indé- 
terminées, ce  qu'on  ne  suppose  pas) ,  il  s'ensuit  que  si,  aux  deux 
polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  à  x,  on  applique  le 
procédé  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur,  on  n'en  trou- 
'vra  généralement  pas;  mais,  en  continuant  l'opération  conrena- 
f^kment,   on  parviendra  à  un  reste  indépendant  de  x  et  fonction 

9.8. 
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dtt  jy  (]ui  y  êgniê  a  o,  donnera  Véqualion  finale  demander;  nr 
toute  valeur  de  y^  tirée  de  cette  équation ,  rend  nal  le  derniei 
reste  de  Topération  du  commun  diviseur;  elle  est  donc  telle  qiip, 
substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  rend  ce  reste  diviseui 
commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi,  chacune  des  racinft 
deTéquation  ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  >  . 

870.  En  admettant  que  Téquation  finale  fût  complètement  reso 
lue,  ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  fandraii 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or  il  est  évideni 
qu'il  suffirait,  pour  cela,  de  substituer  les  différentes  valeurs  fie  y 
dans  l'avant'dernier  reste ,  d^ égaler  successivement  h  o  les  poly- 
nômes en  X  qui  en  résulteraient ,  et  de  tirer  les  valeurs  dr  x  de 
réquation  résultante;  car  ces  polynômes  ne  sont  autre  chose  qm 
les  diviseurs  en  x  qui  deviennent  communs  à  A  et  B. 

Mais  comme  Téquation  finale  est,  en  général,  d\tn  degré  stipe 
rieur  au  second ,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  uo  autre  cha- 
pitre la  seconde  partie  de  la  théorie  de  Télimination ,  laquelle 
partie  a  pour  objet  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  vakars 
propres  à  vérifier  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues. 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  métliode  qui 
vient  d'être  exposée,  parce  qu'elle  a  quelques  inconvénients  aux- 
quels il  faut  obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire 
voir  comment,  deux  équations  d'un  degré  quelconque  étant  don- 
nées, on  peut,  sans  supposer  la  résolution  d'aucune  éc]uation ,  /wr- 
venir  à  une  autre  équation  ne  renfermant  plus  que  l'une  des  deux 
inconnues  qui  entrent  dans  les  proposées, 

a7i.  Si  Ton  avait  trois  équations  (i),  (2),  (3),  renfermant  les 
inconnues  x,  /  et  2,  pour  obtenir  Véquation  finale  en  a,  c'est-à- 
dire  Téquation  qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue;, 
susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  même  temps  que 
oeruines  valeurs  de  x  et  de  j,  il  faudrait,  en  regardant  y  comme 
connu,  éliminer  x  entre  les  équations  (1)  et  (2),  puis  entre /'r 
cl  (3),  d'après  la  méthode  du  n''  «69,  ce  qui  conduirait  à  dfii\ 
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quations  enj-eiz,  auxquelles  on  appliquerait  la  même  mélhode 
lour  éliminer  j. 

Même  raisonnement  pour  4  équations  à  4  inconnues,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  une  seule  application 
cnèrale  de  la  méthode  d'élimination. 

Î7Ï.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée , 
B  en  demande  une  autre  dont  les  racines  soient  une  combinaison 
ÏTEEMoiE  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit       j:"  -h  Pj:--»  -+-  Qj:*-'  -+-...  -f-  Tx  -f-  U  =  o 

équalion  proposée;  appelons  x\  x'\  x"', ...  ses  racines ,  et  dési- 
nons  par  u  Tinconnue  de  la  nouvelle  équation. 
Si  nous  considérons  deux  (fuelconques  des  racines  de  la  pro- 
•ost-e,  par  exemple  x^  et  jc",  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 

u  =  Y[x',x")  (,) 

U  leUre  F,  qui  s'énonceyô/?cf/o/?  de.  . . ,  exprimant  ici  un  certain 
rstème  d'opérations  qu'il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines 
r  et.r"  pour  obtenir  la  valeur  de  «]. 

D'un  autre  côté,  puisque  x'  et  x"  sont  des  racines  de  Féquation 
lonnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

x'«  H-  py— '   -h  Qj:'"-'  h-  .  .  .  ^  Tx'  4-  U  =  O,         (2) 

x""  4-  Px"«-  -f-  Qx"*»-'  -f.  .  .  .  -h  Tx"  -h  U  =  o.  (3) 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
•omme  les  équations  du  problème  ;  et  toutes  les  fois  que  la  nature 
w  la  combinaison  ou  de  la  fonction  exprimée  par  la  lettre  F  sera 
«moue  et  définie,  il  suffira  d'éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois 
'^uations.  Véquation  finale  en  «  sera  Téquation  demandée.  En 
^^•fti  le  résultat,  ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  racines 
particulières  x'  et  x",  conviendra  indistinctement  à  toutes  les 
lacines  x',  x",  x"', .  .  . ,  et  aura,  par  conséquent ,  pour  racine  une 
combinaison  (exprimée  par  le  caractère  F)  de  deux  quelconques 
^«  racines  de  la  proposée. 
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ft75.  Cherctfons,  comme  cas  particulier  de  la  question  prtTt- 
dentc ,  une  équation  dont  les  racines  soient  les  diffsrrkces  entrt 
deux  quelconques  des  racines  d'une  équation  donnée ,  et  que  Wm 
nomme,  pour  cette  raison,  Téquation  aux  difféeences. 

Solution,  —  Soient  of*  -H  Va^^  -}-...  =  o  Téquation  prop^»- 
sée,  x',  .r",  x'", .  . .,  ses  m  racines;  et  appelons  u  la  valeur  d*une 
quelconcpie  des  différences 

On  a  d'abord,  en  vertu  de  Fénoncé,  cette  première  relation 

a  =  x"  —  x'.  ^  I 

D*aiileurs,  x'  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée,   doivent  y 
satisfaire,  et  donnent,  par  conséquent, 

.r"»  -h  Px'"—  -I-  .  .  ,  =  o  ,  ;2 

a"--f-Px""-'  -f-...  =  o;  (3 

il  s*agirait  donc  d  éliminer  x',  x",  entre  les  équations  (i;,  ;2 
et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  (i)  on  déduit  x"  =  x'  -f-  «,  d'où, 
substituant  dans  l'équation  (3) , 

(x'  +  w)"»  4-  P(y  4-  a)-*-'  -+....=  o,  l4 

il  s'ensuit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  £  entre  It-s 
équations  (2)  et  (4). 
^        Or  réquation  (4)  développée  prend  (n»  1165)  la  forme 

Z' 

X'  4-  Y'tt  H «»  4-  .  . .  -h  tt*  =  o: 

2 

et  si  Ton  observe  que  X'  n'est  autre  chose  que  x'"  4-  Px'*"'  4- ..  , 

expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  relation  (2) ,  la  dernièrt 

équation ,  débarrassée  du  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u ,  st* 

réduit  à 

Z'  V' 

Y'  4 «  H X  k'  4-  ...  -H  w"—  =  o. 

2  2  .  J 

Donc,  enfin,  l'équation  rlierchée  résulte  de  réliniinalion  d<  ' 
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Dire  les  deux  équations 

Z'  V 

Y'  -f-  —  i«  H 5  tt*  4-  .  .  .  4-  w«  ■•  =  o. 

2  2.3 

Ainsi ,  règle  générale  :  Pour  former  Véquation  aiix  différences 
its  racines  d'une  équation  proposée,  il  faut  éliminer  x'  entre 
équation  X'  =r  o  qu*on  déduit  de  la  proposée  en  y  remplaçant  x 
)ar  jt',  et  Véquation  qui  résulte  de  la  substitution  de  (x'  -f-  il)  à 
!rz  place  de  x  y  cette  résultante  étant  d'abord  débarrassée  de  son 
dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u. 

N.  B.  —  I®.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre 
Taccent  sur  la  lettre  x,  c'est-à-dire  qu'on  élimine  directement  x 
entre  la  proposée  X  =  o,  ou  x*  -h  Px"-'  -f- .    .  =  o,  et  l'équa- 

Z  Z 

lion    Y  H —  «  -4-  ...  -I-  a""*  =:  o ,  dans  laquelle  Y,   - , . . .    sont 

Z' 

composés  en  x,  comme  Y',  — î-»»?  sont  composés  en  j/. 

Le  résultat  de  l'élimination  est  évidemment  le  même. 
2®.   Après  avoir  posé  dans  Téq nation  X  =  o ,  x  +  /<  à  la  place 
de  Xy  ce  qui  donne 

Z 

X  4-  Ya  4-  -  w'  -f- . . .  -f-.a'"  =  o , 

2  * 

on  omet  le  terme  X ,  comme  formant  le  premier  membre  de  la 
proposée,  et  l'on  obtient  une  nouvelle  équation 

Z  • 

Ya -h  -  a' -h  .    . -I- «*  =  o, 

2 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  qui  est  satisfaite  par  a  =  o.  Cela  doit  être,  puisque,  parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe 
entre  chaque  racine  et  elle-même;  mais  si  l'on  supprime  ce  fac- 
teur M,  l'équation  ne  renferme  plus  alors  que  les  différences  entre 
chacune  des  racines  et  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  les  seules 
différences  que  nous  aurons  besoin  de  considérer  par  la  suite. 
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874.  Soit,   par  exemple,  à  déterminer  l'équation  aux  diffé- 
rences des  racines  de  Téqualion     x^  —  6x  —  7  =  0. 

On  a  d'abord,  en  verlii  de  la  loi  de  formation  (n*  265), 

Z  V 

X  =  ^— 6a;  — 7,     Y=3jr'  — 6,      -  =  3x,      ô  =  »J 


2 


ce  qui  donne  les  deux  équations 

X*  —  6x  —  7=0, 
3x^—6     4- Sx.  a -+-«'  =  o, 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 

Si  Ton  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  du  n®  269,  on 
obtient,  pour  l'équation  finale  en  u, 

u'  —  36«*  -4-  32411»  4-  459  =  o 

C'est  l'équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

27i$.   Composition  et/orme  de  l'équation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  à  priori,  pour  toute  équation  du  degré  m, 
la  forme  et  la  composition  de  V équation  aux  différences  des  racines 
de  cette  équation. 

Désignons  toujours  par  a-',  x",  x*, ...  les  racines  de  la  pro- 
posée, et  observons  que,  si  l'une  des  différences  est  x"  —  a:',  ii  y 
en  a  nécessairement  une  autre,  xf  —  x",  qui  ne  diffère  de  oelle-ii 
que  par  le  signe;  c'est-à-dire  que,  si  a  est  une  valeur  de  a,  —z 
en  est  nécessairement  une  autre;  de  même,  6  étant  une  racioe, 
. —  6  en  est  une  autre;  etc. 

Donc  l'équation  en  u  peut  être  mise  sous  la  forme 

(u  —  a)  (a  4-  a)  (w  —  6)  (11  -f-  6)  (a  —  7)  (a  -h  7)  .  . .  =  o, 
ou  («'—a')  («'  — ^')(a'-~7*)...  =  0. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  ren- 
ferme que  des  puissances  de  degré  pair  de  l'inconnue;  c'est-à-dire 
qu'elle  est  de  la  forme 

a»"  4-  P'«'«-^  4-  Q'm^"-<  4-  .  .  .  4.  T'/*'  4-  U'  =  o. 


> 
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.^grc  2«  est  d'ailleurs  égal  à  ///(/w  —  i),  ou  bien  (d'*  146) 
rabre  d'arrangements  deux  à  deux  que  l'on  peut  faire  avec 
nombre  m  de  lettres. 

Si,  dans   Téquation  précédente,   on    pose,    pour  simplifier^ 
«•=:  z,  elle  devient 

a-  -f-  PV-'  -+-  Q'2— '  4- ...  -h  T'a  -4-  U'  =  o, 

jéquation  d'un  degré  sous-double,  dont  les  racines  sont  les  carres 
Ues  différences  entre  j/,  j/\  x*,  ...  ; 

Car,  en  mettant  dans  la  relation  n^=z  z,  à  la  place  de  m  ,  ses 
tflTérentes  valeurs,  x"  —  x',  x'"  —  x', . . .,  on  obtient 

»  =  (.r"  — x')%     (x'"-x')^... 

a 

'  L'équation  en  s  s'appelle  Vequation  aux  carrés  des  différences; 
tton  la  considère  ordinairement  de  préférence  à  l'équation  aux 
liiïérencesy  comme  étant  d'un  degré  sous'douhle, 
■  Ainsi,  dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  l'équation  aux 
jiifférences  est  du  6*  degré ,  c'est-à-dire  d'un  degré  marqué  par 
B(3 — i)  =  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré 
àr;  et  si  l'on  pose  a*  =  z,  elle  devient 

z^  —  36  a'  -+-  324  z  4-  459  =  o- 

L'équation  aux  diffébekces,  ou  plutôt  l'équation  aux  cabb^s 
te  DiFFiBKKCES,  uous  Sera  très-utile  par  la  suite. 

i  III.  —   Des  Équations  susceptibles  d'abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou 
Husieors  racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières  et 
terminées  y  parce  qu'en  général ,  on  peut  faire  dépendre  la  réso- 
Ddon  de  ces  équations  de  celle  d'autres  équations  de  degré 
"moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales,. 
It^est-à-dire  dont  le  premier  membre  (n**  240)  contient  des  facteurs 
%aax. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équations  s'ap- 
y^\txil  méthodes  d'abaissement,  et  doivent  être  regardées,  jus- 
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qu'à  un  certain  point,  comme  une  branche  de  la  transformation 
des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est  de 
ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle  d\ine  équation  plus 
simple. 

THÉOaiB    UES    RACINES    EGALES. 

276.  Dire  qu'une  équation  a  des  racines  égales,  c'est  dire 
(n®  240)  que  son  premier  membre  contient  des  facteurs  égaux;  drt 
lors,  le  premier  polynôme  dérivé,  qui  (ri°  2G4)  est  la  somme  d« 
produits  (m  —  i)  à  (m  —  i)  des  m  facteurs  de  la  proposée ,  ren- 
ferme dans  chacune  de  ses  parties  au  moins  une  fois  tout  facteur 
qui  entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée.  Donc  //  doit  exister  un 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  celle-ci  et  son  pre- 
mier polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  ao 
moyen  des  facteurs  égaux  de  l'équation  donnée  ?  C'est  ce  qu'il 
s'agit  maintenant  d'examiner. 

277 .  On  demande  de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racine 
t^galeSy  et  y  autant  que  possible,  de  déterminer  ces  racines. 

Désignons  par  X  la  premier  membre  de  l'équation 

af"  H-  Px«-'  -4-  QjT"-'  -h  . .  .  4-  Tx  -h  U  =  o; 

supposons  qu'il  renferme  n  facteurs  égaux  à  x  —  û  ,  n'  facteur» 
égaux  k  X  —  by  n"  facteurs  égaux  à  x  —  c, . .  . ,  et  qu'il  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  x  —  /^,  x  —  qy  x  —  r,.  . 
en  sorte  que  Ton  ait 

X  =  (j:  —  aY  [x  —  by  [x  —  f )"" . .  .[x  —  /?)  (j?  —  q){jc  —  '").•• 

Si  l'on  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a  \u 
(n"  264)  que  ce  polynôme  est  encore  égal  à  la  somme  des  quotient 
de  la  division  de  X  par  chacun  des  m  facteurs  de  la  proposée.  Oi 
comme  X  renferme  n  facteurs  égaux  à  x  —  a ,  on  aura  d'abord  / 

X 

quotients   partiels  égaux   à    ;   même  raisonnement  po« 

les  facteurs  x  —  b  y  x  —  r,.,..    D'ailleurs,  on  ne  peut  forHH*i 
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XXX 

qu'un  seul  quorient  «L'ai  h  »       '  — ,    — - —  9 Ainsi, 

z  —  p     X  —  q      X  —  r 

Y  est  nccessairement  de  la  forme 

«X       ^      «'X  «"X  XX  X 

— 1 7  H h..  .H 1 \ h. 

^  —  ft        X  —  0        X  —  c  X  —  p        X  —  q        X  '^  r 

D'après  cette  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que 
X  —  //)*"',  [x  —  hY^\  [x  —  c)*  '■"', .  •  •  sont  des  facteurs  com- 
muns à  toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 

[x  —  «)"-•  (x  —  by-'  {x  —  c)«"-' .  .  . 

rtt  un  diviseur  relatif  àe  Y  (n"  230).  D*ailleurs,  X  renferme  aussi 
t^idemnient  ce  diviseur;  ainsi,  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur 
relatif  {x  —  /i)""'  [x  —  A)"'-'  {x  —  c)""~' ....  Je  dis  maintenant 
que  c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X  sont  x  —  a  ^  x  —  b  ^  x  —  c,...  etx  —  p^  x  —  </, 
j:  —  r, .  .  .  ;  or  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseur  x  — /?,  x  —  7, 
X  —  r, . .  . ,  puisque  chacun  d'eux  entre  comme  facteur  dans  toutes 
i«s  parties  de  Y,  une  seule  exceptée. 
Donc,  enfin,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  Y  est 

D  =  (.r  —  ay-'  [x  —  />;•-'  [x  —  c)"''-' ...  ; 

c  est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  produit  des 
facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  proposée  y  élevés  respec- 
fivf'ment  à  des  puissances  dont  les  exposants  sont  moindres  d'une 
unité  que  dans  la  proposée. 

278.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X  =  o  renferme  des  racines 
égales,  formez  Y  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  puis  cherchez 
\vP  ^46)  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X  et  Y;  si 
vous  n'en  trouvez  pas,  l'équation  n'a  pas  de  racines  égaies  ou  de 
facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un ,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit  du 
premier  degré ,  ou  de  la  forme  x  —  /< ,  posez  x  —  h  =  o ,  d*ou 
\  t=  h;  vous  pouvez  alors  conclure  que  r  équation  a  peux  racines 
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égales  à  h  ^  et  n'a  que  cette  seule  espèce  de  racines  égales ,  dont 
vous  pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X  par  (x  —  A)^ 

Si  D  est  du  second  degré  en  x,  résolvez  Véqiiaiion  D  =  o;  li 
peut  arriver  deux  ras  :  ou  les  deux  racines  sont  égales,  ou  elle> 
sont  inégales,  i".  —  Si  vous  trouvez  D  ==  (j:  —  ^)',  vous  pouvez 
en  conclure  que  l* équation  a  trois  racines  égales  à  h ,  et  n  'admet 
que  cette  seule  espèce  de  racines  égales ,  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X  par  {x  —  hf,  2°.  —  Si  D  est  de  la  forme 
[x  —  h)  [^  —  /*'),  c'est  que  la  proposée  a  deux  racines  égaler  a 
h,  et  deux  racines  égales  à  h',  dont  on  la  débarrasse  en  divisant 
X  par  {x  —  hy  [x  —  A')%  c'est-à-dire  par  D». 

Supposons  maintenant  que  D  soit  d'un  degré  quelconque-,  il 
fautf  pour  connaître  les  diverses  espèces  de  racines  égales,  et  le 
nombre  des  racines  de  chaque  espèce,  résoudre  complètement 
l'équation  D  =  0  ;  et  toute  racine  simple  de  J)  =  o  sera  double 
dans  la  proposée  ;  toute  racine  double  de  D  =  o  sera  triple  dans 
la  proposée;  et  ainsi  de  suite. 

879.  Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 
Reconnattre  si  l'équation   x*  —  12x^-1-  19 x'  —  6x-h9  — ^ 
a  des  racines  égales,  et  les  déterminer  s'il  en  eidste. 
On  a  (n°  ^^3)f  pour  le  polynôme  dérivé, 

8x^  — 36x»-f-38a:--6. 

Or,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  p.  g.  c-  ^  • 
on  trouve  l>=zx  —  3  ;  ce  qui  prouve  que  l'équation  a  deux  ra- 
cines égales  à  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  [x  —  3)%  on  obtient 

2x^-hi=o;     d'où     x=:±{^ — 2. 

Ainsi,  l'équation  est  complètement  résolue,  et  elle  a  pour 
racines , 

3,   3,  -Hlv'^^,     et     -|V^=^2. 

Soit  pour  second  exemple,  x^ —  2x*-h3^^ —  7  x'-i-  8  x — 3  —  o» 
on  a  pour  le  polynôme  dérivé,      5.r*  —  8.r"-h  ç}x' —  i4  J^-^^* 
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et  pour  commun  diviseur,  x' — 2x  -h  i  ou  (a: —  i)'; 

donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  à  i . 

Divisant  son  premier  membre  par  (;i:  —  i)*  ou  par 

JT— 3x^-^-3*  —  i,on  trouve  pour  quotient 


jr  H-  a:  -h  3  =  o;     d'où     .r  = 

L'équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 
Soit  la  nouvelle  équation 

X  -h5j:*-f-6j:*  — 6x»  —  i5x»  — 3j:»4-8x-+-4  =  o; 

le  polynôme  dérivé  est 

7i*  4- 3o j:* -h  3ox<  —  24jH  —  45 x^  —  6x  4- 8; 

ei  l'on  trouve  pour  commun  diviseur, 

JT*  -f  3  JT*  -h  JC'  3  J?  2, 

L'équation  x-^  4-  3  x^  -f-  x'  —  3x  —  2  =  0  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue;  mais  en  y  appliquant  la  méthode  des 
racines  égales,  cVst-à-dire  en  recherchant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé, 
^jr'  -f-  gx*  -f-  2^  —  3 ,  on  trouve  pour  commun  diviseur,  x-f- 1  ;  ce 
qoi  prouve  que  x  4- 1  entre  au  carré  dans  x^-J-  3 x*  -h x*  —  3.ir  —  2, 
et  au  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Si  Ion  divise  x^-4-3x*-|-  x' —  3x —  2  par  (x-f- 1)*  ou  x*H-  2x  4- 1 , 
il  Tient  pour  quotient ,  x'  4-  x  —  2 ,  polynôme  qui ,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines  x  =  i ,  x  =  —  2 ,  ou  les  deux  facteurs 
'  —  I  et  X  4-  2.  On  a  donc 

x»H-3x-^4-x>—  3x—  a  =  (x4-  i)'(x—  i)(x4-  2). 

Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

(;P4.  ,)3(x-.iV(x4-2)'; 

on  bien,  en  d'autres  termes,  Téquation  a  trois  racines  égales  à 
-  » ,  deux  égales  à  4-  1 ,  et  deux  égales  à  —  2. 
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Voici  de  nouvelles  applications  : 
i"...  JT'  — 7X' -I-  10^7*4-22^»'  —  43»*^  —  35x-+4^'^-+-3(>  =  o 

(JT  — 2)'(x— 3)»(x-H  i)»  =  o; 
2"...  x"  —  3.r*4-   9^* — iL}x*-h2']^ — 33a:*-h27x —    9  =  0. 

(x—  i)^(.r'-h3)»  =  o. 

280.  Lorsqu'en  appliquant  la  méthode  précédente,  on  obùen 
une  équation  D  ==  o  d'un  degré  supérieur  au  second ,  comic^ 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode,  f*r 
parvient  souvent  ainsi  à  opérer  la  décomposition  deD  =  oen 
ses  facteurs;  et  Ton  connaît  par  ce  moyen  les  difTérentes  espt-rt^ 
de  racines  égales  de  Téquation  X  =  o,  ainsi  que  le  nombre  d^ 
racines  de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X  =  <v 
on  commence  par  dégager  cette  équation  des  facteurs  cgJ':^ 
qu'elle  renferme;  et  Téquation  résultante,  étant  résolue,  fa:' 
connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X  =  o  ne  peuvent  pas  toujours  être 
découvertes  immédiatement  :  c*est  ce  qui  arrive,  par  exempk, 
lorsque  D  n'a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  secocJ 
degré ,  auquel  ces  chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dan^ 
la  proposée  ;  et  Ton  ne  peut  les  obtenir  qu'en  résolvant  i'equj- 
tion  D  =  o  d'après  des  méthodes  que  nous  exposerons  ullérHi 
rement. 

281.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  celte  malim. 
nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposre,  s: 
elle  a  des  racines  égales,  on  peut  toujours  /aire  dépendre  sa  res^ 
lution  de  celle  d'une  suite  d'équations  dont  la  première  n'adp< 
que  les  racines  simples  de  la  proposée ,  une  seconde  tes  racii^  ' 
r/ott^/e-j  (c'est-à-dire  les  racines  qui  y  entrent  deux  fois),  unctr*- 
sième  les  racines  triples,  etc. 

En  effet,  soit  X  =  o  l'équation  proposée,  et  désignons  par\ 
le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  au^ 
racines  simples;  par  X"  le  produit  des  facteurs  du  premier  dei^r 
correspondant  aux  racines  doubles;  par  X'",  X'"", .  .  .  lepre<ii' 
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^.aux  racines  triples,  quadruples,  .  .  .; 


««  que  le  plus  grand  commun 

'';•      ^J'  erivé  Y  est  de  la  forme 

cux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D 
a  l'exposant  est  moindre  d'une  unité  que  dans 

- ,  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X ,  et 
-•ns  par  D' le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre 
-  et  son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'  =  X*'.X'''.X^^ 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  D'  comme  on  a  opéré 
snrDetX, 

D"  =  X'^X^»...; 

«enfin  D'*' =  X\ 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  5  soit  le  plus 
grand  nombre  de  fois  qu'une  même  racine  entre  dans  Téquation 
Foposée,  c  est-à-dire  que  l'équation  D'"  =  o  n'ait  que  des  racines 
amples.) 
Actuellement,  si  l'on  divise  successivement  X  par  D,  DparD', 
.'  D'parD",  D"  par  D"',  et  qu'on  désigne  respectivement  par  Q ,  Q', 
Q)  Q"  les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  sui- 
vant: 

■x==rx'''X'^^x»''*x**  I 

Q  =  X'  X''  X**  X'^  X'   i  Q    _  Y,  _ 

Q'=X"X'*X"X^        j  Q' 


^'-X'^X'^'X'-'' 
D^=:X-X- 


,  Q"  =  X'"  X'^  X^ 
Q'"  —  X'^  X^' 


Q" 


=r  X"  =  o 


0' 

-—  =  X    =  o 

^  zr:  X'^  =  o 


1 


l 
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D*où  Ton  voit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d*opérationS| 
savoir:  une  série  d^opérations  du  plus  grand  commun  diviseur 
deux  séries  de  divisions,  on  parvient  à  isoler  successivement  lei 
facteurs  X',  X",  X**,  X""  et  X%  qui,  égalés  séparément  à  o, 
donnent,  la  première,  les  racines  simples ,  la  seconde,  les  racines] 
doubles ,  etc. 

Il  est  à  remarquer  d'ailleurs  que  le  degré  de  X'  =  o  exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée;  le  degré  de  X"  ^  o,| 
le  nombre  des  racines  doubles;  celui  deX"^  =09  le  nombre  des 
racines^riples,  etc.  ;  et  la  résolution  complète  de  ces  équatioosj 
fait  connaître  les  différentes  espèces  de  racines  simples,  doubles f! 
triples,  quadruples,  etc. 

Ainsi,  la  méthode  des  racines  égales n*cst  pas,  en  général,  une 
méthode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  méthode  d*abai$-\ 
sèment.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  =  o,  X''  =  o, 
X'^  =  o , . . .  ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  degré,  qu  on 
peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

882.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  U 
recherche  des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefEdents 
d'un  polynôme  en  x  du  second,  du  troisième,.  •  d^ré,  pour 
que  ce  polynôme  soit  un  carré,  un  cube,. ..  parfait.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  former  le  polynôme  dérivé  du  polynôme  proposé, 
puis  d'exprimer  (n^  877)  la  condition  nécessaire  pour  que  ce 
polynôme  dérivé  soit  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple ,  le  trinôme  du  second  degré  ax^  +  ^x  +  c 
dont  le  polynôme  dérivé  est  2  ax  +  6 , 

2  ax^  -\-  ^hx-^nc  \  nax  -h  b 


bx  -\-  2.C  )     X  -{-  b 
2  abx  -{-  ^ac 


^ac  —  b^. 


En  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand 
commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n"  8^9),  on  trouve 
pour  reste,    ^fic — ^';   et   si  Ton   suppose  J^  ar — ^'  =  0,  «>" 
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b'-^^aczrzo^  2i7j:+  b  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ex*  +  ^x  -h  c  et  son  dérivé ,  qui  n'est  autre  chose  cjue 
2ûx  -4-  ô  Im-méroe.  Ainsi,  sous  la  condition  b^  —  bacz=zOj  on 
peut  regarder  ax'  -i-  bx-\-c  comme  le  carré  de  2  ax  -{-  b  y  k  un 
facteur  quelconque  près,  indépendant  de  x. 

On  a  vu ,  en  effet  (n**  lift),  que  b^  —  /^ac  =:o  est  la  condition 
Decessaire  et  suffisante  pour  qu^un  trinôme  du  second  degré  soit 
un  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme ax^  -h     bx^  -h  rx  -f-  r/ , 

dont  le  dérivé  est 3  ax^  -{-  ibx  -h  c; 

en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour 
rfôte  (6ac  —  2  é*)x  -*-  gcc/  —  bc.  Or,  si  l'on  écrit  que  ce  reste 
est  nul ,  on  établit  la  condition  que  3  nx'  +  2  &x  +  c  est  commun 
diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  ce  reste  doit  être 
Bul ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Ainsi  (  n°  180) ,  on  a  sépa- 
rément 

&ac  —  a^'=:o,     i^ad — bcz=zo, 

b' 
En  effet,  la  première  de  ces  deux  conditions  donne  c  =  —.5  et 

la  seconde ,</ =  —  = ;    d'où,  substituant  dans  le  poly- 

nôme  proposé, 

/      X  *       ,  ^'  *'     \  /  ^    \' 

\  a  3  a'  27  «7  \         Zaj 

Même  raisonnement  pour  les  polynômes  du  quatrième,  du  cin- 
quième, . .  •  degré. 

xV.  B.  —  Les  deux  relations  &ac  —  2 ô'  =  o ,  ^ad  —  bc  =  0, 
entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé  3ax'-f-2Ax-f  r 
soit  un  carré  parfait;  car  si  les  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  X,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux,  comme,  d'a- 
près la  théorie  des  racines  égales ,  ces  facteurs  devraient  se  trouver 
a  la  deuxième  puissance  dans  !e  polynôme  proposé ,  il  faudrait 
Alors  que  celui-ci  fût  au  moins  du  quatrième  degré ,  tandis  qu'il 
n'est  que  du  troisième. 

Àlg,  B.,  lo*"  éd,  29 
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Et,  en  effet,  la  condition  pour  que  3 ax^  +  a^-i- c  soit  un 
carré  parfait  est,  comme  on  Ta  vu  tout  à  Theure, 

<(2  ô)*  —  4  •  3  «c  =  o ,     ou     h^  —  3  <ir  =  o  ;     • 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ri- 
dessus. 

Autres  applications  rie  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur 

285.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore . 
dans  d'autres  cas,  à  abaisser  le  degré  d'une  équation:  tel  ^ 
celui  où  Ton  donne  d'avance  une  certaine  relation  entre  deux  âv^ 
racines  de  l'équation  proposée. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  Téquation  générale 

«"-4-Pjr*-'  -+-Qjr*-»H-  ...-+- Tx -h  U  =  o,  (i) 

et  supposons  qu'entre  deux  des  racines  <z  et  ^ ,  on  ait  la  relation 
b  ==  Aa  '}-  à  (A  et  h  étant  des  '  nombres  connus  et  donnés  ft 
priori). 

Puisque  l'équation  (i)  doit  être  satisfaite  parles  deux  quantités  a 
et  Aiz  +  /'  9  il  s'ensuit  que ,  si  l'on  met  dans  cette  équation  ^x  +  ^' 
à  la  place  de  x ,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

(Xx  -H  A)-  -h  P  (X-x  -f-  k)'^^  -h  . . .  H-  T (Xx  -f-  ^)  4-  U  =  o,  (2' 

les  équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  une  même 
valeur  a  ;  donc  (n®  257  )  il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif 
entre  les  deux  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  h  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  pim 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à  o  le  diviseur  obtenu , 
on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée 
dans  la  relation  b  =1  Aa  -h  h^  fera  connaître  la  valeur  correspon- 
dante de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut  en 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  Téquation  ont  entre  elles 
la  relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  second  degrô,  c'est  qu'il 
existe  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriétt-; 
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leur  détermination  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
loi ,  Ton  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
lanindes  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
cines  obtenues. 

En  général ,  soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu. 
a  résolution  de  l'équation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la 
^solution  de  Téquation  qu'on  obtient  en  divisant  le  premier 
lembre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré 
ui  correspondent  aux  racines  de  D  =  o  et  à  celles  qu'on  a  dé  • 
aites  de  la  relation  b  ^=  ha  -^  h. 
Soit  pour  exemple  l'équation 

X* —  i2ar^ -4- 48x- —  71  x-H  3o  =  o,  (i) 

lont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  b  sont  liées  par 
a  relation  ^  =  2  a  -f-  i . 

En  mettant  2j:-i-  i  pour  x  dans  la  proposée,  et  développant 
€s  calculs  y  on  obtient ,  toute  réduction  faite , 

8*'  —  32  jr»  4-  36x'  —  7 x  —  2  =  o. 

(appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  parvient  an 
diviseur  relatif  x  —  2;  ce  qui  donne 

X  —  2  =  0;     d'où     x  =  2,     ou     a  =  2, 

Cette  valeur  de  a ,  substituée  dans  la  relation  ^  =r  2  a  -f-  1 ,  donne 
ensuite  è  =  5. 
Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 

(j:  —  2)  (ar  —  5)     ou     x^  —  7  jr  -h  i  o  ; 
*»  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient 

5       I 
ar»  — 5jr-f-3=:o,      d'où     x  =  -±:-i/73 

22^ 

L'équation  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue. 

29. 
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Des  Equations  réciproques, 

284.  Parmi  les  équations  susceptibles  d'abaissement,  on  dis- 
tingue particulièrement  les  équations  dites  réciproques;  ce  soni 

celles  qui  restent  les  mêmes  lorsqu'on  y  change  x  en  — 

Ainsi,  par  exemple,  toute  équation  de  la  forme 

jf^  -h  pjf^-^  H-  qjf*"^  4-  ...  -h  qx*  -Jr  px  -^  i  =  O , 

c'est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  soient  égaux  entre  eux ,  est  une  équation  réciproque, 

car  si  l'on  y  remplace  x  par  -y  elle  devient 

i  p  ^  ^       P  

d'où,  en  multipliant  par  x",  et  renversant  Tordre  des  teriws, 
JT"  -k-  px^~^  -f-  7.r"~'  -f-  . . .  4-  qx^  -f-/?.r  4-  \  =  o , 

équation  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproquesy  donnée  à  ces  éqflations,  vkiu 

de  ce  que,  si  l'on  suppose  que  a  est  racine,  -  Test  nécessaire- 
ment aussi. 

88tf.  Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équations 
réciproques ,  nous  considérerons  successivement  le  cas  où  rêqna- 
tion  est  de  degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré  pair. 

Premier  cas.  —  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  impair, 
^2«+i  _|_  pj^Vi  ^  qx-n-^  4-  . . .  -h  *x»  -f-  /x  -Mt  ==  o.         .1 
Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut ,  diaprés  la  défini- 
lion,   qu'elle    reste   la  même  lorsqu'on  y   remplace  x  par  - 
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Kiïecluons  cette  substitution  ;  il  vient 

'\  p  q  s        t 

d'où,  multipliant  par  x"*^',  divisant  par  u,  et  renversant  l'ordre 
Jei  termes , 

u  u  u  un  ^ 

Oi-,  pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles, 
ii  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
soient  égaux,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  les  relations 

t  s  q  p  \ 

ii^a*  u  u  u 

On  déduit  de  la  dernière  fi'  =  i ,  d^où  u  =  ±i  ;  et  si  Ton  prend 
d'abord  la  valeur  m  =?  4- 1  ,  il  en  résulte 

t  =  p,         s=zq,...y         q  =  Sf         p=^f' 
Prenant  ensuite  la  valeur  «  =  —  i ,  on  trouve 

t  =  —p,     *=— 7,...,      q  =  —Sj     p  =  —  t', 

doù  Ton  voit  qu'une  équation  du  degré  impair  est  réciproque 
quand  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
iont  égaux  et  de  même  signe ,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires. 
Elle  ne  peut  d'ailleurs  être  réciproque  que  dans  Tun  ou  Tautre 
de  ces  deux  cas. 

Second  cas.  —  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair, 

J-*  -h  px^^*  -f-  qx^^' .  .  .  -f-  rjc*  +  .  . .  -h  5x'  -h  'X  H-ii  =  o.   (3) 

Dans  ce  cas,  comme  le  nombre  total  des  termes  est  2/1  +  1 ,  le 
terme  rx"  est  à  égale  distance  des  deux  extrêmes.  ) 

Remplaçons  x  par  -  dans  cette  équation  ;  il  vient 
i  p  g  r  s        t 
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d*où,  multipliant  par  x^,  divisant  par  m,  et  reAvenant  Vori 
des  termes, 

t  s  r  a  p  i 

H  H  a  u  il  u  \ 

i 
Or,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  les  relations 

t  s  r  9  P  ^ 

n      '^        u  u  u  u  tt 

La  dernière  revient  à  »'  =  i  ,    d*où    «  =  ±  i . 

Cela  posé,  pour  la  première  valeur  m  =  -f-  i  ,  on  trouve 

et  pour  la  seconde  u=z  —  i , 

r=— ^,     j  =  —^,...,     /•  =  — r,...,     y  =  — j,     p  =  -t. 

égalités  dont  celle  du  milieu  ,  r=r  — r,  ne  peut  exister  à  moin? 
qu^on  ne  suppose  r=r  o. 

Donc  ro»/e  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les 
fois ,  I  °  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extréma 
sont  égaux  et  de  même  signe  ;  tP  que ,  le  terme  du  milieu  men^ 
quant  dans  l'équation  y  les  co^cients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  L'ane  ou  Tautre 
de  ces  deux  conditions  est  d^ailleurs  nécessaire. 

986.  Passons  actuellement  à  la  résolution  de  ces  sortes  d'éqna- 
tions,  et  supposons  d*abord  qu*il  s'agisse  d'une  équation  de  degré 
pair^  telle  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  (ks 
extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe. 

Nous  prendrons ,  pour  fixer  les  idées ,  une  équation  de  faui* 
tième  degré  ;  mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode 
s^appliquerait  à  toute  autre  équation  satisfaisant  à  rhypothèsr 
établie. 
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So\t  donc  l*tk{uation 
j'  -hpx  H-  (fx*  -♦-  rx*  -h  SX*  -f-  rr*  4-  ^J?'  -f-  ^j*  -h  i  =  o ,      (  i  ) 

'I  posons  dans  l'équation  (2),  x  -h  -  =  «. 

I  On  est  conduit  à  cette  transformation  par  la  remarque  soi- 
r^inte  :  Puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à  deux,  il  s*en- 
luit  que  l'on  connaît  les  produits  ûX-i  ^Xtj  cX-»-** 
ifs  racines  réciproques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à  1  )  ;  il 
suffirait  donc  (n°li4),  pour  obtenir  les  deux  racines  a  et  -9 

w  i  et  Y  ï  •  •  •  9  de  connaître  les  sommes  ût-h-j      ^H-t>**'» 
o  a  b 


ou 


ce  qui  revient  au  même  ,  les  valeurs  de  la  fonction  x  • 


i] 


Cela  posé,  si  Ton  divise  Téquation  (i)  par  x*,  et  qu'on  ras- 
^mble  les  termes  affectés  des  mêmes  coefficients ,  il  vient 

^  difficulté  est  ainsi  réduite  à  exprimer  en   fonction  de  2  les 

quantités  x' -f- — , ,     x^ -4- -î- ^     x* -h  ^. 

x'  X*  X* 

^r  on  a ,  en  général , 
'^jiiation  doù  Ton  déduit,  en  y  remplaçant  x  H —  p*r», 

^«nnule  qui  donne  l'expression  x"+'  -+-  -^  au  moyen  des  deux 


-*^'+p^+-"-'+^^ 
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expressions  semblables  de  degrés  immédiatement  inférieurs,;» a 
m  —  I. 

Soit  fait  successivement    //i  =  i ,  2 ,  3 ,  4  »  ^  > > 

on  trouve 

-'  +  i  =  (-'-^i)«-('+î)  =  ^'-3., 


et  ainsi  de  suite  à  Tinfini. 

En  im  mot ,   ces  expressions  forment  (  n**  183  ) ,  à  partir  de 

x'  H ?  une  série  récurrente  du  second  ordre ,  dont  l'échelle  de 

x' 

relation  est  (z,  —  1). 

II  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  Féquation  i  3 

à  la  place  de  x*  H — i  '  «"^  "*"  3  '    •'^  "^  "lî  '  '^^  valeurs  qu'on  vitni 
d^obtenir  ;  ce  qui  donne  pour  Téquation  résultante , 

2<  —  4  3»  -f-  2  -I-  r  (z^  —  3  «)  4-  9  (z*  —  2 )  -h  /?«  =  0, 
ou ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  z , 

z*  -h  rz'  -h  (7  —  4)  2'  -*-  (/?  —  3  r)  i  —  2  y  -h  2  =  o, 

équation  d'un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proposée. 

Donc  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair  telle,  qui 
les  coefficients  fies  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaiu 
et  de  même  signe ,  peut  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation 
de  degré  sous-double. 

287.  Considérons ,  en  second  lieu ,  l'équation  de  degré  imptvr. 
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dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des 
cstrèmes  sont  égaux  et  de  même  signe, 

11  est  d'abord  visible  que  —  i  est  racine  de  cette  équation  ;  car 
le  premier  membre  devient,  par  Thypolbèse  x  =  —  i , 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x  -f-  i . 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réciproque  de 
deoré  pair,  dont  les  coefGcients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
é^aux  et  de  même  signe. 

En  effet,  on  voit  bien  clairement  que,  si  Ton  divise 

soit  x«»-^'  H-y?jr5»  -f-  çx"»-'  -h  ...  -h  ^x'  -h  /^-c  4-  I   par  x  -h  i , 

suit  ï  -{-px  H-  qx^  -t-  . . .  -h  ^x'"-'  -+- /?x'"  -H  x'»"»-'  par   i  H-  x, 

Ift  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients 
sont  nécessairement  égaux  (il  suffit  d'ailleurs  d'effectuer  les  deux 
divisions  pour  s'en  convaincre);  mais  le  second  quotient  n'est 
autre  chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse  :  donc 
"  faut  nécessairement  que  les  derniers  coefficients  du  premier 
quotient  soient  deux  à  deux  égaux  aux  premiers. 

11  résulte  de  là  qu'après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  x  -h  i ,  on  obtiendra  une  équation  réciproque  de 
"^ré  pair,  de  même  forme  que  celle  du  numéro  précédent,  et 
qo  on  résoudra  de  la  même  manière. 

^.  Il  nous  reste  encore  à  considérer  les  équations,  de  degré 
pair  00  impair,  dont  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont 
des  coefficients  égaux  et  de  signes  contraires. 

Soil  l'équation 

J*  -t-  y»x*-'  -I-  qx^-^  —  ...  —  qx^  —  px  —  I  =  O. 

[Il  D  y  a  point  ici  de  terme  du  milieu ,  parce  que ,  si  m  est  impair, 
'^nombre  total  des  termes,  //i  4-  i ,  est  pair,  et  si  m  est  pair,  le 
'^'fwe  du  milieu  doit  manquer  (n*'  28tf,  2«  cas)  pour  que  Téqua- 
^^^^  m.  réciproque,) 
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Cela  posé ,  il  est  encore  visible  que  Téquation  proposée  ai 
satisfaite  par  or  =  +  i  ;  donc  le  premier  membre  est  divisible  pu 

X  —  I. 

Or,  si  Ton  divise 
r.  X"  -|-/?a:*-«  -+.  ^x*-'  4-  .  .  .  —  qx^  —  px  —  i   par  jt—  i, 
2**.   —  I  — px  —  qx*  — ...  -I-  lyx*-»  -|-^m— -»  4- x"  par  —  1 4- J, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes) , 

1  -t-/?x  -4-  qx^  -f-  .  . .  —  qaf^^  — /?jr*-'  —  x^  par  i  —  J, 

on  devra  obtenir,  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  dcui 
quotients,  des  coefficients  absolument  identiques  (ce  quonpeiit 
d'ailleurs  aisément  vérifier  en  effectuant  la  division). 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polyDÔme  don! 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  des  coefficients  é§aui 
et  de  même  signe;  ainsi ,  ce  polynôme  rentre  dans  l'un  des  deux 
cas  précédemment  examinés. 

N.  B.  —  Dans  l'hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement,  a 
Ton  suppose  que  m  soit  pair,  comme,  en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  x  —  i ,  on  obtient  nn  quotient  de 
degré  impair  dont  les  coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe,  rf 
quotient  est  lui-même  divisible  par  :r  -f-  i  (n®  287).  Ainsi,  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  est  divisible  par  (x  —  i)  (ir  -h  0°^ 
X*  —  I  ;  et  le  quotient  est  un  polynôme  de  d^ré  pair  qui  rentra 
dans  la  classe  de  ceux  déjà  traités  au  n*'  S8G. 

289.  £n  résumant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit, 
1°.   Que,  si  ï  équation  réciproque  proposée  est  de  degré  poir,ff 
que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  soieni 
égaux  et  de  même  signe,  sa  résolution  peut  être  (n®  286)  ranienet' 
à  celle  d'une  équation  de  degré  sous -double; 

2*».  Que,  si  V équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  n 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe  ^  le  p»^* 
mier  membre  est  divisible  par  ,r  4-  i  (n®  287);  et  cette  division 
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ItantefTectuée,  Téquadon  résultante  peut  être  ramenée  k  une 
t/Hùsm  de  degré  sous-double^ 

I  3*,  Que,  si  V équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
\ale  distance  des  extréhics  étant  égaux  et  de  signes  contraires, 
p premier  membre  est  divisible  par  x  —  i  (n*'  288);  et  la  division 
tant  effectuée ,  on  parvient  à  une  équation  susceptible  d'être 
Baissée  à  un  èè^ré  sous-double  ; 

4^  Que,  si  V équation  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des 
tmrs  pris  h  égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de 
if(nes  contraires,  le  premier  membre  est  divisible  par  j:*  —  i 
N.B.  n<'  1188);  et  si  Ton  efTectue  la  division,  Téquation  qui  en 
ïsulte  peut  être  elle-même  abaissée  à  un  degré  sous-double. 

290.  Applications,  —  Soit  Téquation  générale  à  deux  termes 
''--1=0;  cette  équation  a  évidemment  i  pour  racine;  et  en 
effectuant  la  division  par  x  —  i ,  on  trouve  (n°  31)  pour  quo- 

àeot, 

X*-'  -+-  x"^^  -h  x^-^  -4-...-|-x'-|-x4-i=o, 

Kjuation  réciproque,  dont  la  résolution  peut,  au  moyen  des  prin- 
âpes  précédents,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  de 
^  plus  simple. 
Soit,  par  exemple,  Féquation  *'  —  i  =r  a. 

^  a,  en  divisant  par  x  —  i , 

îquadon  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

X*  X 

Posons    X  -f-  -  =  z ,     d*où     x^  —  zx  -h  i  =  o  ;    il  en  résulte 


X*  -+■  2  H =2%     ou     x'  H =  s'  —  2. 

x^  x'^ 

'^n^rtant  ces  valeurs  de  x  H —  et  de  x'  H — ^  dans  l'équation , 
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on  obtient  z*  —  2  -h  z  -f-  i  =  o, 

ou ,  réduisant,  z'  4-  2  —  i  =  o  ; 


donc  z  = dz  -  ^5 . 


D'ailleurs ,  Téquation     x'  —  zx  -h  i  =  o     donne 

22' 

donc,  en  substituant  à  la  place  de  z  ses  deux  valeurs,  on  a,  toij 
réduction  faite, 


4     4         4 

L*cquation  x'"  —  i  =0  peut  encore  être  résolue  coœpléteme 
par  le  même  moyen. 
En  efîet ,  on  a 

jpto  _  ,  ~  (j;s  _  ,)  (j;*  ^-  ,)  =  o. 

On  connaît  déjà  les  racines  de  Téquation  x*  —  1=0;  qutoi 
celles  de  Tcquation  x*  -|-  i  =  o,  comme,  par  l'échange  de  x 
—  ar,  elle  devient  x*  —  1  =  o,  on  voit  que  tout  se  rédait 
prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  dem* 
équation. 

§  IV.   —    Théorie  des  Fonctions  symétriques. 

Pour  compléter  l'ensemble  des  matériaux  nécessaires  à  la  res 
lution  des  équations  d'un  degré  quelconque,  il  nous  resleaeip 
ser  une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  imporiantes 
l'Analyse  :  c'est  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  L'dlusl 
Lagrange  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  résoudre  leseqi 
tions  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  à  TÉcole  Polytechnique  peuvent,  sans  inn>D^ 


SOMMATION    I»ES    PUISSANCES    SEMBLABLES,   ETC.  4^1 

■cnt,  passer  ce  paragraphe,  que  nous  n'avons  placé  ici  que  pour 
uns  conformer  à  la  marche  précédemment  tracée.) 

J9I.  On  zppeWe /onction  symétrique  des  racines  d'une  équa- 
ion  toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines  combi- 
hs  de  la  même  manière ,  soit  entre  elles,  soit  avec  d'autres  quan- 
te.  Ainsi,  la  somme  û-f-^-f-r-h...  4-14-/  des  racines 
W  équation,  la  somme  ab  -^  ac  -^  ad  -^  ,..-{-  il  de  leurs 
lodnils  deux  à  deux ,  la  somme  abc  -f-  abd  -|-  ...  de  leurs  pro- 
kib  trois  à  trois.  . .,  sont  dites  des  fonctions  symétriques  des 
Irines. 

le  caractère  distinctif  d'une  fonction  symétrique  de  diverses 
pttndtés  est  i\i\'elle  conserve  la  même  valeur  numérique ,  quelque 
permutation  que  Von  fasse  subira  ces  quantités, 

Kous  avons  déjà  vu  (n"  242)  que  P,  Q,  R,  .  .  .  ,  T,  U, 
Jtot  les  coefficients  d'une  équation ,  on  a  entre  les  racines  et 
ïi  coefficients ,  les  relations  a-h^-hc-h.  ..=  —  P..  ., 
tfc  +  ac  4-  arf  4-  .  . .  =  Q .  .  . ,  abcd  .  ,  .  =  ±  U  ;  nous  allons 
»oir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  rationnelle  de  ces 
'témes  racines  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des  coefii- 
âenlsdelVquation. 

Î192.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équa^ 
fe«.  —  Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au 
ioyen  desquelles  on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes 
^  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  ra- 
ines, telles  que  a  -h  b  4-c4-^4-...,  fl' 4-  b^  4- c'  4-Ér  4-..., 
ttj  en  général,  ût"  4-  ^"  4-  <^*4-  ^i*»  4-  . .  . ,  n  étant  un  nombre 
«ntier  quelconque. 

Or  je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d'ex- 
Fîmer  les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au  moyen  des 
«efficients  P,  Q ,  R, . . . ,  qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit,  en  effet,  j»  4-Pj?*"*  4-  Qx^^  4-Rjf"~'...'4-  Ta:4-U  =  o 
l^^uation  proposée;  et  désignons  ses  racines  para,  6,  r,  </,.... 
Si loo  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des 
"' facteurs  du  premier  degré ,  x  —  «,  x  —  b,  x  —  c,...,  on 
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obtiendra  (o?  258),  pour  les  différents  quotients  : 


X— -h 


4-P 


Pfl 

Q 


x"-»-h 


Pfl» 

R 


OT^-^-h 


b' 

hPb' 
hQb 
4-R 


-f-Rfl— - 

-h 

4-P^-' 
H-  Q*--' 


T, 


et  ainsi  de  suite  pour  chacun  des  facteurs  x  —  c,  x  —  d,,,. , 

Maintenant  y  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  m  quotients,  et  qot 
Ton  pose,  pour  plus  de  simplicité, 

a  -h  à  -hc  +...  =  S,, 
fl'  -hb'  +  c'  4-  . , .  =  S, , 
a^       -hb'     -hc'     -h  , .  .  =  Sa , 


on  obtient  évidemment  pour  cette  somme, 


wx*-'  -h  s,      X—'  -h  S, 

^-*  H-  S3 

X— *-H. 

..4-S,^ 

■4-  iwP            4-  PS, 

4- PS, 

-+-PS,- 

-+-mQ 

-4-QS, 

+  QS.- 

H- wR 

4-RS-, 

-h 

-H 

-mT. 


D'un  autre  côté.  Ton  a  vu  (n**  264)  que  Y,  ou  le  polynôiB' 
dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée ,  représente  au&si  l 
somme  des  m  quotients  de  la  division  de  X  par  x  —  a,  x—K 


\ 
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a  (n»  262) 

or"-»  4-  {m  —  2)  Qar«-»  -h  (m  —  3)Rj;^'  H- ...  -4.  T. 

Il  parant  terme  à  terme  ces  deux  expressions  ùien- 
*<i  somme  des  m  quotients ,  on  obtient  les  relations 

-=i  (ot  —  1) P,        ou  simplifiant,       S,  -f-  P  =  o; 
JB, +  /hQ  =(/7i  — 2)Q,      ou  bien       S, -I- PS, -h  2Qc=  o; 
pS,  +  QS,  -f-  iwR  =  (/w  —  3)R,     ou     S3  -h  PS,  4-  QS,  4-  3R  =  o; 


S«_,  H-  PS«-,-f-  QS«-^  -f- . .  .  -hmT  =  T, 
ou  S^x  -H  PS^,  H-  QS.,-3  -f- . . .  -h  (w  —  i)T  =  o. 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  St  en  fonction 

,'deP;  la  seconde  donne  ensuite  S,  en  fonction  de  Py  Q,  et  de  S,, 

ainsi  de  suite;  enfin,  la  dernière  fait  connaître  Sm-.i  au  moyen  de 

P,  Q ,  R  ,  . . . ,  T,  et  de  S«_2 ,  S«_3 , . . . ,  qui  sont  censés  connus 

d'après  les  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d'une  puissance  entière  et 
positive  quelconque,  reprenons  l'équation  proposée,  et  rempla- 
çons par  jp  chacune  des  racines  a^byCydy...',  on  a  les  égalités 


«"  -H  Pfl— «  -h  Qfl«-'  -+-  . 

.  .H-Ta-+-U  =  o, 

b^  -f-  P^"-'  -4-  Q6*-'  4-  . 

..H-T^-+-U  =  o 

Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a",  b%  r",... . 
tt  ajoutant  les  produits  terme  à  terme,  on  obtient,  d'après  les 
notations  convenues , 

S»^  -4-  PS»+,_,  -f-  QS«.H._,  4-  ...  H-  TS.H-.  -t-  US,  =  o. 
Cela  posé,  voici  l'usage  de  cette  formule: 

Stùl     /î  =  o;     d'où     S„  =  So  =  fl*4-**'4-c**-l- ..  .  =  'w; 
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elle  devient 

s„  +  PS.-,  +  QS-. -+-•••  + TS.  +  «1^  =  «•' 

celte  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 
Soit  fait  ensuite  t 


i„=i,2,  3,4,  5,- -Jon  trouve 


S„,,+PS„     +QS._,  +  ...+TS,  +  US.  =  o, 


S,.,  +  PS...  +  QS».     +    ..  +  TS.  +  US,  =  o, 

*.  ..• 

Il  est  facile  de  reconnaître,  d'après  l'inspection  de  œs  formules, 
que  les  sommes  des  m  premières  puissances  éta^t  f'^f^»  '« 
suivantes  forment  (n»  184)  une  série  récurrente  dont  1  ccheUe  d. 
relation  est  l'ensemble  des  m  coefficients  P,  Q,  R,  -  •  -,  T,  U,  dt 
la  proposée,  pris  en  signes  contraires, 
la  prup        ,1-  donner  également  le> 

La  formule  S«+.  +  P:>-»+"-i  -t-  •  •  •  J^"  .,    „      «■„.    ^:, 

sommes  des  puissances  à  indices  entiers  et  négatifs.  En  effet ,  so,. 
d'abord  «  =  -  I  ;  il  en  résulte 

S_.  +  PS,-,  +  . . .  H-TS.  +  US_.  =  o, 

équation  d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  S_.  en  fonction  d. 
e        S     ,  ....  S, ,  S, ,  qui  sont  censés  connus. 
'-SoienT:;core'«  =  -.;  «  =  -3....  «n  obtiendra  de  nouvelle, 
formules  qui  donneront  S_,  en   fonction  de  S_,   S^,_-. 
S     S_i  ,..;  puis  S_a  en  fonction  de  Sm_j,...,  S«_4,..mS-i,  »-i' 

et  ainsi  de  suite.  _  ,       ■       , 

Concluons  de  là  qu'«/.c  équation  quelconque  étant  donnée,  o 
peut  toujours,  sans  connaître  ses  raeines,  obtenir  les  somme.  .U 
Uurs  pmssances  semblables,  le  degré  de  la  puissance  étant  u. 
nombre  entier  quelconque ,  positij  ou  négatif. 
Soit  pour  exemple  l'équation 

,•  _|-  .r'  —  T  •»•'  —  .r  -+-  6  =  o. 


%'uifE    FONCTiOFf    SYMÉTRIQUE    QUELGOfTQUK.       4^5 

*ûon  particuîîère , 


-PS,  —  QSi  —  3T=—  i5  — 7-+-3  =  —  19, 
s-PSj  — QS,  —  TS,  —  4U  =19-4-105—1  —  24  =  99, 
«-PS.-QS,  — TS,  — US.  =  — 99—  i33-h  i5  4-6  =  — 2ir, 
:~  PS,  -  QS,  —  TS,  —  US,  =  21 1  4-  693  —  19  —  90  =  795; 


5  r=  -  S,  ->  PS,  —  QS.  —  TS,  _  19—  i5  — 7  -H  4  __  I 
U  "*■  6      '         —6'. 

S   ^-S,-PS.-Q&-TS,._-'^^'-^^^-^ë_   85 
U  6  "^36' 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vériûces;  car  IVquation  a 
^tê  formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x  —  i ,  j;  -f-  i , 
'  —  2,  X  -f-  3  :  ce  qui  donne  -+-i,  —  1,4-2  et— -3,  pour  les 
quatre  racines. 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symé- 
triques. 

Î9S.  On  distingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et 
«•ntières  des  racines  d'une  équation ,  en  fonctions  symétriques  à 
'ine  lettre^  à  deux  lettres ,  à  trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  à  une  lettre  sont  celles  dont  chaque 
ferme  ne  renferme  qu'une  racine;  telle  est  la  fonction  o"4-é"4-c"... 
que  noHs  savons  déjà  (n*'99ft)  exprimer  au  moyen  des  cocfli- 
'^ents  de  l'équation. 

Les  fonctions  à  r/éf  M  j:  lettres  sont  celles  dont  chaquetcr/ne  renferme 
deux  racines:  telle  est  la  fonction  a'*hP  -ha'*cP  -i-  b"aP  -+-  a^dP  -h.,., 
Alg.  B.,  10*  éd.  3o 
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dool  il  est  aisé  de  concevoir  la  formation  en  prenant  tous  k^ 
arrangements  deux  à  deux  des  m  racines ,  et  en  aflectant  les  deo^ 
lettres  de  chaque  produit  des  exposants  respectifs /i  et  y?.  D^oûT 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  '  n»  1 1€ 
égal  à  m{tn  —  i). 

Les  fonctions  à  trois  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  rm/rrr 
trois  racines:  telle  est  la  fonction  a^ bP c^  -h  a" cP eH  -^  h'* aP c9  Sr  . , 
que  Ton  obtient  en  formant  tous  les  arrangements  trois  à  trois,  ùi 
m  racines,  et  affectant  les  trois  lettres  de  chaque  produit  def 
exposants  respectifs  /?,  /^,  «7.  Ainsi,  le  nombre  total  des  termes «v. 
marqué  par  m  (m  —  i)  (/«  —  2);  et  ainsi  de  suile. 

Comme,  un  terme  quelconque  d*une  fonction  symétriqne  ^ 
plusieurs  lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  antres  er 
substituant  à  Tarrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  tenr 
les  autres  arrangements  dont  les  m  lettres  sont  susceptibles,  e-Nr 
conservant  aux  exposants  le  même  ordre,  on  est  convenu,  pon 
abréger,  de  représenter  les  fonctions  à  une,  deux,  trois,...  lettrt*. 
de  cette  manière:  Ta",  Ta''bP,  Ta^bPc^y.  .  .;  c'est-à-dire  que  Tua 
place  en  avant  de  l'un  des  termes  de  la  fonction  la  lettre  T;  et 
ces  notations  équivalent  à  «"  -f-  6"  -f-  c"  -f- ...,  ««^p  -+-  o^cp  -h- . 
a'^bPc^  -ha^bPdi  -^  .  .  .  . 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les/o#?*- 
fions  symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d'une  vacoy 
fonction  soient  affectés  de  coeffiricnts;  mais,  pour  que  la  fondi^-^r 
soit  symétrique,  il  faut  que  tous  ces  coefBcients  soient  égaux,  "t 
alors  on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C'est  ainsi  que  l'expression  4  ^^^'  -}-  ^a^c""  -h  ^  b^n*  H-  .  , 
supposée  symétrique  en  a,  b,  r^..  ,  peut  se  mettre  sous  1. 
forme  4  («'  6'  -h  ^^  c'  4-  *^  «'  4- .  -    ) ,  ou  4  Trt  '  b\ 

Knfin,  un  polynôme  symétrique  en  a,  ^,  r, .  . .  peut  ètrecoro 
posé  de  la  réunion,   par  addition  on  soustraction,  de  plusieu^ 
fonctions  symétriques  élémentaires;   et  son  évaluation  se  n-dni» 
alors  à  celle  de  chacune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  corn 
posent.  Passons  donc  à  la  détermination  de  celles-ci. 
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f  nymvtriqttfs  à  deux  y  trois, .  .  . ,  iettres. 

.i»S9S)  des  formules  pour  évaluer  les 
^^.  ,  qui  n'est  autre  chose  que  S„.  Cherchons 

i  à  deux  lettres  Ta^bi*,  Pour  cela,  multiplions 
ax  expressions 

fl«  4-  ^,'«  4-  t*  4-  ^^  -h  .  .  .  =  Ta", 
aP  -i-  bP  -^  cP  -+-  dP  A-  .  *  ,  =  ïaP. 
Xe  second  membre  est  Ta"  X  Ta/*. 

Quant  au  premier  membre,  il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  mul- 
plicatioD.  Ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
nr  ont  la  même  lettre  ;  et ,  dans  ce  cas,  le  produit  partiel  est  un 
ts termes  de  la  fonction  T^""^''.  Ou  bien,  ces  deux  termes  ont  dos 
Itres  différentes,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  terme  de  1» 
iDction  Ta^bP.  Comme  d'ailleurs  le  produit  total  doit  (>tresymé- 
âque,  puisque  les  deux  facteurs  le  sont,  il  s'ensuit  que  le  pre- 

raembre  a  pour  expression,   IVi"-*"''  -f-  Ta"bP. 
Aiusi ,  Ton  a  l'équation     Ta^^P  -+-  Tw"  bP  =  T^ "  X  TaP  ; 
loù  Ton  déduit 

Ta"  bP  =  Ta"  X  TaP  —  Ta^^P.  (  i  ) 

Tfl*,  TaP  y  Ta"-*-^  étant  connus,  d'après  les  formules  du  n"  «»«, 
b  formule  (i)  pourra  servir  à  déterminer  toutes  les /onctions  ri 
éeux  lettres. 

Cas  particulier,  —  Si,  dans  celte  formule,  on  suppose  w  =  /v, 
{tirconstance  qui  arrive  assez  souvent,  le  second  membre  se  réduit 
4 (Ta*)*  —  Ta^.  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui,  en 
î apparence,  se  réduit  à  Ta" 6"),  il  faut  observer  que  Ion  a 

f  la^bP=za^bP  -+-  a"cP  -+-  a^dP  -}-...-+-  b'aP.  .  .  -H  CnP  -h 

;  Or,  dans  Thypothese  de  t  =/?,  tous  les  termes  de  ce  polynôme 
'deviennent  égaux  deux  à  deux,  savoir,  a"bP  et  b'^uP^a'^cP  el 
I  ^oP,.,:  donc  Ta^bP  se  réduit  réellement  à  2  Ta"  6"  j  c'est-à-dire 
!  an  double  de  la  fonction  exprimée  par  Ta"  6",  et  «lont  le  nombre 

des  termes  n'est  plus  (n°  295)  le  nombre  des  arrangements,  mais 

hien  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux. 

3o. 
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Donc,  en  .sn])pos«')nt  n  ^=  p  ilans  la  rorninl«*(i;<  on  Iroure 

T^»  b"  =  ^ i ? 

2 

Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  Ta^bft^, 
Pour  y  parvenir,  inuUiplions  entre  elles  les  équations 

ff*bf  -^  a^cP  -^n^f/P  -i-  ...  -h  h''aJ'  ...-+-  c^aP  -4-  .  . .  =  TrT*r- 
nf  -\-  bf  -h  cl  -h  d9  -h =  T^'. 

On  a  d'abord  Ta"  bP  X  Tn^  pour  le  produit  des  seconds  membr»^ 

Quant  aux  premiers  membres,  on  doit  obtenir  trois  espt-x^H 
de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblabl'  < 
U  lettre  du  ternie  multiplicande ,  affectée  de  l*exposaiit  n  ;  auqiv  ' 
cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  Tr?*^  b^. 

Ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  j  ii 
lettre  du  terme  multipliainde,  affectée  de  l'exposant />;  et,  dar^ 
ce  cas ,  le  produit  partiel  appartient  à  la  fonction  la*  b^^. 

Ou  bien,  enfin,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entr»r* 
dans  le  terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  un d*- 
termes  de  la  fonction  Ta'*bP&i. 

Donc  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a  fnw^ 
expression ,  Ta'^^i  bP  -h  Ta"  bP-^9  H-  Ta"  bPti.  ' 

Ainsi,  Ton  a  pour  nouvelle  équation, 

ïa^-^tbP  -h  la''bP^i  -+-  la"bPc^  =  Ta^^bP  X  Tflf  ; 

d*où  l'on  déduit 

Ta^'bPc^  =  Ta'*  bP  X  Ta'f  —  Tfl**^î  éP  —  Ta"  bP^.  i' 

Cas  particuliers.  —  i".  Supposons  rieux  des  trois  exposanil 
égaux,  p  =^  q  par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  i 
2  Ta"  bPc'P,  puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  générale  Ta*b'  •  ' 
sont  alors  égaux  deux  à  deux;  et  la  formule  (3)  devient 

_     ,             Tfl"  bP  X  TaP  —  Ta'^P  bP  —  Ta"  b^P 
Ta'*bPcPz=-    ^--- . 4l 

2 

Cetl<i  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à  inu 
lettres  dont  deux  exposants  sont  égaux. 
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Y|K)sanls  égaux,  c'est-à-clirc /i  znyj  r=  y  j 
«mile  v3j  se  réduit  à  6Ta'^b'*c",  paire 
*vionnenl  égaux  s  ta:  à  six. 


même  résultat  d'après  la  formule  (4) ,  en 

:  p  donne  Ta"  bfcP^:  3  Ta"  b'^c",  parce  ([ue  tous 

Ta'^bPcP  deviennent  égaux  (rois  à  trois. 

peu  qu*on  réfléchisse  sur  la  marche   qui   vient  d'être 

. te  pour  évaluer  Ta"  bP  ,  Ta"  bP (f  ,  il  est  aisé  de  voir  ce  qu'il 

biidrait  faire  pour  révaluation  des  fonctions  à  (ftiatre  lettres ,  à 

''«7  lettres ,  etc. 

20o.  Comme  nous  avons  remarqué  (n"  ftDô)  que  toute  fonc- 
tM<n  symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation 
<iW  ({uc  le  résultat  de  la  réunion ,  par  addition  ou  soustraction , 
<lw  Jonctions  Ta",  *Ta"bP^  Ta"bPc9 ^  .  . .,  nous  sommes  en  droit 
«l'foDclure  ce  théorème,  qui  est  un  des  plus  beaux  et  df»s  plus 
«iiporlairts  de  TAnalyse  algébrique  :  Toute  Jonction  s/itiêtrit/uc 
mumnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation  peut ,  sans  que 
1  "•> Ciinnaisse  ses  racines,  être  ivaluèe  au  moyen  des  coej/icicnts 


'V.J.  —  Il  en  est  de  même  d'une  fonction  symétrique  ration- 
'«■îl»*  et  fractionnaire  ;  car ,  si  l'on  conçoit  que  tous  les  termes 
"»0K'nt  réduits  au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression 
irjttionnaire  dont  le  numérateur  devra ,  d'après  le  caractère  dis- 
Mf  d'une  fonction  symétrique  (n"ft9i),  être,  ainsi  que  le 
'^numinateur,  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière. 
t)"nc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions  séparément ,  c»n 
'•^tiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

296.  Applications  de  la  théorie  tics  fonctions  sytnétri(/ues. 

1»  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  les  moyens  de 
'«^Mi(l 11?  cotte  ipieslion  ,  que  n(»us  avons  déjà  traitée  (  n"  27îft}  p;ii 
''  ^^oursde  IVliminalion  ; 
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Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines ,  étatU  donner , 
former  ttne  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinais* 
DÉTERMINÉE  de  deux  y  trois ,  .  .  .  quelconques  des  racines  de  le 
proposée. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  d'abord  que  l'on  demande 

Une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  qui.- 
conques  des  racines  de  l'équation  X  =  o. 

Soient  a  y  b,  c,  d,  . . ,  les  racines  de  cette  équation;  celles  de 

la  nouvelle  équation ,  que  nous  appellerons  Z  r=  o,  seront  a  -h  t 

a  -^c  y   a  -^dy    6-4-c,.,.;  et  Icur  nombre  sera  exprimé  p^r 

le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes ,  deux  e 

d<nix ,  que  l'on  peut  faire  avec  les  m  letlres  a  ,  b  ^  c^  d ,  , ,  ,  ^  c'esi- 

^     1-      /    n  M««\          m(m  —^  i] 
a -dire  (n°  i47)  par   -^^ • 


2 


Ainsi, représente  déjà  le  degré  de  Téquation. 

Quant  à  la  composition  de  ses  coefficients,  comme  (n*'8« 
le  coefficient  du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racine* 
prises  en  signes  contraires,  il  a  pour  valeur 

—  («f  -h  ^»)  —  {a  4-  c)  —  (<i  -f-  ^/) . .  .  , 

expression  dans  laquelle  a,  b  y  c,  ...  entrent  toutes  de  la  mm- 
manière;  ainsi,  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entiei' 
peut  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q ,  R ,  .  . .  de  !j 
proposée. 

On  a  de  même ,  pour  le  coefficient  du  troisième  terme ,  u 
somme  des  produits,  deux  à  deux,  des  mêmes  quantités,  on  bien 

(a  ^b){a-he)-^{a-^  b)  (^  -f-  c)  -h  (a  -+-  r)  (6  -h  f)  -f-  . .  . , 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a ,  A ,  c , .  .  .  ,  et  peut ,  par 
conséquent,  s^évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q ,  R ,....  Méin<- 
conclusion  parrapportaux  coefficientsdu  quatrième,  cinquième,.  . 
terme  ,  et,  en  général ,  par  rapport  au  coefficient  de  rang  («  -h  i  . 
puisqu'il  n'est  autre  chose,  au  signe  près,  que  la  somme  d''^ 
produits  n  à  n  des  quantités  «  -h  ^ ,  <?  -h  r,  .  .  .  ,  somme  qui  «i 
nécessairement  une  fonction  symétrique  de  /? ,  // ,  r  , Touî« 
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i  difficulté  consiste  à  raeitre  en  évidence  ces  diverses  fonctions 
ijmetriques,  et  à  les  évaluer  d*après  les  formules  établies  précé- 
Ifmmenl, 

An  reste,  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer 
a  coefficients  de  l'équation  cherchée. 

On  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  combinaisons  de  la  forme 

fl  -h  6  4-  ^ab ,        fl  -H  r  -H  Âac  ,        #7  -h  ^  -h  ^aei, .  . .  , 

i  tunt  un  nombre  connu  et  déterminé. 
Le  degré  de  cette  nouvelle  équation,  que  l'on  peut  encore 

^m  —  I 
n^er  par  Z  =  o  ,  est  toujours  marque  par      m  . ;      et 

Kb  coefficients  étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  pro- 
oiiils,  une  à  une ,  deiuv  à  deux ,  trois  à  trois ,  .  .  ,  des  quantités 
a-f  A  -f-  Aab  ,  tf  -f-  r  -4-  Aac, .  . . ,  sont  nécessairement  des  fonc- 
ïHHis  symétriques  rationnelles  et  entières  des  racines  de  la  pro- 

W.  Proposons-nous ,  pour  seconde  application ,  de  /armer 
^é(juation  aux  différences  des  racines  d'une  équation  donnée, 
')iieslion  qui  a  déjà  été  traitée  par  l'élimination. 

^ous  avons  fait  connaître  (n"27i5)  la  forme  et  le  degré  de 
'Hie équation.  Soit /ii  le  degré  de  la  proposée;  celui  de  l'équation 
"ttf  différences  est  exprimé  par  m  (m  —  i).  De  plus,  elle  est  de 
"^^rëpair,  et  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair;  de 
^'leque,  si  Ton  pose  dans  cette  équation, 

m  (m  —  i  ) 
«•  =z  z         et '■  =  n  , 

'''iiiadon  prend  la  forme 

z"  4.  p/jr.-.  ^  Q'jjfl-  -1  .|_   .  .  .    4_  x's  H-  U  '  rz  o ,  (  I  ) 

^^^«  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  /es  carrés  des  diffé- 
^'"^'ides  racines  de  la  proposée. 

^»^ coefficients  P',  Q' , .  .  .  ,T',  U  '  sont  les  mêmes  que  ceux  do 
"l^'aeion  aux  différences;  mais  elle  est  de  degn*  sous- double , 

?  ]»av  tela  mcrne  ,  jilus  simple  à  considérer. 
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Cela  posé ,  si  a ,  ^  ,  c ,  </,  .  . .  sont  tes  racines  de  la  propo5<^ 
on  a ,  pour  celles  de  l'équation  (i) , 

donc ,  d'après  la  composition  connue  des  équations ,  les  coefficief 
P',  Q%  R', .  • .  sont ,  au  signe  près  pour  quelques-uns ,  les  somiB 
des  produits  iài,2à2,3à3,...  des  quantités 

c'est-à-dire  que  Ton  a 

—  P'  =  (û  —  A)»  4-  (a  —  c)^  H-  .  .  .  , 

Q'  =  («  —  by(a  —  cy  -h  (fl  —  6)'  (6  —  c)'  -h  . . .  r 

—  R'  =(a— ^)'(a— r)'(^  — c)>H-  .     .. 


Or  toutes  ces  expressions  sont  des   fonctions    symétriques  qi 
Ton  peut  évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,...  de 
proposée. 

Toutefois,  si  Ton  effectuait  ces  développements,  les  divers 
fonctions  que  Ton  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à  une,  deui 
trois,  etc.,  et,  en  général,  kp  lettres  (si  Ton  considère  le  coefficki 
de  rang  p  -h  i)  ;  et  ces  coefficients  s'évalueraient  avec  beaucou 
de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  existe  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q',  R'i 

Les  formules  S,  H-P  =  o,S3-+-PS,  -4-2Q=:o,...,  obteni» 
au  n«  298,  font  connaître  S, ,  Sj,  S,,  .  .  .  ,  en  fonction  ti 
P,Q,R,.... 

Réciproquement  y  connaissant  à  priori  les  sommes  Si ,  Sj,  S  ,  • 
des  racines  d'une  équation ,  on  pourrait  calculer  les  coefficieni 
P ,  Q ,  R , .  . .  d'après  les  mêmes  formules  ;  car  elles  donnent 

p  =  —  S, ,      Q  =: f     R  — j ' 

Donc  ,  si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissant-es  sfw 
hlables  des  carnés  des  différences  {a  —  ^) ',  («  —  c)\  .--^  "•^" 
obtiendrions  facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R' , . .  . 
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Or,  en  appHant  S', ,  S',,  S'a,  S'^ , . .  .   les  sommes  des  puissances 
i>emblabkîs  des  racines  de  l'équation  (3),  on  a 

=:a -  by  ^  (a  -^  cy  ^  (a  -^  dy  ■+- . .  .z=  (m  —  i)  Tfl'  —  aTû^, 
zz  a  ^  by  -^{a  —  cy  -^  .  ,  .  =:  (m  —  i)Ta*  —  ^Ta^b -^  6Ta*b'y 
=  ia^by-^  (a  —  cy-^  ,,.  =  (w—  i)T««  — 6Ta»6-+-  iSHa^b^ 

—  20  Ta' 6'. 


Explication  iie  ce  tableau.  —  Il  est  évident  d*abord  que  les  dé- 
veloppements de  S',,  S',,  S',,  .  .  ne  peuvent  se  composer  que  de 
fonctions  synnétriques  à  une  ou  ù  deux  lettres  au  plus.  Quant  à  la 
m.iniére  de  les  obtenir,  on  observera  que,  dans  cbacun  d'eux, 
a',  ou  rt*,  ou  fl", .  .  .  doit  être  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut 
former  de  différences  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  dont  le 
nombre  est  m  —  i;  donc  les  fonctions  Ta\  Ta\  Ta%.  .  .  ont 
toutes  {m  —  i)  pour  coefficient. 

Les  coeiHcients  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des  dé- 
veloppements des  puissances  (a  —  ^)%  (a  —  by,  {a  —  bf,.,.,  depuis 
If  coefficient  ilu  second  terme  inclusivement  jusqu  *n  celui  du  terme 
fU' tient  le  milieu,  aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  parties 
w»nt  alternativement  poritives  et  négatives,  comme  dans  les  déve- 
loppements de  (a  —  by,  (a  —  by,.,.. 

Le  nombre  des  sommes  S',,  Sj,  S'3,...  qu*il  est  nécessaire 
d'évaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficients  P',  Q',  R',. . .  de 
l 'équation  (3);  par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'„. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique 
pour  évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  S| ,  S; ,  S3 , .  .  . ,  jusqu  h 
^.xou  S«(«_,),  des  racines  de  la  proposée  (i);  puis,  à  l'aide  des 
f^rnudes  du  n°  294 ,  on  évalue  toutes  les  fonctions  Tab,  Ta^  b , 
ï«^', . .  ;  d'où  Ton  conclut  les  valeurs  de  S',,  S',,  S'^, .  .  . ,  S'„, 
'^,  par  suite ,  celles  de  P',  Q',  S', .  .  . ,  T',  U'. 

Î4B».  Soit  proposé  de  former  Téquation  atu:  carrés  des  différences 

"^'^  racines  de  Téquation  .v'  —  7  a.  -h  7    -  o. 
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Cette  équation  élant  du  troisième  degré,  on  a  m  ^ =  3 

Ainsi ,  réquatîon  cherchée  esr  de  la  forme  z*  -f-  P'  »'  -+-  Q'  a  -h  R =c 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  trois  coefficients  à  déterminer,  et ,  par  consi^ 
quent,  trois  sommes,  S\ ,  S',,  S',,  à  calculer.  Cela  posé,  on  a 

P  =  o,     Q  =  — 7.     R  =  7; 

d'où  Ton  déduit,  tour  calcul  fait, 

S,  =  o,  S,=  i4,  S,=  — 21,  84  =  98,  Ss  =  —  !i45.  S,  =  833 


T*l^       rr:        S^  =         l4, 


Tfl«     =S.      =833, 
Ta'b  =rSsS,  —  S.  =  — 833 
Ta'  ft>  =  S4  S,  —  S«  =      53g 


Ta*      =       S,=       98, 
Ta'b   =  — S,  =  — 98, 

2  2  ^ 

Donc       S',  =  2T/î'--2Tflô    =    4^, 

S',  =  2  Ta*  —  4 Ta^Z>  -f-    6Ta'b'  =  882  , 

S\  =2Tû«  — 6T«*6--*-  i5T«^ft'  — 20  T«^*^=  18669 

Ainsi,  H  cause  des  formules 

S',  -h  P'  =  o,     s;  4-  P'S;  -h  2 Q'  =  o.     S',  4-  P'S;  H-  Q'S',  -h  3R  = 

ona  P'=  -_S',  =  -42,         Q'=       ""^      -!_^=:44i, 

Donc,  enfin ,  l'on  obtient 

z^  —  /^iz^  -{-  ^ii  z  —  49  =  *^> 

pour  réquation  aux  carrés  fies  différences  des  racines  df  1  Vqna 
tion     .r^  —  7^:4-7=0. 

Nous  engageons  les  commençants  à  traiter  ce  même  exemple  pj' 
rélimination,  afin  de  comparer  les  deux  méthodes. 

tt99.  Ce  moyen  de  déterminer  les  cocflicients  de  iVqufltion  //*-^ 
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'orrf'.s  des  tUffèrences  peut  être  également  employé  pour  déterminer 
«  roefficients  de  Téqualion  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à 
ifur,  a~\-b^  a-hc,  b-hc^,  .  ,  (voyez  n®  996). 
Soii  j^  -f-  Px^  -»-  QjT  H-  R  =  o  réquation  proposée  ; 

'♦•(jualion  aux  sommes  a  -h  b,  a  -{-Cy  b  -h  c  serait  de  la  forme 

(  m  appelant  S',,  S',,  S',  les  sommes  des  puissances  semblables 
1«  radnes  de  cette  seconde  équation ,  on  aurait,  pour  déterminer 
^"  ,S,,  S',,  les  formules 

S'  =  («H-  ^)   -I-  (a  -h  (')  -h  (/>>  -h  r)  =  2  (fl  -f-  Z^  4-  r)  =  2Trt , 
S..  =  i'û-h  by  -hia  -i-cY  -h  [b  -\- cy  z=z  7.1a^ -\' %Tab , 
s'  -  ff  4_  by  4-  («  -*-  ô'  ■+-  (A  -h  <•)'  =  aTa^»  +  3Tfl» ^. 

Après  avoir  calculé  les  sommes  S,,  S„  Sj,  de  la  proposée,  on 
fn  deduirail  les  valeurs  de  Ta%  lab,  Ta\  Ta^b,  ce  qui  ferait 
connaître  s;,  S'„  S'^;  et  Ton  obtiendrait  enfin  P',  Q',  R',  d'après 

^  formules 

P'=  0,    s;  -h  P'S',  4-  2Q'  =  o,     s;  -h  P'S;  -h Q'S',  -+-  3 R'  =  o. 

^n  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  former  une  équation 
•wniles  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée, 
^  la  forme  a  -^  b  -h  ^nb ,  ^î  -h  c*  -f-  Aac , . . .  ;  on  aurait ,  pour 
»«i  équation  du  /ï"«'  degré, 

'o-^b  4-  X«6)  4-  (rt  -h  c  -h  Aac)  4-  .  .  .  =  {m  —  i)  Ta  4-  XTfli, 
«  +  ^  4-/ia^»)»  4- ...  =  (m  —  i)  T/ï' 4- 2Trt^»  4- 2/ T^=^  4- ^'Ta'^% 
''^  ^  /'  4-  Aaby  ^-  ...  =  (//i  —  n  Ta-  -hSTa'b 

4- 3  X- (Ta'/;  4-?.  Ta' 6' 

4-  3/'Ta»^='  4-/.JTa^^,\ 


^^'«s  proposerons  les  exercices  suivants  : 

^ffrmincr,    i».    L'êq notion    aux    carrés    des    ftijf'ércnces    drs 
^'"'ncs  (ii.  l'équation  .r   —  6  j:  —  7  =  o. 

^"uUat z'^  36 z  4-  324  z  4-  ^5ç)  =  o.) 


476    APPLICATIONS    DE    LA    TUÉO&lE    DES    F0NCT10H5   STlMlT»lQtl5 

Cet  exemple  a  déjà  été  trailé  (n''  274)  par  la  ni^hode  dVliiii 
nation. 

2i**.   V équation  aux  sommes  deux  à  deux  dts  racines  de  l'ètiiu 

lion  x^ — 3j:-f-2t=:o. 

\RcsuUat.  ...  z^  —  3  s  -î^  2  =  o.) 

3".   Véquation  dont  les  racines  soient  des  combinaisotiK  d^ 
forme  fl  H-  ô  -h  ab,  des  racines  de  l'équation 

X-' -h    3x' —    J^x — 12  =  0. 

(Résultat.  ...    «M-  10  8'  -h  1 7  3  —  28  zr=  o.) 

4".  L'équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à  tiii. 

des  racines  de  Téquation         j*  —  6^;'  —  5.r'  -h  4^  •'^  "^  4^  ^  * 
(Résultat 

2*—  18 3*  -h  98**  —  962^  —  747  z'  -+-  2322 z  —  1944=*^' 

500.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fofit 
tions  symélriques  i)ar  la  démonstration  d'un  Irès-beau  theon-in 
sur  Téliraination. 

Ce  théorème ,  dû  à  Bezout ,  ccmsiste  en  ce  que  le  degré  de  /ïgi» 
TioN  FINALE  qui  résultc  dc  l'élimination  de  l'une  des  incannu'^ 
entre  deux  équations  d'un  degçé  quelconque  à  deux  incofuiav*,  '- 
peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équotiofr 
et  il  est  justement  égal  à  ce  produit  lorsque  les  équations  pmjfoff 
sont  les  plus  générales  de  leurs  degrés. 

Avant  d'en  développer  la  démonstration,  il  est  indispcnsabU- •!< 
faire  connaître  la  forme  d'une  équation  complète  du  /w'^^dc^n' 
deux  inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n"  I IG)  que  toute  équation  du  stxom 
degré  peut  être  ramenée  à  la  forme  Mo:'  -h  N x  -4-  P  =  o*  ^^  *'•'" 
une  quantité  toute  connue ,  N  un  polynôme  du  premier  dej:rt 
en  j',  et  P  un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  w**' 
degré,  lorsque ,  le  plus  haut  exposant  île  chaque  inconnue  étant /»' 
la  somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnut^s  dans  un  nie»" 
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t*-nw  ne  surpasse  pas  w  (*).   11  résulte  évidemment  de  là  que 
innte  équalion  du  degré  m  peut  être  ramenée  à  la  forme 

Ax-  -+-  Rr*-'  -I-  Caf^'  -H  Dx— ^  -h  .  .  .  -hT*  -f-  U  =  o, 
*  Plant  une  quantité  connue,  numérique  ou  algébrique, 
B  un  polynôme  du   i"  degré  en  j,  tel  que  bx  -h  b\ 

C  un  polynôme  du  2''  degré c^'  4-  c'y  -f-  c", 

l> du  3*  degré. .  d^^  -+-  riy^  H-  r/'^-f-  rf'", 

1 .    .  .     ,  dn  (m  —  I )'«»•  degré.  .    /^-'  -f-  f' j»-»  -4-  . . . , 
l^ du  w'*'"' degré. .    m/"'     -h  w'^"»"'  _{_...  ^ 

quelques-uns  des  coefficients  h ,  b',  c,  c' , .  .  ,  peuvent  être  nuis 
•Uns  les  cas  particuliers). 

501.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à  deux  in- 

t^nnues, 

Ajt^  ~h  Rr«"-'  H-  Gr"-^  ^-    .  .  .    4.   T.r  -f-  U  =  o, 

qwnous  désignerons  ,  pour  abréger,  par     M  =  o,  N  =  o. 

Concevons,  en  outre,  que  la  première  équation  soit  résolue 
'onipietement  par  rapport  à  x  [quoique  nous  n*ayons  pas  encore 
«es  moyens  d'effectuer  cette  opération],  et  qu'elle  donne  les /n 
valeurs  x=ia,x=b^x  =  c,,..[ay  b  ,  r,...  étant  alors  des 
ftnictions  de^). 

Chacune  de  ces  m  valeurs  de  x,'  substituée  dans  Téquation 
^=0,  doit  la  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  /  après 
«^tte  substitution. 

l^'un  autre  côté ,  si  Ton  porte  ces  m  valeurs  successivement 
«Uns  le  premier  membre  de  Téquation  N  =:=  o,  on  obtient  les 

*'  On  suppose  ici  que  les  dénominateurs  »  s^il  y  en  a ,  ne  rcnformenc 
{«s  les  inconnues  xH  r,  oulreroent,  il  faudrail  J'obord  ohasser  les  déno* 
ainaleurs.  (Yoret  la  remarque  du  n»  920 
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expressions 

qui  sont,  en  général ,  des  fonctions  irrationnelles  de/.  Or  je  di 
que  toute  valeur,/  =  6 ,  qui  i^nd  nulle  Tune  de  ces  fonctiom,  ^ 
une  valeur  convenable  (  n°  267  ). 

En  effet,  supposons ,  par  exemple ,  que  6  rende  nulle  la  fniKtM 
Ma"  -h  B'a"-'  -h ...  ; 
et  désignons  par  4:  =  a  ce  que  devient  x  =  a  lorsqu'on  rew 
place/  par  6  dans  a  ;  le  système (x  =  a ,  r  =  6 )  vérifie  cvitk'n 
ment  M  =  o  ,  puisqu'on  a  déjà  vu  que  x  =  a  la  vérifie,  quH  qii 
soit/. 

En  second  lieu  ,  /  =  6  rendant  nulle  la  fonction 
A'fl"  -^  B  V-'  -h  . .  . , 

qui  n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N  r:r  0 ,  dal 
lequel  on  a  mis  a  à  la  place  de  x ,  vérifie  N  =  o  en  même  l«»mp54ii 
X  =  a ,  valeur  de  a  qui  correspond  à/  =  €. 

On  voit  donc  que  (x  =  a ,  /  =  6 j  forme  un  système  comiinn 
aux  deux  équations  M  =  o  et  N  =  o  ;  ainsi ,  jr  =  ^  ^st  une  r<j/'« 
convenable. 

Réciproquement ,  toute  valeur  conçcnable  de  y  dwt  anown 
l'iMe  fies /onctions  ci-dessus,  j 

Car,  pour  être  convenable  ^  il  faut  qu'elle  satisfasse  aux  tif»^ 
équations  en  mcrae  temps  qu'une  certaine  valeur  de  x;  or  l«'u^' 
les  valeurs  de  x  convenables  sont  comprises  dans  x  =  a,  j  -  ^ 
X  =  c ,  .  .  .  ;  et  dès  que  Ton  fait  x  =  a,  ou  x  =  i, .  •  •  ^ 
premier  membre  de  N  =  o  retombe  dans  Tune  des  foDcdom  o 
dessus,  qui  doit,  par  conséquent,  s'évanouir  par  l'hypothèse/- '- 
On  peut  conclure  de  là  que ,  si  l 'on  égale  à  o  le  produit  .'< 
toutes  ces  /onctions ,  /'équatioii  qu'on  obtiendra  sera  {san$*u<'"1 
facteur  étranger)  Véquation  finale  qui  doit  résulter  de  réitmii'' 
tion  de  x  entre  les  deux  proposées. 

Cette  équation  finale,  que  nous  nommerons  l'équation  (Y),«^ 
donc 

(A'û''H-BV'-'-h...)(A7;«  +  B7/'-'-h...)(AV-HB'/^-'-f..  >  =  '' 
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Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de 
féquation  M  =  o  par  rapport  à  x  :  mais  nous  allons  voir  que  cette 
Anière  opération  n^est  pas  nécessaire  ;  et  nous  reconnaîtrons , 
An» ce  qui  yient  d*étre  dit,  une  nouvelle  méthode  d'éUminatkm, 
'  Remarquons  d*abord  que  l'équation  (Y)  ne  change  pas ,  quelque 
permotâtion  que  Ton  fasse  entre  les  racines  a,  by  c^d^,,.;  ainsi , 
bj»feinier  membre  est  (n"  SOI  )  une  fonction  symétrique  rationnelle 
ft  entière  des  racines  de  l'équation  M  =  o ,  résolue  par  rapport 
^x.  Donc,  en  vertu  du  théorème  établi  au  n^  298,  ce  premier 
pcnbre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coefficients  A,  B,  €,... 
k  FequatioD  M  =  o  ;  et  il  est  possible  de  former  Téquation  (Y) 
BU  qae  Ton  soit  obligé  de  résoudre  d'abord  l'équation  M  =  o. 

Cette  méthode ,  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du 
BcoDd degré,  devient  très- laborieuse  lorsqu'on  veut  rappliquer 
[des  équations  d'un  degré  plus  élevé.  Elle  a  toutefois,  sur  la 
lêtfaode  exposée  n"  960  et  sur  plusieurs  autres,  Tavantage  de 
hêduire  toujours  à  la  véritable  équation  finale  ^  sans  Tîntroduction 
fiacun  facteur  étranger. 

Mais  ici,  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur 
^àf^Ht  de  V équation  finale. 

m 

502.  Pour  déterminer  le  degré  en  j  de  l'équation  (Y) ,  il  suffit 
lecoQsidérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or  chaque  terme  du 
^nniult  qui  compose  le  premier  membre  se  forme  de  la  multi- 
)licatioD  d'un  terme  du  premier  facteur  par  un  terme  du  second  , 
îftr  un  terme  du  troisième  ....  Soient  K«*,  K'6**,  K"c*', .  .  . 
fe  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  m  facteurs  :  le  terme 
^^espondant  du  produit  sera 

D'ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  f/,  i^,  r,. . .;  donc 
^  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent 
ilans  la  composition  de  (Y)  ;  et  cette  fonction  partielle  peut  elle- 
"»aw  être  représentée  (  n**  5193  )  par 
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Il  sufiSt  donc  de  déterminer  le  plus  haut  d^ré  en  /  de  cttti 
fonction. 

Or,  si  l'on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donaei 
Si  ,  Sj ,  S, , .  . .  (  n®  9M) ,  et  que  Ton  ait  égard  aux  degrés  en /  <ie 
coefficients  A ,  B  ,€,.•.  de  Téquation  M  =  o  (  n*»  300) ,  on  rerr 
que  Si  ySsjSs y . .  •  ,Sa  ,  sont  du  premier,  deuxième,  troisième, . . . 
et,  en  général ,  du  degré  h  en/.  Donc  S*  X  S'^  X  S*  .  . .  estdoi 
degré  marqué  par  A  -h  ^'  H-  ^"  -h  .  .  .  ;  et  d'après  les  formuli 
du  n®  494,  qui  donnent  l'expression  d^une  fonction  symctriqn 
quelconque,  Ta*  b^ c^'  ...  est  aussi  du  degré  //  -h  A'  -|-  A'',. . ., I 
ne  peut  surpasser  ce  degré. 

D*pn  autre  côté,  soient  ^  ,  A',  X",,  .  .  les  exposants  derda 
les  coefficients  K ,  R',  K'^,  •  .  .  ;  ia  somme  des  exposants  du  pn 
duitK  .  K'.  K".  ...  est  X-  -h  ^'  4-  /".  .  .  Ainsi,  dans  la  fonctw 
K.  K'.  K''.  .  .  XTa*^>*'c*".  .  .  ,  la  somme  des  exposant  «i 
X-  -4-  X'  -H  X"  -4-  .  .  .  -I-  A  4-  A'  -h  A"  -h  .  .  .  ;  mais,  dV' 
composition  de  Téquation  ]V  =  o.  Ton  a  tout  au  plus 

X-4-A=;î,     X'-4-A'  =  /i,     X'' 4- A'^  =  «,.,.. 

Donc,  enfin ,  la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d  a 
degré  marqué  par  /i  -+-/?  +  ^^  -+-•••>  ou  m  x  «.       C.  Q-t'-h 
N.  B.  —  1a* équation  aux  différences  étant  (  n**  !175)  le  résultl| 
de  Télimination  de  x  entre  les  équations 

X  =  o, 

dont  la  première  est  du  degré  m  en  jr,  et  la  seconde  du  degrem  - 
en  x  et  u ,  il  s'ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degr 
m  [m  —  i),  et  c'est ,  en  effet ,  ce  qui  a  été  reconnu  ( n** Î75 ; 

Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre»^ 
d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues,  y''.^'- 
pour  sa  démonstration ,  un  Mémoire  de  M,  Poisson ,  XI*  cjM 
du  Journal  de  r École  Polytechnique ,  page  199.) 
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CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  équations  numériques  à  une  ou  à 
plusieurs  inconnues. 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent 
sont  applicables  à  toutes  les  équations,  de  quelque  nature  que 
loient  leurs  coefEcients,  numériques  ou  algébriques;  et  ces  prin- 
cipes doivent  être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  équations  de  degré  supérieur. 

5oas  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu  a 
présent  qu'à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  Les  formules  quMls  ont  obtenues  pour  les 
valeurs  des  inconnues  sont  si  compliquées  et  d'un  usage  si  peu 
commode 9  lorsque  toutefois  on  peut  les  appliquer  (ce  qui  n'est  pas 
toujours  possible),  que  Ton  doit  regarder  le  problème  de  la  résohi- 
tioo  des  équations  algébriques  d'un  degré  quelconque  comnfie  plus 
roneux  qu'utile.  Aussi  les  analystes  ont- ils  dirigé  principalement 
leurs  recherches  vers  la  résolution  des  équations  numériques, 
c'est-à-dire  de  celles  dont  les  coeffîdents  sont  des  nombres  parti- 
culiers ;  et  ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles  — 
Une  équation  numérique  d'un  degré  quelconque  [à  coefficients 
réels]  étant  donnée ,  on  peut  toujours  déterminer  ses  racines. 

Cest  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de 
développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre ,  du  moins  en 
ce  qui  concerne  les  racines  réelles. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  rélimination  ,  ou 
la  résolution  des  équations  numériques  à  plusieurs  inconnues. 

P&sMiKRE  PAETiB.  —  Équatious  numériques  à  une  inconnue. 
{ Pour  la  généralité  de  nos  raisonnements,  nous  représenterons  en- 
core l'équation  proposée  par  x"  -h  Px*~'  -f-  Qx'»-'  -+-...=  o  ; 
mais  les  lettres  P,  Q ,..  .  seront  censées  désigner  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  ekellss,  positives  ou  négatives.] 
Alg.  £.,  10"  éd.  3i 
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§  P'.  —  Principes  fondamentaux.  ■—  Limites  des 
racines. 

503.  P&KMiEa  PEiirciPE.  —  Si  deux  nombres  p  et  q{de  sigD 
quelconques  ) ,  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation  m 
menque,  X  =  o,  donnent  deux  résultats  de  signes  contrairt. 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de 
proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition ,  nous  ferons  voir  qu 
si  un  nombre  a ,  mis  à  la  place  de  x  dans  un  polynôme  X,  fom 
tion  entière  de  x  (n°  250) ,  mais  dont  les  coefficients  soot  nam 
riques  et  réels  y  a  donné  un  certain  résultat  A ,  on  pourra,  en  rea 
plaçant  x  par  a  +  /<,  et  prenant  h  suffisamment  petit,  obtenir 
nouveau  résultat  qui  diffère  du  premier  d'une  quantité  moindre  f 
toute  grandeur  donnée. 

Soient  en  effet  A,  B,  C,  D,...  ce  que  deviennent  les  pol; 

Z      V 
n6mes  X,  Y,  -, — a»"*  (n*»  964)  quand  on  y  meta aa lie 

de  x;  le  polynôme  X  deviendra ,  par  la.  substitution  de  0  +  ''; 

A-4-BA   -hC/j'-f-D/i^H-...-hA-, 

ou  bien,         A-l- A(B-|- C/*  -4- D/*^ -h . . . 4- /O- 

La  quantité  A  (B  H-  C/*  -h . . .)  est  l'expression  de  la  diffêren 
entre  les  résultats  des  substitutions  de  ^  +  /i  et  de  a;  etc*e$tcH 
différence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moind 
que  toute  grandeur  donnée ,  pour  une  valeur  convenable  de  ^ 

Or  B,  C,  D,...    étant  des  quantités  finies  de  signes  qQ« 

conques,  considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  pi^ 

senter,  celui  où  elles  seraient  toutes  positives  et  égales  à  K,  Up^ 

grande  d'entre  elles.  L'expression  A  (B  -i-  CA  -*-...)  devient 

K/«(i+/H-A»-h...-f-A— '), 

,    «  —  X    K/i(l— A-)  ....  ^       M„fn« 

ou  (n®  51  )  i 7 — -j  quantité  moindre  que  ——7'  ^^^" 

ronaA<i. 
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Cela  posé  y  si  Ton  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit 
moindre  qu^une  quantité  donnée  N ,  il  n'y  a  qu'à  poser 

7  =r      on      <C  N ,      ce  qui  donne      /i  =     ou     <C ^  ; 

et  toute  valeur  de  h  qui  satisfera  à  cette  dernière  condition  satis- 
fera nécessairement  à  l'inégalité 

KA(i-4-A-+-A^4-..   -|-/«--')<N, 

et,  à  plus  forte  raison,  k  l'inégalité 

A  (B -h  C/i -h  DA' -f.  ...)<N; 

ce  qui  est  bien  le  résultat  demandé. 

Nous  pouvons  actuellement  démontrer  le  principe  énoncé  ci- 
dessus  en  convenant,  pour  fixer  les  idées,  que,  des  deux  nombres 
p  H  q^  p  sera  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  se  rapproche 
davantage  de  V infini  négatif.  Cela  posé,  /?  et  7  mis  à  la  place  de  x 
dans  réquation  X  =  o,  donnant,  par  hypothèse,  deux  résultats 
de  signes  contrairesy  Pi  et  Q , ,  on  peut  concevoir  que  Ton  fasse 
varier  x  par  degrés  insensibles  depuis  p  jusqu'à  g  ;  les  résultats 
des  substitutions  successives  varieront  aussi  par  degrés  insensibles, 
c'est-à-dire  de  manière  à  ne  différer  les  uns  des  autres  que  de 
quantités  aussi  petites  que  l'on  voudra  (ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  le  polynôme  X  est  soumis  à  ia  loi  de  continuité,  ou  varie 
d'une  manière  continue  dans  l'intervalle  de  P,  à  Q,).  Or  une 
quantité  qui  est  constamment  finie  (*)  ne  peut  passer  du  positif 
au  négatif,  ou  réciproquement,  qu'en  passant  par  la  valeur  o. 

Donc,  parmi  les  nombres  compris  entre  p  et  ç,  il  y  en  a  néces- 
i>airenient  au  moins  un  qui  donne  un  résultat  égal  à  o;  et  ce 
nombre  est  alors  une  racine  de  l'équation  X  =  o. 

SM.  Second  pbingipr.  —  De  ce  que  deux  nombres  substitués 

(*)  Eo  général,  une  fonction  de  x  peut  passer  de  Pétat  positif  h  Tétat 
négatif,  soit  en  passant  par  Vinfini,  soit  en  passant  par  la  valeur  zéroj 
mais  ici  les  coefficients  de  la  proposée  étant  des  nombres  finis,  etx  n^en> 
irant  pas  en  dénominateur,  la  valeur  de  X  ne  peut  pas  devenir  infinie. 

3l. 
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à  la  place  Je  x  dans  une  équation  donnent  deux  résultats  ( 
signes  contraires ,  on  est  en  droit  de  conclure  qu'ils  coniprennei 
au  moins  une  racine  réelle;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'i 
n'en  comprennent  qu'une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendrai 
nombre  impair  quelconque. 

Ceci  résulte  d*une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  (!< 
montrer,  et  qui  consiste  en  ce  que, 

Si  deux  nombres  p  et  q  comprennent  un  nombre  impair  qui 
conque,  2n  +  i,  cfe  racines  réelles,  les  résultats  de  leur  suh. 
tution  à  la  place  de  x  sont  de  signes  contraires;  ei  s'ils  en  coi 
prennent  un  nombre  pair  quelconque,  2n,  les  résultats  de  h 
substitution  sont  nécessairement  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  | 
a ,  ^ ,  c , . . .  celles  des  racines  de  Téquation  proposée  X  =  o,  c 
l'on  suppose  comprises  entre  les  nombres /?  et  7,  de  signes  qn 
conques,  et  par  f  (x)  le  produit  des  facteurs  du  premier  degi 
eux  y  qui  correspondent,  tant  aux  racines  réelles  non  comprise 
qu'aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre,  X,  de  Téquation  peut  se  mettre  sous  l 

forme  (x  —  a)  [x  —  b)(x  —  c) .  .  .  X  ç  (jc). 

Substituons  maintenant ,  dans  le  produit  précédent,  p  etq  à\ 
place  de  x  [p  étant  <C  v];  nous  obtenons  les  deux  résultats 

<f  (p)  et  7  (7)  désignant  ce  que  devient  ^(-r)  Ior$qu*on  y  remplace 
par  ^  et  7  [ces  deux  quantités  f  [p)  et  ^  (7)  sont  nécessairement  à 
même  signe;  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe 
7  (x)  aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  j 
et  7,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse]. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  dcn: 
résultats  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 

(P'-a)(p-b}  (/;-c)...X?(/>] 
(^_a;(7~^){7-r).,.XT(7)' 
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Hibien,         " X' tX' ...X-^rT" 

SUisp  et  q  comprenant  les  racines  n,b,Cy ,  ct/p  étant  <  7, 

m  a  nécessairement  p  <Z  a^b^c^ , 

I  q^a,b,c, ; 

où  Ton  déduit         p  —  a,  p  —  6,  />  —  c,.  .  .<lo, 

i  7  — «1,7  —  6,7  —  c,..>o. 

Hmc,  puisque/?  —  a  et  7  —  a  sont  des  signes  contraires,  de  même 
ue  yj  —  b  et  q  —  by  p  —  c  et  7  —  <?,.-.,  les  quotients  partiels 

-^^»  ^ r, ,. ..  sont  tous  négatifs.  D'ailleurs  ^~--!- 

-a       q  —  b       q  —  C  f{q) 

it essentiellement  positif,  puisque  (f{p)  et  (p  (7)  sont  de  même  signe  ; 

,.p  —  a       p  —  b      p  —  ç  ©  (p) 

insi,  le  produit  <- X  '     -  ,  X^ ...  X  -^sera  ne- 

fl///si  les  racines  comprises  a,  b,  c, ,    .  sont  en  nombre  im}>air, 
t  positif  si  elles  sont  en  nombre  pair.  ' 

Donc,  enfin,  les  deux  résuluts {p  —  a)  {p  —  A)  (//  —  r) . . .  X  7  (p) 
i  q  —  a)(q  —  b)(q  —  c)  . .  .  X  f  (7),  seront  de  signes  contraires 
a  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre/?  et  7 
iront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence,  —  Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition , 
ne ,  si  deux  nombres ,  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation , 
onnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  au 
ioins  une  racine ,  mais  ils  peuvent  atissi  en  comprendre  un  nombre 
«PAIE  quelconque;  et  s'ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe , 
u  tU  ne  comprennent  aucune  racine ,  ou  bien  ils  en  comprennent 

IV  '«OMBRE  PAIE  qUclcOUque, 

Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

I.es  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équa< 
ions  numériques  se  réduisent ,  en  dernière  analyse  ,  à  substituer, 
tans  l'équation ,  des  nombres  particuliers  qui,  la  vérifiant,  en 
*>nl  alors  reconnus  rrïr/nr.v,  ou  qui,  du  moins,  sont  jugés  devoir 
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comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais ,  en  réfléchissant  i^i 
l'accroissement  rapide  (à  mesure  que  x  augmente)  du  premier 
terme  par  rapport  aux  autres ,  qui  sont  de  degré  moindre ,  on  stnt 
qu'il  doit  exister  un  nombre  susceptible  de  rendre  ce  premier  terni- 
il  lui  seul  supérieur  à  tous  les  autres  réunis,  c*est*à-dire  a  U^' 
somme  arithmétique  (n**  62),'  et  qui ,  par  conséquent ,  substitu*" 
dans  réquation  ,  donne  nécessairement  un  résultat  de  même  »gc 
que  ce  premier  terme  (qu'on  peut  toujours  regarder  comme  posait 
Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  auti^  sub- 
stitution deviendrait  inutile ,  puisqu'on  serait  sûr  d'obtenir  de« 
résultats  constamment  positifs ,  et  jamais  nuls.  C'est  donc  par  j 
détermination  d'un  pareil  nombre,  qu'il  convient  de  faire  précéder 
le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

50^.  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d'iir-r 
équation ,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  pfn  • 
tives  de  cette  équation. 

D'après  cette  définition  ,  il  existe  une  infinité  de  limites  su|h- 
Heures  pour  une  équation  donnée:  car,  dès  qu'un  nombre  if>t 
reconnu  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive,  tout  nomlit 
plus  grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété  ;  mais  akiR 
on  doit  se  proposer  d'obtenir  la  limite  la  plus  petite  possible.  Or  o; 
est  certain  d'avoir  une  limite  dès  que  l'on  a  obtenu  un  nombre  qa: 
substitué  à  /a  place  de  x ,  rend  le  premier  membre  positif,  r/  y» 
est  tel  en  même  temps ,  que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait 
aussi  un  résultat  positif  . 

Occupons-nous  donc  de  la  détermination  d'un  nombre  q^ 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

S06.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  soi 
vante  :  On  demande  un  nombre  qui ,  substitué  à  la  place  de  x  dan 
une  équation ,  rende  le  premier  terme  x*  plus  grand  ^  à  lui  */*«•- 
que  la  SOMME  ARITHMÉTIQUE  de  tous  les  autres. 

Supposons ,  à  cet  efTet ,  que  tous  les  termes  de  l'équation  s<»i«  r.i 
négatifs ,  à  partir  du  second,  en  sorte  que  l'on  ait 

A-"  —  Rr""   '  —  Q.r«  ^  —  ...  —  T j:  —  U  =  o  ; 
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il  s'agit  alors  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende 

X"  >  Px*-'  H-  Qj:-- »  -H  . . .  -h  Tx  -h  U.  (i) 

Or  y  si  Ton  désigne  par  K  le  plus  grand  de  tous  les  coefficients , 
et  qu*on  pose  la  nouvelle  inégalité 

jc">Kj:— -hKx— »-4-  ...  -+-Kx-f-K,  (2) 

il  est  évident  que  tout  nombre  qui ,  mis  à  la  place  de  x ,  satisfera 
k  celle-ci ,  satisfera ,  à  plus  forte  raison ,  à  la  précédente. 

Mettons  d'ailleurs  le  facteur  x*  en  évidence  dans  l'inégalité  (2)  ; 
elle  devient 

^..^ /K       K  K  K\  ,^, 

et  sous  cette  forme  on  voit  déjà  que ,  quand  un  nombre  substitué 
à  la  place  de  x  aura  satisfait  à  l'inégalité ,  tout  autre  nombre  plus 
grand   y   satisfera    encore ,  puisque   la  somme  des    quantités 

K        K 

1-  —  -+-  ...  devient  d'autant  plus  petite    que   x  est  plus 

grand. 

Cela  posé  y  si  Ton  fait  d'abord  x=TL  dans  l'inégalité  (3), 
un  a  K"  pour  le  premier  membre ,  et ,  pour  le  second , 


"^'{'■^k-^i^--)- 


quantité  plus  grande  que  K" .  Ainsi ,  le  nombre  K  ne  satisfait  pas  à 
rinégalité. 

Essayons  maintenant  K  +  i  ;  nous  obtenons  (  K  +  i  )*"  pour 
le  premier  membre. 

Quant  au  second,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur , 
remontons  à  l'expression 

Kx-^'  -f-Kx*-»-h  ...  -f-Kx-f-K, 

ou  K(x"-'-f-x"-»-+-  ...  4-Je-h  i), 

qui ,  d'après  la  propriété  du  n"  51 ,  ou  d'après  la  formule  du 
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n»  195 ,  revient  à  K  . ; 

X —  I 

et  remplaçons  x  par  K  -h  i  • 

.    Il  vient ,  par  cette  substitution , 

K  .  i— L- ,     ou  réduisant,     (K  -h  i )*  —  i  , 

résultat  plus  petit  que  (K  +  i)"- 

D'ailleurs,  nous  avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre 
plus  grand  satisferait ,  à  plus  forte  raison  ,  à  l'inégalité  (3). 

Donc ,  enfin  (K  +  i)  «  ou  le  plus  grand  coefficient  ûe  l'équabc^j 
augmenté  de  l'unité ,  et  tout  nombre  supérieur  à  (K  -+-  i) ,  jouis- 
sent de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  x"^ ,  à  lui  seul ,  plus 
grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

507.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  —  Le  nombre  que' 
l'on  vient  d'obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première 
limite ,  puisque  ce  nombre ,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand ,  | 
rendant  le  premier  terme  supérieur  à  la  somme  de  tous  les  autres , 
les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  place  de  x  doi- 
vent  être  constamment  positifs  ;  mais  cette  limite  est  ordinairement 
beaucoup  trop  grande,  parce  qu'en  général,  Péquation  reo ferme 
plusieurs  termes  positifs.  Cherchons  donc  une  limite  plas  rappro- 
chée de  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  «"~"  la  puissance  de  x ,  correspondant  au  pre- 
mier terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x" ,  et  considérons  le 
cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile 
à  traiter] ,  celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à  partir  de  x""", 
et  affectés  du  plus  grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans 
l'équation. 

Soit  S  ce  coefficient  ;  tâchons  d'abord  de  satisfaire  à  la  condi- 
tion 

af  >  Sx*-"  -h  Sx»-"—  -I-  ...  -^.  Sx  -h  S  ;  (i 

ou ,  mettant  le  facteur  x»  en  évidence , 

_->^  ^/S         S  S  S  S\         . 

•^        \x"^x-*-'^.r^»^  X— '        x-/ 
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Cette  autre  forme  prouve  déjà  que,  quand  on  aura  trouvé  pour  x 
un  nombre  qui  satisfasse  à  l'inégalité,  tout  autre  nombre  plus 
grand  y  satisfera  encore ,  puisque  la  quantité  entre  parenthèses 
devient  d^autant  plus  petite  que  x  est  plus  grand. 

n 

Or ,    si  l'on    pose    d'abord  -c"  =  S ,     ou     j:  =  ^  =  S',  le 
premier  membre  de  l'inégalité  (2)  devient  S'",  et  le  second 

^,.[  S"  S'-  \ 


quantité  plus  grande  que  S'". 

n 

Donc  S'  ou  s[S  ne  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

»_  • 

Faisant  actuellement  x  =^  S'-h  i  (ou  y^Sn-  i),  on  obtient  d'a- 
bord (S'  -h  i)"  pour  le  premier  membre. 

Quant  au  second,  pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus  simple 
de  remonter  à  l'inégalité  (i),  dont  le  second  membre  revient 
(n°  5f  ou  n«  195)  à 


Kn  remplaçant X  par  S'  -h  1 9  on  a,  pour  cette  expression, 

S  -4-  I  —  I  ^  ^  ^  ^ 

[à  cause  de  S  =  S'"  ]  ;  ou  bien  encore ,  effectuant  les  calculs , 
(S'H-i)-  — S"»- . 
Or  cette  dernière  expression  est  moindre  que  (S' -h  i)*.  Donc 

n 

S' H-  I  ou  I  +.V^ ,  et  tout  autre  nombre  plus  grand ,  jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand ,  à  lui  seul , 
que  la  somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs 
dans  l'équation ,  et,  par  conséquent,  de  donner  pour  le  premier 
membre,  des  résultats  constamment  positifs, 

n 

Donc,  enfin,    i  -h  y/S,  ou  l'unité  nttgmcntfk'  dr  la  racine  dn 
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plus  grand  coefficient  négatif,  racine  d'an  degré  marqné  par  L 
nombre  des  termes  qui  précédent  le  premier  terme  négaii/,  cf 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l'èqna 
lion ,  il  faut  faire  /i  =  i,  et  la  limite  devient  S  +  i,  oa  te  plu 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l'unité  :  c*est  la  limite  don 
on  se  sert  le  plus  communément. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positif,  ou  que  le  secooi 
terme  manque,  on  a  /z  =  2,  et  la  limite  est  alors  i  +  ^S. 

Dans  le  cas  de  /i  =  3 ,  on  a  pour  limite  1  +  ^  ;  et  aiosi  à 
suite. 

Prenons  pour  exemples  les  équations  suivantes  : 
lo.  j.i_  Sx^-hS-^^pï—   3j,_^3^_-o^  S-+-i  =  5-|-i  =6 

3®.  x'-f-iix* — iSx — 67=0,  i-+-\^=n-\/67=r6 

4o.3jo_  ax»— iij:h-  4=0,  S-+-i=^-b-i=5 

iV.  B,  —  Dans  le  dernier  exemple,  on  a  d'abord  divisé  l'cqua 
tion  par  3,  avant  d^établir  la  limite ,  parce  que,  dans  la  recherch< 
de  la  limite  générale ,  le  coefficient  du  premier  terme  a  été  supposa 
égal  à  Tunité. 

De  plus,  il  est  d*usage  d'exprimer  cette  limite  en  nombre 
entiers. 

508.  Souvent,  au  moyen  d*une  transformation  exécutée  su 

n 

Péquation ,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  yS  -4-  i . 

Considérons ,  par  exemple ,  la  première  des  équations  ci-dessus 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


x»(x--5)' 


37''  \^'-  3^)  "^^9  =  ' 


Or  il  est  visible  qu*en  y  mettant  pour  x,  5  ou  tout   âutn 
pombr*^   plus  grand ,    on  obtiendrait   un  résultat  constainoicni 
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jMisitîf;  donc  5  est  une  limite,  tandis  que  Ton  avait   trouvé  6 
ii\iprès  la  formule. 
On  a  de  même ,  pour  la  seconde  équation, 

x>  (je  -  49)  H-  7  j:3  ^^  _  ^j  ^  5^  ^^  _  y  ^  o 

,  en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme ,  le  second  et  le 

s 

troisième,  etc.  )  ;  or  on  voit  que  x  =  v49»   c'est-à-dire  4  >   ou 
tout  autre  nombre  plus  grand ,  donnerait  un  résultat  positif. 

L'artifice  de  cette  méthode ,  qui  ne  peut  s^appliquer  qu'à  cer- 
taines équations  ,  consiste  à  décomposer  te  premier  membre  en  plu* 
^eurs  parties  composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier 
mit  un  monôme  affecté  du  signe  -f-,  et  l* autre  un  binôme  en  x  dont 
le  second  terme  soit  numérique  et  négatif,  puis  à  déterminer  x  de 
manière  que  tous  les  facteurs  entre  parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à  des  équations  renfermant  plu- 
sieurs termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  rappliquer  à  une  équation  telle  que 

x^  —  5x*  —  1 3  x^  -H  1 7  .r'  —  6g  =  o. 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


X*  —  5x*  —  1 3  x'  -h  17 


'('-??) 


on  reconnaît  aisément  que     i3-hi     ou     i4    serait  une  limite 
supérieure. 

309.  Méthode  de  Netvton  pour  déterminer  la  limite  supérieure^ 
la  plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X  =  o  l'équation  proposée  ;  si  Ton  fait ,  dans  cette  équa- 
tion ,  X  =r  x'  -f-  a ,  x'  étant  une  indéterminée,  on  obtient  (  n^'SOS  ) 

Z' 

la  transformée  X'  -h  Y  '  w  h «»  -f- . . .  4-  m*  =  o ,  dont  les  coef- 

2 

ficients  s'obtiennent  d'après  une  loi  connue. 

Cela  posé ,  concevons  que  ,  par  des  essais  successifs  ,  on  soit 

parvenu  à  déterminer  pour  x'  un  nombre  qui,  substitué   dans 
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Z' 

X',  Y',  —>•••>  rende  tous  ces  coefficients  positifs  à  la  fois;  je  dis 

que  ce  nombre  est  supérieur  h  la  plus  grande  racine  positive  de 
l'équation  X  =  o. 

Kn  effet ,  les  coefEcients  de  la  transformée  étant  tous  positif> , 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation.  Ainsi ,  les 
valeurs  réelles  de  a  doivent  être  toutes  négatives.  Mais  de  Téqua- 
lion  X  =r  x'  -h  /«  on  tire  «  =  x  —  .r';  et  pour  que  les  valeurs 
de  u  qui  correspondent  à  chaque  valeur  de  x  et  à  la  valeur  de  x 
(déjà  déterminée)  soient  négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus 
grande  valeur  positive  de  x  soit  moindre  que  la  valeur  de  x'.  Ct 
qu'il  fallait  démontrer. 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode  : 

Soit  réquation  x*  —  5x'  —  6x'  —  igx  4-7  =  0. 

Cohime  x'  est  un  caractère  indéterminé ,  on  peut  conservt'r  la 
lettre  x  dans  la  formation  des  polynômes  dérives;  et  Ton  a 

X  =     X*  —    5x*  —    6x'  —  19X  -+-  7, 

Y  =r  ^J^  —  l5x*  —    I2X    —  19, 

-  =  6x'  —  i5x  —  6, 
2 

La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramenée  à  trouver 
pour X un  nombre  entier  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous 
ces  polynômes  positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  2 ,  ou  tout  autre  nombre  ^  2 ,  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  n- 
sultat  négatif;  mais  3 ,  ou  tout  nombre  >  3  ,  donne  un  rcsulMt 
positif. 

3  et  4 y  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degré,  donnent 
un  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  résultat  positif,  et  il  on  «Tait 
de  mémo  de  tout  autro  nombre  plus  grand. 
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Enfin  5 ,  substitué  dans  X ,  donne  un  résultat  négatif;  et  il  en 
«t  de  même  de  6,  car  les  trois  premiers  termes  x^  —  5  a'  -^  6x= 
reviennent  à  x»(x —  5)  —  6x",  expression  qui  se  réduit  à  o  dès 
que  Ton  fait  x  =  6;  mais  x  =  7  donne  évidemment  un  résultirt 
positif. 

Donc  7  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  pro- 
posée; c'est  d'ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus  petite, 
puisqu'on  vient  de  reconnaître  que  6  donnait  un  résultat  négatif, 
d  où  il  suit  (n°  503)  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  comprise  entre 
6  et  7. 

En  général,  on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  la  plus 
petite  en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  Ton  aura  reconnu 
qu'un  certain  nombre  entier  K  et  tout  nombre  plus  grand  y  ren- 
dant positifs  tous  les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  \e  polynôme 
proposé,  K.-i-  I  rend  celui-ci  positif  La  limite  la  plus  petite  est 
alors  K  H-  I . 

Ctst  ainsi  qu^on  trouvera  que  6  et  7  sont  les  limites  respectives 
des  équations 

X*— Sx* —    8x^  — 25x'-h4^  —  39  =  0, 
x*  —  5  X*  —  I  3  X*  -h  1 7  X*  —  69  =r  o. 

A'.  B.  —  On  conçoit  que  cette  méthode  (qui  n'est  d'ailleurs 
rmployée  que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurables) 
peut  donner  même  une  quantité  moindre  que  l'unité  pour  limite 
supérieure;  puisque,  diaprés  la  nature  de  cette  méthode,  il  suffit 
de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende  positifs  le  polynôme  pro- 
posé et  ses  dérivés.  (Nous  en  verrons  un  exemple  au  n*»  542.) 

510.  11  nous  reste  maintenant  à  déterminer  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines,  soit 
positives,  soit  négatives. 

Dorénavant ,  nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  d'une  équation ,  de  quelque  manière 
qu'on  Tait  obtenue. 

i".  Si ,  dans  Téquation  X  =  o,  on  fait  x  =  —  /,  ce  qui  donne 
la  transformée  Y  =  o ,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de 
rette  nouyelic  équation,  étant  prises  avec  le  signe  — ,  donneront 
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lea  racines  négatives  de  la  proposée  ;  donc ,  en  déterminaDt  {rï 
les  moyens  connus  la  limite  supérieure  V  des  racines  positives  d 
la  transformée,  on  aura  —  L'  pour  ia  limite  supérieure  (numcri 
quement)  des  racines  négatives  de  ia  proposée, 

•   2®.  Si,  dans  Téquation  X  =  o,  on  fait  x  =  -,  il  en  resuli 

une  transformée  Y  =  o ,  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  pro 

posée  écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or  il  suit  de  la  relation  J*  =  - 

qu'aux  plus  grandes  valeurs  positives  de  jr  correspondent  les  plu 
petites  de  x  ;  donc ,  en  désignant  par  /  la  limite  supérieure  ik 

racines  positives  de  la  transformée,  on  aura  -  pour  ia  limite  / 

Heure  des  racines  positives  de  la  proposée. 

3**.  Enfin  si ,   dans  la  proposée ,  on  remplace  x  par ^t 

qu'on  cherche  la  limite  supérieure  /'  des  racines  positives  de  i 

transformée  Y  =  o ,  —  77  sera  la  limite  inférieure  (nnmêriqac 

ment)  des  racines  négatives  de  la  proposée. 

51t.  iV.  B.  —  Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utile- 
dans  ta  recherche  des  limites. 

Premièrement ,  toute  équation  qui  n^a  que  des  permanences  dt 
signes,  c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  peut  aooà 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs;  car  tout  nomhrt 
positif,  mis  à  la  place  de  x,  rendrait  le  premier  membre  essen 
tiellement  positif.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  z^ro  est  la  limite  supérieuri 
des  racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sonj 
alternativement  positifs  et  négatifs,  c'est-à-dire  qui  iï*a  que  des 
variations  de  signe,  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  ^«r  dt 
nombres  positifs  ;  car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mh 
à  la  place  de  x  dans  la  proposée ,  rend  tous  les  termes  positifs  si 
réquation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  Téqua 
tion  est  de  degré  impair.  Ainsi ,  la  somme  des  termes  ne  peut 
devenir  nulle. 
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Donc  y  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  Hmites 
négatives. 

Il  en  est  'de  même  de  toute  ér/uation  incomplète ,  telie  que ,  si 
l'on  change  x  en  —  y,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n'a  que 
des  permanences. 

Conséquences  déduites  eles  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  resolution  des  équations  numé- 
riques, et  ceux  que  nous  venons  d'établir  sur  les  limites,  ont 
conduit  les  géomètres  à  des  conséquences  très-importantes. 

5111.  pESMiiEE  coNSiQUENGE.  —  Toute  équation  de  degré  im- 
pair, dont  les  coefficients  sont  réels ,  a  au  moins  une  racine  réelle 
de  signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

En  effet,  soit  x*  -f-  Px"-'  •+■ . .  -f-  Tx  ±  U  =  o  Téquation 
proposée  ;  et  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est 
négati/l 

Si  l'on  fait  x  =  o  dans  Téquation ,  le  premier  membre  se  réduit 
j  —  U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de  or,  (K  +  i), 
011  (n®  506)  le  plus  grand  coefficient  de  Téquation  augmenté  de 
I  unité;  comme,  par  cette  substitution,  le  premier  terme  j:"*  est 
à  lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres 
termes,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif. 
Donc,  en  vertu  du  principe  démontré  au  n°  503,  ///  a  au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  o  c^  (K  -f-  i),  laquelle  racine  est 
positive,  et ,  par  conséquent,  de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif 

En  faisant  toujours  a:  :=  o,  on  trouve  pour  résultat  -h  U;  mais 
en  mettant  pour  x,  —  (K  -+-  i  ),  on  obtiendra  un  résultat  néces- 
sairement négatif,  puisque  le  premier  terme  j:",  qui  devient  néga- 
llfpar  cette  substitution,  donne  son  signe  à  toute  Texpression. 
Donc  réquation  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et 
—  (K  -4-  I  ),  c'est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme. 

Seconde  conséquence.  —  Toute  équation  de  degré  pair ,  à  coeffi- 
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cients  réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  iUus 
racines  réelles,  l'une  positive  et  Vautre  négative. 

En  effet,  soit  —  U  son  dernier  terme;  en  faisant  x  =  o,  oi 
trouve  pour  résulut  —  U.  Substituons  successivement  (K  h-  i 
et  —  (K  -H  i),  K  étant  toujours  (n«  506)  le  plus  grand  coeffi- 
cient de  l'équation;  comme  m  est  pair,  le  premier  terme x"  resîf 
positif.  D'ailleurs,  il  devient  plus  grand,  par  ces  substito tiens, 
que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats  des  deux  sub- 
stitutions sont  Tun  et  l'autre  positifs,  ou  de  signe  contraire  à  celn. 
que  donne  l'hypothèse  x=zo.  Ainsi,  l'équation  a  au  moins  deas 
racines  réelles,  l'une  comprise  entre  o  et  (K  -h  i),  ou  positif, 
et  l'autre  comprise  entre  o  et  —  (K  -+-  0>  o"  négative, 

N,  B.  —  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  àt^^ 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  former 
des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  imaginaires  :  il  sufBt. 
pour  cela,  de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second 
degré  qui ,  égalés  séparément  à  o ,  ne  donneraient  que  des  radnt^ 
imaginaires  ;  il  est  clair  que  l'équation  ainsi  formée  n  'aurait  elU  - 
même  que  des  racines  imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  pro- 
position (n®  256),  que  toute  équation  a  au  moins  une  mcine, 
on  voit  que  cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maiotenani 
démontrée  pour  la  plupart  des  équations  numériques;  d^aillcurs. 
les  démonstrations  des  conséquences  ci-dessus  sont  fondées  scrk 
principe  du  n"*  505  et  sur  celui  du  n^  506,  qui  sont  tout  à  fîiit 
indépendants  de  la  théorie  établie  dans  le  septième  chapitre. 

515.  T&oisiiMC  CONSÉQUENCE.  —  Si  une  équation  ^  dont  le< 
coefficients  sont  réels ,  a  des  racines  imaginaires^  ces  mcines  ff* 
peuvent  être  qu'en  nombre  pair. 

En  effet,  concevons  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles:  le  polynôme  quotient  que  l'on  obtiendra  aura  ses 
coefficients  réels  (d'aprtîs  la  loi  de  formation  n*»  258);  de  plus,  il 
doit  élre  de  degré  pair.  Car  autrement ,  en  l'égalant  à  zéro,  on  for- 
merait une  équation  de  degro  impait    qui  (u"  519)  admettrait  unt 
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cine  réelle  au  moins  ;  ce  qui  serait  contraire  à  la  nature  de  cette 
uation  qui  ne  doit  plus  renfermer  que  des  racines  imagi- 
lires  (*). 

Remarque,  —  Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  par- 
r,  jouit  d*ailleurs  d*une  propriété  caractéristique ,  c'est-à-dire 
^partenant  exclusivement  aux  équations  qui  n'ont  que  des  racines 
wginaires  :  c'est  de  rester  constamment  positif,  quelque  valeur 
klle  que  Von  y  mette  à  la  place  fie  x. 

En  effet,  s'il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
m  UD  i-ésnltat  positif  en  substituant  pouir  jt,  (K  +  i)  [ou  le 
tus  grand  coefficient  augmenté  de  Tunité],  il  s'ensuivrait  que  ce 
oiynôme  ^alé  à  zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise 
Btre(K.-f-  i)  et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif, 
li  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit 
^positif,  puisque,  autrement,  ar  =r  o  donnerait  un  résiUtat 
iégatif,  ce  qui  ne  doit  pas  être. 

^14.  QtiATRiiME  coNsÉQUENCK.  —  Toutcs  Ics  fois  quc  le  dernier 
wme  d'une  équation  est  positif,  le  nombre  des  racines  réelles 
^Mivcs  de  l'équation  est  pair;  et  toutes  les  fois  qu'il  est  viokTiw^ 
r  nomi>re  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

tn  effet ,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit  -+-  U , 
^positif  Comme,  en  faisant  x  =  o,  on  a  pour  résultat  H-  U,  et 
Ken  faisant  jr  =  K-h  i,  on  a  aussi  un  résultat  positif,  il  s'en- 


(*)  On  peut  encore  considérer  cette  proposition  comme  une  conséquence 
■0  Uiéorème  de  M.  Cauchy;  puisque,  dans  le  cours  de  la  démonstration 
PKl'oQ  en  donne  ordinairement,  on  est  conduit  h  prouver  que  toute  équa- 
<*  «lui  a  une  racine  de  la  Jbrme  a  -|-  b  ^—  i ,  en  a  nécessairement  nao 
«owlede  la  forme  d  —  i  v^—  i  ;  ce  qui  entraine  la  coni»équence,  que  les 
'^'D'â  imaginuîres  vont  par  couples.  Cest  ainsi,  en  effet,  que  raisonnent 
^^^  les  auteurs  qui  ont  développé  la  démonstration  du  théorème  précité. 
"^snous  persistons  à  penser  que  ce  ihéorème,  tant  par  la  nature  de  sa 
''^OQsiraiioii  que  par  les  difficultés  d''analyse  qu^elIe  présente,  ne  san- 
^ii  sertir  de  point  de  départ  à  la  théorie  des  équations .  Au  surplus,  le 
*'^  analytique,  qu«  les  racines  imaginaires  des  équations  s'y  trouvent  par 
'"'ipUi  et  sont  de  la  Jbrme  a  -f-  h  ^--  i ,  sera  ôlabli  au  commencement  du 
«-"'ièoie  chapitre. 

^Ig.  B,y  lo*  éd.  32 
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suit  que  o  et  (K  +  i)  donnent  deux  résultats  de  ménie  signe ,  n 
par  conséquent  (n^  5Ô4) ,  que  le  nombre  des  raciiies  réelles  qa'^ 
comprennent  est  nul,  ou  généralement  qu^il  est  un  nombrt  p^ 
quelconque. 

Si  y  au  contraire ,  le  dernier  terme  est  —  U ,  alors  o  et  (S.  -r  i 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  et  comprennent,  p 
conséquent,  une  racine  ou  un  nombre  impair  quelconque  de  rai^D- 
réelles. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

« 
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StIS  La  règle  suivante  fiait  connaître  le  plus  grand  nombre  d 
racines  positives  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négat\** 
qu'une  équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  équation  d'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus 
racines  positives  que  de  VAaiàTioifS  de  signe^  ni  un  nombrr  û 
racines  vÈOATiyts  plus  grand  que  celui  des  PEaMAirEVCss ,  si  ton 
tefois  (restriction  nécessaire  pour  la  seconde  partie)  V équation  ^ 
complète. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition,  oot 
ferons  voir  d^abord  que  la  multiplication  du  premier  meml. 
d'une  équation  par  un  facteur  x  —  a  correspondant  à  une  raci:- 
positive,  introduit  àu  moins  uke  vaeiation  de  plus. 

Soit,  en  effets  Téquation 

Mo:"-!-...— No:-— ...-+- Px/'... ...-i- 4-...±:Tx'±...  =  f> 

dont  nous  supposerons ,  pour  la  plus  grande  généralité  possible 
le  premier  membre  composé  d'une  première  série  de  termes  pîbi 
tifs  commençant  par  Mx",  puis  d'une  série  de  termes  nt-^^atu 
commençant  par  —  Nor",  puis  encore  d'une  série  de  termes  posiuf 
commençant  par  -+-  Px/»,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  une  dernier 
série  de  termes  de  même  signe  commençant  par  ztTr',  et  tp 
seront  tous  positifs,  ou  tous  négatifs ^  suivant  que  ces  séries  altei 
natives  de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  seront  en  nombre 
impair  ou  en  nombre  pair,  chacune  d'elles  |>ouvant  se  réduire  • 
un  seul  terme. 


•t* 


r 
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*H^tïiier  membre  de  l'équation  par 
"^j^,  ^duits  paniels  dont  le  premier 

'S  que  le  multiplicande,  et 


"^^^  e  signes  contraires  à  ceux 

'^>7^^       ^  '^^S  ^«^  '^  droite.  On  pourra 

^^^  ^es  signes  qu'il  est  utile  de  consi- 

^  vs  partiels  et  le  produit  total ,  de  Ia 


VxP 


-h... ...-hH-...dbTx'±:.. 


..,  —  ...         -+-...-+-  —...--.. .4-...± - 


.-...-1-  ..±., 


fOr  on  voit  tout  de  suite,  à  Tinspection  de  ce  produit  total,  que 

^premier  terme  est  positifcomme  celui  du  multiplicande  ;  qu'au 

nier  terme  négatif  —  N;r"  du  multiplicande  correspond  un 

n^atif  du  produit  total ,  quels  que  soient  d'ailleurs  les 

intermédiaires;  que  de  même,  au  terme  -(-  PxP  du  multi- 

nde  correspond  un  terme  positif  du  produit  total  ;  et  ainsi 

Ésuite,  jusqu'au  terme  dbTar'  du  multiplicande,  qui  est  le  pre- 

r  de  la  dernière  série,  et  auquel  correspond  également  un  terme 

I produit  total ,  affecté  du  même  signe  que  lui. 

D'où  il  résulte  qu'à  chaque  variation  de  signe  du  multiplicande 

«irrespond  au  moins  une  variation  du  produit  toul.  Mais  celui-ci 

«terminé  par  un  terme  affecté  du  signe  qr,  qui  amène  nécessai- 

^ent  au  moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  mul  - 

fclicande.  Donc   rintroduction   (tune  racine  posietW   dans  une 

motion  fait  naître  au  moins  une  variation  de  plus.  C.  Q.  F.  D. 

;  Maintenant,  si  Ton  conçoit  qu'une  équation  à  co£^c/V?/2/j /^W* 

jitélè  d'abord  débarrassée  de  tous  les  facteurs  x  —  a^  x  —  b ^ 

/-c,...  correspondant  à  ses  racines  positives,  et  qu'ensuite  on 

Je  ralroduise  successivement  dans  le  polynôme-quotient ,  comme 

duque  nouvelle  racine  introduite  produit  au  moins  une  variation 

d«  filHs,  ds'ensuit  que  réquation  résultante,  ou  l'équation  pro- 

32. 
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posée  ne  saurait  avoir  pitis  de  racines  positives  que  de  variation* 
ce  qui  constitue  la  première  partie  de  la  proposition  énoncée  a 
conDroencement  de  ce  numéro. 

Quant  à  la  seconde  partie,  il  sufBt  d'observer  que,  si  l'en 
change  x  en  —  x  dans  une  équation,  ce  qui  revient  (n°  510  « 
changer  les  racines  positives  en  racines  négatives,  et  réciproque- 
ment, les  variations  de  signes  de  Téquation  deviendront  i^ 
peimanences,  et  réciproquement,  si  Téquation  est  complète.  0-, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit ,  la  transformée  ne  peut  p» 
avoir  plus  de  racines  positives  que  de  variations  de  signe  ;  donc!» 
proposée  elle-même  ne  peut  pas  avoir  pins  de  racines  négatif 
que  de  permanences, 

N,  B,  —  Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d>i- 
poser  est  dû  à  M.  Gauss,  qui  a ,  en  outre ,  fait  plusieurs  remarqua 
relatives  au  cas  oix  Téquation  est  incomplète  C*^). 

Nous  nous  boi-nerons  à  faire  observer,  d'après  lui  (et  nous  in- 
sistons sur  ce  point),  que  la  première  partie  de  la  proposition^ 
toujours  vraie , 'quelle  que  soit  Téquation ,  complète  ou  ineompit*' . 
mais  que  la  seconde  partie  peut  être  en  défaut  si  Téquation  «^st 
incoipplète. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  Téquation  du  quatrième  degré 

j:*  —  5.r'  -H  8a:  —  6  =  o. 

Cette  équation,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a  au  mnr« 
(n"  5151)  deux  racines  réelles,  V  une  positive,  l'autre  négattrr;<\ 
cependant,  comme  elle  n'a  que  des  variations  de  signe,  il  sni'- 
blerait  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si  F»'- 
complète  l'équation  en  rétablissant  le  terme  en  aP,  il  vient 

07*  rh  o  .  JT»  —  5x^  -f-  8x  —  6  =  o, 

équation  qui  présente  une  permanence ,  soit  qu*on  prenne  le  coei- 
ficient  o  avec  le  signe  -+-,  soit  qu*on  le  prenne  avec  le  signe  — ;  ^^ 
le  paradoxe  disparaît.  ! 


(•)   Voyez   le  Journal  de   OtIIp,  tome  lîî,  pajjo  i,   ol    1^   ttulirtt»  i' 
Sciences  de  Férustac ,  tome  IX,  pap,e  353. 
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Voici,  au  reste,  un  énoncé  qui  comprend  évidemment  tous 
k»  c;ts  :  Dans  toute  équation,  complète  ou  incomplète ^  le  nombre 
•les  racines  positives  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de 
u§ne  qu'elle  présente  ;  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  au 
flm  égal  au  nombre  des  variations  de  signe  que  présente  la  trans' 
^rmée  qui  résulte  de  la  substitution  de  —  x  à  la  place  de  x  dans 
'équation  proposée. 

516.  Conséquence.  —  Toutes  les  fois  qu*une  équation  n'a  que 
les  racines  réelles  et  qu'elle  est  complète,  le  nombre  des  racines 
<o{iùves  est  égal  au  nombre  total  des  variations,  et  le  nombre  des 
veines  néfcatives,  au  nombre  total  des  permanences 

Kn effet,  soient  m  le  degré  de  Téquation,  n  le  nombre  des  va- 
iitions  de  signe  qu'elle  présente ,  eip\e  nombre  des  permanences  ; 
«  a  nécessairement  //i  =  /i  -f-  p.  Soient  d'ailleurs  //  le  nombre 
«  rarines  positives,  et  p'  le  nombre  des  racines  négatives  :  on  a 
Bcore m^n'  -irp'^  d'où  l'on  déduit 

n-^-p^zn' -hp- 

Or  on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  >  /i ,  et  i\uep  ne  peut 
«sètre>/?;  donc  il  faut  que  l'on  ait  n'  =  n,  et  //  =zp, 

317.  Remarque.  —  Lorsqu'imc  équation  manque  de  quelques 
^Tnes ,  on  peut  souvent ,  au  moyen  de  la  règle  précédente  ,  re- 
•>noaître  la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soii,  par  exemple  ,  l'équation 

jr*  -f-  px  -h  ^  =  o , 

'^vêtant  essentiellement  positifs.  Rétablissons  le  terme  qui 
■*Dque,  en  l'affectant  du  coefficient  ±o;  il  vient 

JT*  dt  o  .  ar^  -h  /?x  -h  <y  =  o. 

£n  n'ayant  égard  qu'au  signe  supérieur,  on  ne  voit  que  des 
^nianences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations. 
*M  prouve  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires  ;  car  si  ses 
teines étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe 
"Parieur,  qu'elles  fussent  toutes  trois  négatives,  et,  en  vertu  du 
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signe  înférieor,  qu'il  y  en  eût  deux  posilÎTes  et  une  nég»ÛT< 
résultats  coniradictoites. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme 

JT*  — px  -H  7  =  o  ; 

car ,  opérant  comme  au  n®  515 ,  rétablissons  le  terme  zt  o .  j 
il  vient 

.r*  dt  o  .  x'  —  px  -h  7  =:  o , 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations ,  soit  q 
Ton  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  Ton  prenne  le  signe  mi 
rieur.  Ainsi ,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelle 
savoir ,  deux  positives  et  une  négative  ;  ou  bien  elle  a  deux  racii 
imaginaires  et  une  négative ,  puisque  son  dernier  terme  est  y 
sitif  (n®  5|A). 

Passons  actuellement  à  l'exposition  des  diverses  méthodes 
résolution  des  équations  numériques. 

§  II.  —  Recherche  des  Racines  commensurables  d 
équations  numériques. 

518.  Les  racines  réelles  commensurables  doivent  être  Tobjet  d 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  /« 
tionnûires. 

Observons  d'abord  que  toute  équation  dont  le  premier  terme 
pour  coefficient  l'unité,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  ««^ 
des  nombres  entiers,  ne  peut  avoir  pour  racines  commensural 
que  des  nombres  entiers. 

En  effet ,  soit  Téquation 

x^  -h  Px—  -h  Qx"-»  -h  . . .  -h  Tx  -h  U  =  o, 

dans  laquelle  P,  Q , .  . .  ,  T,  U  sont  des  nombres  entiers  ;  et  sii 
posons  qu'elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnai 

coromensurable  tel  que  Y  ;  nous  obtiendrons,  par  la  substitutif 
b 
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OÙ,  miiltipliant  toute  ré(]uation  par  6""',  et  transposant, 

"-  =  —  P«"-'  —  Qa-'^'b  —  ...  —  Tab"*-^  —  IT*--'. 

b 

T  le  second  membre  de  cette  êgalitc  se  compose  d*une  suite  de 
ombres  entiers ,  tandis  que  le  premier  membre  est  essentiellement 
ictionnaire:  car  a  et  b  pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
«reeux,  il  en  est  de  même  [Arith,^  n**  150)  de  a'^el  b\  donc 
Ile  égalité  ne  saurait  exister.  Donc  il  est  impossible  qu'aucun 
mibre  fractionnaire  commensurable  satisfasse  à  1*équation. 
Cela  posé,  on  a  vu  (n"  268)  comment,  étant  donnée  une  équa- 
on  dont  les  coefficients  sont  rationnels ,  mais  fractionnaires ,  on 
eot  la  transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  en- 
ers,  sfm  premier  terme  conservant  d'ailleurs  l'unité  pour  coefïi- 
ffit.  Ainsi,  dès  que  Ton  aura  établi  une  méthode  pour  trouver 
s  racines  entières  d'une  équation  h  coefficients  entiers,  le  pre- 
•ier  terme  aj-ant  d* ailleurs  l'unité  pour  coefficient,  il  sera  ensuite 
idlc  d  obtenir  les  racines  co m nicnsu râbles  (entières  ou  frac- 
onnaires)  de  toute  équation  k  coefficients  quelconques,  mats 
lUonncls. 

319.  A  cet  effct^  reprenons  Téqualion  générale 

j«  H>  Pj:«— •  ^  ,     ,  -^  R^-«  4-  Sj:    >-  Tj:  +  U  =  o  ; 

f  Q,... ,  R,  S,  T,  U  étant  des  nombres  entiei*s.  (Pour  l'ex- 
«iiion  de  la  méthode ,  il  faut  nécessairement  écrire  les  quatre  ou 
loq  derniers  termes.  ) 

I)^lgnons  par  a  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  doit 
erifier  l'équation  ;  et  cherchons  à  quelles  conditions  il  doit  satis- 
•ire  pour  en  être  racine. 

Si  a  est  racine ,  on  doit  avoir  l'égalité 

a-  -f-  Pn»"-'  -h  .  .  .  -h  R«'  4-  Srt'  -h  T«  -f-  U  =  o  ;  (i) 

tor,  si  Ton  remplaçait  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et 
Egatifs compris  entre  les  limites  -f-  L  et  —  L'  (  n"  510)  des  racines 
wilives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  régalité  ci-dessus 
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seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combien  ces  ess 
seraient  longs  et  pénibles  ;  on  a  donc  cherché  à  déduire  de  1  r. 
lité  (  I  )  y  qui  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante ,  d'aut 
conditions  plus  simples  à  vérifier. 

Transposons  tous  les  termes  y  excepté  le  dernier,  et  dim 
par  a;  l'égalité  (i)  se  trouvera  mise  sous  la  forme 

—  =  — £1---  — Pa— »—  ...  — Rtf«  — Sfl  —T. 
a 

Or  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  oomi 

entier;  donc  il  faut  que  —  soit  un  nombre  entier.  Ainsi ,  d* 

les  racines  entières  de  l'équation  sont  comprises  parmi  lesdiviseï 
du  dernier  terme  ^  pris  tant  avec  le  signe  -h  qu'avec  le  signe  — . 
Transposons  actuellement  y  dans  Tégalité  (2) ,  le  terme  ^T, 
divisons  par  a ,  en  posant ,  pour  plus  de  simplicité , 

h  T  =  T  ;     il  vient 

a 

I 

r 

—  =  — û"^»—  Pa*-*—  ..  .  — Ra  — s.  \ 

a 

Le  second  membre  de  Fégalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc  il  fi 

T'  U 

que  —,  ou  le  quotient  de  la  division  de h T  par  a ,  soit  < 

a  a 

nombre  entier,  , 

Transposons  de  nouveau  le  terme  —  S,  et  divisons  par  «, 

V 
|K>sant h  S  =  S';  il  vient 


S' 

—  =  —  a"^  —  Pa«-*  —  .  . .  — R. 

a 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier 

S'                                                         T' 
faut  que  —  ,  ou  /c  quotient  de  la  division  tle h  S  par  a ,  i 

un  nombre  entier. 


:  dood 

'  I 
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Eo  coDliDuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  du  second ,  on  parviendra ,  après  la  (m  —  i)''*«  trans* 

formation ,  à  une  éiralité  de  la  forme  ^^  =  —  a  —  P. 

a 

Transposant  enfin  le  terme  —  P ,  divisant  par  a ,  et  (losaiit 

0' 

—  4-  F  =  P',  on  trouve 

a 

P'  P' 

—  :=  —  I  ,        OU h  I  =  O. 

a  a 

Cette  égalité,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'une  transformée  de  Féga* 
lilé  (i),  est  la  dernière  condition  à  laquelle  il  faut  et  il  suffit  que 
le  nombre  entier  a  satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes,  on  peut  conclure 
que,  pour  qu'un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine 
deTéquation  proposée,  il  faut: 

Que  le  ifuotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entier; 

Que  si  l'on  ajoute  à  ce  quotient  le  coefficient  de  x'  (pris 
avec  son  signe),  le  quotient  de  cette  somme  divisé  par  sl  soit 
entier; 

Que  si  Ton  ajoute  à  ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x^ , 
te  quotient  rfc  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier;  et 
ainsi  de  suite  ; 

Qu'enfin ,  si  Ton  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l'é* 
quation,  ou  de  x*^',  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la 
nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier  et  égal  à  —  i  ;  ou  bien 
encore ,  que  le  résultat  de  l'addition  de  l'unité  ou  du  coefficient 
de  X**  au  quotient  précédent  soit  égal  à  o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à  ces  épreuves  réunies  sera  ra- 
cine ,  et  ceux  qui  manqueront  à  quelqu'une  d'elles  devront  être 
rejetés.  •  •  ^ 

390.  Afin  d«  déterminer  à  la  fois  toutes  les  racines  entières 
d'une  équation ,  voici  la  marche  qii'il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (  Arith., 
n'  144) ,  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale ,  et  tant  avec  le 
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.itgne  4-  qu'avec  ie  signe  — ,  les  diviseurs  compris  entre  les  limite^ 
-+.  L  e/  —  L',  puiSj  au-dessous  fie  ces  diptseurs,  les  quotients  du 
dernier  terme  divisé  par  chacun  d'eux. 

On  ajoute  ensuite  à  chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x\  cv 
qui  donne  des  sommes  que  l'on  place  au-dessous  des  quotients  qm 
leur  correspondent;  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  cha- 
cun des  diviseurs ,  ce  qui  donne  des  quotients  que  l'on  écrit  au- 
dessous  des  sommes  correspondantes  (on  a  le  soin  de  rejeler  les 
quotients  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quo- 
tients )  ;  et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que  ,  si  quelques  termes  manquent  dans  IV- 
quation  particulière  proposée,  il  faut  en  tenir  compte,  en  regar- 
dant chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  ào. 

Enfin ,  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  +  i 
et  —  1,  parce  que  leur  substitution  dans  l'équation  réduit  le  pre- 
mier membre  à  la  série  des  coefficients  ;  et  il  est  facîle  de  s^assurrr 
directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à 
réquation. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

x*  —  x^  —  i3x*  -h  i6x  —  48  =  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  ai 
i3  +  1  ou  i4-  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefficient  4B,  parn* 
que ,  les  deux  derniers  termes  revenant  à  16  (x  —  3) ,  dès  que  Ton 
fait  x>  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive.  ] 

On  trouverait  d'ailleurs  (n^  SiO),  pour  la  limite  su|)éneurp  des 
racines  négatives,  —  (  i  -I-  V^)  >  *^"  —  8. 

Cela  posé ,  les  diviseurs  de  48  moindres  que  i4  sont  1,2,  3| 
496,8,  1 2 ;  d'ailleurs  aucun  des  deux  nombres  -j-  t,  —  i  ne 
satisfait  à  l'équation  ;  car  le  coefficient  —  48  ^t:  à  lui  seul  numé- 
riquement plus  grand  que  tous  les  autres  réunis^  Ainsi ,  l'on  ne 
doit  soumetti*e  aux  épreuves  que  les  diviseurs  positifs  compris 
depuis  2  jusqu'à  12,  et  les  diviseurs  négatifs  compris  depuis 
—  2  jusqu'à  —  6. 
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Voici  le  ubleaii  des  calculs ,  d'après  la  marche  indiquée  : 
12,        8,       6,       4,        3,         2,  —   2,  —   3,  —   4,  —   6 


4t—   6 

12,  -h  10 

If 
12, 

2, 


—  12,—  16,-24,4-24,4-  l6< 
-h  4»       o»-~   8, -H 4^1 -1-32, 

•+-  ',      o»—  4>— ^o» 

—  12,  —  i3,  —  17,  —  33, 

—  3,         »,        »,        », 

—  4>      "»      •>      "> 


-4-12,4-   8 
-♦-  28, 4-  24 

-  7.-    4 

—  20,-17 

4-    5, 
-H    4> 


La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde ,  celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  terme ,  —  4^  >  P^^  chacun  des 
diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  Ton  vient  d'obtenir, 
augmentés  du  coefficient  4-  16  de  la  proposée,  et  la  quatrième  ^ 
celle  des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  divi- 
seurs; celte  seconde  condition  exclut  d'abord  les  diviseurs  4-  8, 
4- 6,  et  —3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  —  i3  de  la  proposée ,  et  la  sixième  celle  des  quotients 
Jes  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs  ;  cette  troisième 
condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3 ,  2 ,  —  2 ,  et  —  6. 

Enfin,  la  5e////rm^  est  la  ligue  des  troisièmes  quotients  augmentés 
du  coefficient  —  1  de  la  proposée,  et  la  huitième  celle  des  quotients 
des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  Il  n  7  a  que  les 
diviseurs  4-  4  ^*  —  4  ^"i  donnent  —  i  ;  donc  4-  4  ^^  —  4  *®"'  '^ 
seules  racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet ,  si  Ton  divise  x*  — jr»  —  i3x»  4-  16 x  —  4^  par  le 
produit  {x  —  4)(^-h4)>  o"  •^'  —  *^>  ^'  ^^^"^  P^""*  quotient 
J^'  —  0?  4-  3  ,  polynôme  qui ,  égalé  a  zéro,  donne 

2         2 

Ainsi,  les  quatre  racines  sont  4 1  —  4>  ^^  -  ^  -  V^  —  1 1  • 

2       2 

3SI.  Remarque.  — Comme,  dans  les  appliiKitions  de  la  nié- 
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thode,  on  peut  commeUre  quelques  erreurs  d*addidon <mi  detlhi 
sien ,  et  laisser  ainsi  échap|)er  quelques  racin^,  il  est  convenable, 
après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun 
des  facteurs  du  premier  degré ,  correspondant  aux  racines  àé'p 
obtenues;  il  est  convenable,  dis- je,  à* appliquer  de  nouveau  In 
méthode  à  l'équation  résultante,  qui  est  d*un  degré  plus  simple ,  et 
dont  les  coefficients  sont  aussi  généralement  plus  simples  que  ceux 
de  la  proposée. 

Il  y  a  même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  corn mensu râbles  ,*  sans  que  Ton  ait 
commis  aucune  erreur  :  c'est  lorsque  la  proposée  renferme  des 
racines  égales  commensurables.  Comme  la  méthode  des  racines 
égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurabks, 
il  Ceiut  toujoui*s,  une  équation  numérique  étant  donnée,  commencer 
par  la  soumettre  à  la  méthode  des  racines  commensurables.  Or  celli'- 
ci  suffit  bien  pour  obtenir  les  racines  différentes,  mais  elle  n*io> 
dique  pas  si  une  même  racine  n^entre  qu*une  fois  ou  se  trouvt 
plusieurs  fois  dans  la  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  nu- 
nières  :  ou  bien  en  soumettant  de  nouveau  à  la  méthode  réquatiou 
qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence; 
ou  bien  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  celte 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  trouvées. 

Soit  y  par  exemple,  Téquation 

x*  —  i3x*  -1-67X*  —  I7ix'-h2i6x  —  108=:  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  i3  ,  d'après  la  décomposition  (n°  508)  ;  d'ailleurs,  elle  n'a  pas 
de  racines  négatives,  puisque  l'équation  ne  présente  que  des  va- 
riations de  signe  (  n^  5 1 1  ) . 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  i3,  sont 

1,  2,  3,  4,  6,  9,  12. 

D'ailleurs,  -f- 1  ne  satisfait  pas  à  l'équation,  car  on  trouve  —8 
pour  résultat  de  la  substitution  de  +  i  ;  ainsi ,  2,  3,  4)6,  ç),  12 
sont  les  seuls  nombres  à  soumettre  aux  épreuves. 


f 
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^^  \)pHcation  de  la  mclhode ,  que  3  et  2  sont 

*^remier  membre  de  cette  équation 
^L  -  -  5x  +  6 ,  on  trouve  pour  quotient, 

y/  Sx» -h  21X  —  i8t=  o, 

--même  à  la  méthode ,  se  trouve  avoir  encore  •+•  3 
racines, 
al  cette  dernière  équation  par  x^  —  5*  -h  6 ,  on  obtient 
j  =::  o ,  d'où  X  =  3  ;  ainsi ,  la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 

.arme  {x  —  3)*  (x  —  2)*  =  o. 

iV'.  B.  —  Nous  ajouterons  que  si,  après  avoir  reconnu  qu*un 
nombre  entier  a ,  positif  ou  négatif,  Sfitisfait  à  Téquation,  et  après 
«oir  divisé  le  dernier  terme  U  par  «,  on  obtient  un  quotient  qui 
»e  soit  pïus  divisible  par  a ,  c'est  que  cette  racine  n'entre  qu'une 
fois  dans  réqnation  proposée. 

542.  Régie  d* exclusion.  —  Lorsque  le  nombre  des  diviseurs 
dn  dernier  tonne,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites 
-f  Lei  —  L',  est  très-grand  ,  on  peut  restreindre  le  nombre  des 
«sais  par  une  règle  d'un  usage  facile. 

Soit  l'équation  x"  4-  Px—'  -+-  Qa:"-'  -h  .  . .  -h  Tx  -+-  U  =  o , 
dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  tes  coefficients  soient 
entiers. 

On  sait  que ,  a  étant  racine  de  cette  équation ,  son  premier 
membre  est  divisible  par  x  —  a\  ainsi,  Ton  a  l'identité 

|.p.r»-'  -I- ...  -f-Tx  -f-  U  =  (x  —  rt)  {x»"-'  -\-  P'x"-'  4-  ...  4-  T'x  -f.  U'}, 

P',  Q',...,  T',  U'  étant,  d'après  la  loi  de  formation  du  n°  958,  des 
nombres  entiers  aussi  bien  que  €i,  P,  Q, .  . . ,  T,  U.  Cela  posé, 
rorome  l'équation  précédente  doit  se  vérifier,  quel  que  soit  x,  fai- 
sons x=  i;  il  vient 

/-+-P^Q-+-...-HT-hU  =  (i— «)(i  -hP'  +  .,.-Hr-hU'), 
d-où"^^^Q-^'"-^^-^^:^,4-F-^...4-r4.l3-. 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  «lonr  il 
doit  en  être  de  même  du  premier  membre.  Ainsi  a,  étant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu'autant 
que(i  —  a)  ou  plutôt  [a  —  i)  divise  le  résultat  de  la  substituihn 
de  H-  I  dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même ,  en  faisant  x  =  —  i ,  que  —  (  i  +  a; 
ou  (a  -f-  I  )  doit  diviser  le  résultat  de  In  substitution  de  —  i  *,  d'où 
la  règle  suivante  : 

Substituez  successivement  -^  i  et  •—  i  dans  la  proposée  ^  et  dési- 
gnes par  M  et  M'  les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette 
double  substitution. 

(Si  Tun  des  résuluts  était  o,  auquel  cas  +  i  ou  —  i  senit 
racine,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  la 
proposée  avant  d'appliquer  la  règle.) 

i*.  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme^  qui,  diminué  à  \, 
ne  divise  pas  M,  et  qui,  augmenté  de  i,  ne  divise  pas  M',  doitem 
rejeté. 

2°.  ITouldiviseurnégati/ dont  la  valeur  numérique,  augmentée 
de  i,  ne  divise  pas  M,  et  diminuée  de  i,  ne  divise  pas  M',  doit  étri 
rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
«l'exclusion,  il  convient  de  décomposer  d^aborJ  les  deux  résultait) 
M  et  M'  dans  leurs  diviseurs  {Arith.y  n**  144). 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  coni* 
mcnsurables  de  Téquation 

JB*  —  5jc^  —  370?=  -H  257  X —  36o  =  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

/        360  \ 
33  -h  I  ou  38,  parce  que  257  x  —  36o  revient  à  267  (x t^V 

ia  limite  supérieure  des  négatives  est  —  (1  -+•  V^36o)  ou  —  ^o. 
Les  diviseurs  de  36o ,  que  Ton  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la 
méthode  du  n"*  320,  sont  donc 

1,2,  3,  4t  5,6,8,  9,  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o,  36, 
et 
—  1,-2,—  3, —  4»— ^>~*N  — ^»  — 9>"-  to,—  12,  —  i5,— lî^' 
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le  résultat  de  la  subsHtution  de  -h  i  dans  la  proposée  est,  en 
faisant  abstraclion  du  signe ,  1 44  ou  2« .  3»  ;  le  résultai  de  la  substi- 
tution de  —  i  est  648  ou  2' .  3*. 

Cela  posé,  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à 
partir  de  36,  qui  est  le  plus  grand. 

36—  I,  ou  35  =7X5,  ne  divise  pas  144  qui  est  égal  à  2».  3';  . 
ainsi ,  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  parla  même  raison,  3o,  24,  20,  i8,  i5,  12. 

10—  1,  ou  9,  divise  i44;mais  10  +  i ,  ou  1 1 ,  ne  divise  pas 
648  qui  est  égal  à  2%  3*  ;  ainsi ,  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9,  8,  6,  4  doivent  être  rejetés; 
c'est-à-dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à  la  règle 
sont  5,  3  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  :  184-  i,  ou  19,  ne  divise  pas 
i44;  ainsi,  —  18  doit  être  rejeté. 

i5-t-  I,  ou  16,  divise  i44;  mais  i5—  i,  ou  i4,  ne  divise  pas 
Ô48;  donc  —  i5  doit  être  rejeté. 

On  verrait  pareillement  que  —  1 2,  —  10,  —  9,  —  8,  —  6,  —  4 
doivent  être  rejelés.  Ainsi,  l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves 
de  la  méthode  du  n°  320  que  les  diviseurs  —5,-3,  et  —  2. 
En  appliquant  la  méthode  aux  diviseurs 

-f-  5,  -+-3,  4-2,  ~  2,  —  3,  —  5, 

on  reconnaîtra  que  5  est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions, 
et  qui  soit ,  par  conséquent,  racine  de  la  proposée. 
Effectuons  la  division  par  x  —  5;  il  vient  pour  résultat 

:r' —  37  .c -h  72  =r  o, 

équation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5  pour  racine,  puisque  5 
ne  divise  pas  72.  Ainsi ,  cette  équation  n^a  plus  que  des  racines 
iacommeosu râbles  et  des  racines  imaginaires. 

323.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

'••  .r*  —  5x^4- 25i  —  21=0, 

[x—  i)(x  — 3)fa:'  — JT—  7)=o; 
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a».  i5jr* — igjr*  4-6x*-h  i5x' —  19x4-6  =  0, 

(3x— 2)(5j:  — 3)(a:4- iKx'— x4-  i)  =  o; 

3".     9x»-h3oj:*-4-  22 X*  H-  iox»-f-  17 x'  —  2ox-f-4  =  <*» 

(x  -h  2)'  (3x  —  i)*  (x»  -h  i)  =  o. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d^abord 
faire  disparaître  le  coefïictent  du  premier  terme ,  d'après  la  règk 
du  n""  261»  ;  appliquer  ensuite  la  méthode  du  n**  320  aux  deux 
transformées  ;  et ,  après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces 

Iransforinces ,  substituer  dans  Téquation  x  =  -»  qui  a  servi  à  la 

transformation  ,  les  valeurs  des  racines  obtenues.] 

324.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
commcnsu râbles  de-  toute  équation  numérique  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels,  entiers  ou  fractionnaires.  Cependant  iiou> 
observerons  qu'il  y  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à  des  équations  de  degré  supérieur,  et  qui ,  par  leur  nature,  n'ad- 
mettent que  des  nombres  entiers  pour  solutions;  c*est-à-d*m* 
que  toute  solution  fractionnaire  commensurable  ou  incom- 
mensurable doit  être  regardée  comme  tout  à  fait  étrangère  à  la 
question. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  déterminer  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  le  nombre  21 47  (système  dédniat 
serait   représenté   par    l'ensemble    des    chiffres   32o42    (système 
cherché). 

Soit  X  la  base  inconnue;  les   termes       2, 4-r, o.x^, 2x^, 3x' 
exprimeront  les  valeurs  relatives  des  chiffres  2,  4  »    o ,      2 ,    3 
du  nombre  32oi2.  Ainsi,  Ton  a  Téquation 

3  X  *  -h  2  X'  4-  o  .  x'  -h  4  •»•  -+-  2t  =  2 1 47 , 

ou  bien ,  3x*  -h  2 x'  -f-  4 «^  —  2 145  =  o, 

.à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  car  x  doit  être,  prsji 
nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  .qu'on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n**  39() 
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pour  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  dont  le  coefficient 
da  premier  terme  est  l'unité  »  on  verra  qu'elle  est  également 
applicable  au  cas  où  le  coefficient  du  premier  ternie  est  un 
nombre  entier  quelconque  ;  la  seule  différenccy  si  Téquation  est , 
par  exemple  9  de  la  forme 

coDsiste  en  ce  que  y  quand  on  est  parvenu  à  la  dernière  des  condi- 
tions  que  comporte  la  méthode,  le  résultat,  au  lieu  d'être  égal  à 
- 1,  doit  être  égal  à  —  A. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  la  méthode  en  repre- 
Bint  sur  réquation  précédente  les  transformations  et  les  raisonne- 
Qientsqui  ont  été  faits  au  n""  519. 

Ainsi ,  pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  dVne 
équadoD  dont  le  premier  terme  a  un  coefficient  différent  de 
Tunité,  il  est  inutile  d'avoir  recours  à  la  disparition  de  ce  coeffi- 
cient, transformation  qui  (n*^  S6I$)  a  l'inconvénient  de  conduire  à 
une  équation  dont  les  coefficients  sont,  en  général ,  très-grands. 

D  après  cela ,  recherchons  les  racines  entières  de  l'équation 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (  n*»  507  ) 


V 


2145 


i/^^=  i-hv/7T5=  1+6=7. 

^nombre  21 45  est  décomposable  (jirithmétique ,  n°  144)  en 
^ X  5  X  II  X  1 3 ;  ainsi,  il  n'y  a  lieu  à  essayer  que  les  nombres 

iet5: 

5,  3, 

—  429'  — 7'^' 

—  425,-711, 

—  85,  —  287, 

—  i5,-    77, 

—  3,  ». 

Alg,B.,  10^  éd,  33 
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Le  seul  nombre  5  donne,  pour  dernier  résaltat,  — 3,  o\\\ 
coeflicient  du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire;  donc  dntj 
est  la  base  du  système  cherché. 

En  effet,  3ao42,  écrit  dans  le  système  quinaire,  équivaut, 
dans  le  système  décimal,  à 

3  X  5*  4-2  X5>  4-0X5- -+-4x54-2, 

ou ,  en  effectuant,  3  X  6x5  -h2Xia5-^4x5H-2  =  2147 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants.  Déterminer  : 
1^.  La  base  du  système  c^iumcration  dans  lequel '^Z^^  (s3r5tènje 

décimal  }<?i^  représenté  paro563  (système  cherché),  [x  =.  onse.] 
2®.   La  base  du  système  dans  lequel  81 479  (système  décimal 

est  représenté  par  456356  (système  cherché),  [x  =:  sept.] 

Recherche  des  diviseurs  com m ensu râbles  du  second  degré. 

32 tf.  Observations  préliminaires.  —  La  méthode  des  racine^ 
commensurables ,  exposée  n°520,  est  aussi  appelée  métJiode  dt^ 
diviseurs  commensurables  du  premier  degré  y  parce  que,  connais- 
sant une  racine  commensurable ,  entière  ou  fractionnaire,  d'unt* 
équation  ,  on  peut  (  n"  258)  diviser  le  premier  membre  par  le  fac- 
teur du  premier  degré  en  x,  correspondant  à  cette  racine;  et  les 
coefficients  de  ce  facteur  sont  nécessairement  commensurables 
eux-mêmes. 

Lorsqu'une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré,  l'équation  résultante  n*a  plc« 
que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imao- 
naires;  mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  prenne 
degré  qui  correspondent  à  ces  racines,  quoique  ayant  des  co^-fE- 
cients  incommensurables,  peuvent  fort  bien,  par  leur  corob:- 
naison  deux  à  deux,  donner  naissance  à  des  produits  dont  W 
coefficients  soient  rationnels:  c'est  ainsi  que 

(ar-v^3)(x-+-V^)  =  x'-3, 

(x  —  I  -h  \/^^)  (x  —  I  —  v^^^)  =  X»  —  2X  -h  6. 

Or,  si  Ton  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  êqut 
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doQ,  les  diçisrurs  commensurables  du  second  degré,  en  les  égalant 
.izéro,  on  en  déduirait  des  racines  de  l'équation  proposée;  et,  de 
plus,  00  les  obtiendrait  sous  leur  Véritable  forme. 

Noos  allons  voir  comment  les  principes  de  Félimination  et  la 
méthode  du  n®  590  conduisent  à  ce  but. 

386.  Soit  X  =  o  une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré. 

Désignons  par  x*  -\-  px  -^^  un  quelconque  des  diviseurs  du 
second  degré  de  X  ;  /?  et  q  sont  deux  indéterminées  doni  il  faut 
tâcher  d'obtenir  les  valeurs  en  nombres  commensurables,  s'il  est 
possible. 

Pour  cela ,  divisons  X  par  x'  -h  px  -f-  q  ;  et  concevons  que  l'on 
ait  poussé  ^opération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  du 
premier  degré  en  x^  de  la /orme  Mx  -[-  N ,  M  et  N  étant  des  indé- 
terminées fonctions  .de  p  et  de  7.  En  égalant  ce  reste  à  zéro,  on 
établira  la  condition  que  x^  -h  px  -h  q  devienne  diviseur  exact 
(ieX.  D'ailleurs,  cette  division  doit  être  possible  indépendamment 
de  toute  valeur  particulière  attribuée  à  x  ;  donc,  en  vertu  du  prin- 
cipe du  n*'  180  sur  les  équations  identiques ,  l'équation  Mx  H-  N 
K  partagera  nécessairement  en  deux  autres , 

M=:o,  N  =  o,     ou  bien     F(p,q)z=Of   F'(/?,ry)  =  o. 

Cela  posé ,  la  question  se  réduira  à  trouver  (en  nombres  commen- 
arables)  tous  les  systèmes  de  valeurs  éep  et  de  q  propres  à  véri- 
fier ces  deux  équations. 

On  commencera  par  former^  d'après  la  méthode  exposée  au 
B*  269,  V équation  finale  en  q,  à  laquelle  on  appliquera  la 
méthode  des  racines  commensurables  (n**  580).  Après  avoir  obtenu 
toiues  les  valeurs  rationnelles  de  p,  on  les  substituera  (n®270) 
fions  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  q ,  lequel  reste,  égalé 
ensuite  a  zéro,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q,  correspond 
àint  aux  valeurs  de  p  déjà  trouvées»  Enfin,  l'on  substituera 
fhacun  des  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q  dans  le  trinôme 
X*  -f-  px  H-  q  ;  ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commensurables 
rfa  second  degré. 

II  est  évident  que  l'équation  finale  en  p  doit  être  d'un  d^ré 

33. 
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marque  par  m  i )  >  m  étant  le  degré  de  réquatîon,  puisqw 

o.*est  Texpression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurable 
ou  incommensurables  du  second  degré.  D'après  cela,  on  peu 
juger  combien  cette  méthode ,  facile  en  théorie ,  est  compliqué! 
dans  la  pratique.  Aussi  Tusage  en  est-il  peu  fréquent. 

On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseur 
commensurables  du  troisième,  quatrième ,. . .  degré;  mais  ces  dei 
nières  questions  ne  sont  d'aucune  utilité  (*}. 

§  III.   —   Recherche  des  Racines  réelles  incommen 
surahles. 

Lorsqu'on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  d 
premier  degré  qui  correspondent  à  ses  racines  commensurables 
réquation  résultante  n'admet  plus  que  des  racines  réelles  ittcom 
mensurables  et  des  racines  imaginaires, 

La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables  d  un 
équation  d'un  degré  quelconque  restera  inconnue  tant  qu'u 
n'aura  pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  al|;c 
briques  de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  tea 
forme  est  encore  un  problème  à  résoudre  »  il  n'en  est  pas  ainsi  d 
la  valeur  numérique  de  chacune  de  ces  racines;  et  il  existe  dt 
méthodes  pour  les  obtenir  avec  tout  le  degré  d^approximatio 
qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité ,  nous  diviserons  cette  théorie  en  den 
parties  :  dans  la  première,  nous  supposerons  que  la  proposée  su 
telle  qu^uNE  ssuLs  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deii 
nombres  entiers  consécutifs;  et,  dans  la  seconde ,  que  deux  non 
brcs  entiers  consécutifs  puissent  comprendre  plus  d'une  racine. 

pREMiinE  PARTIR.  —  Cas  OU  Une  seule  racine  réelle  peut  et 
comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 


{*)  Dan«  une  des  Notes  placées  à  la  fin  de  ce  chapitre,  noos  dous  prcf< 
sons  de  dire  quelques  mots  sur  la  décomposition  d*un  polynémc  rations 
et  entier  quelconque  en  ses  facteurs  premiers. 
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[Nous  admettrons  encore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  Ton 
ait  déterminé  les  limites  -f-  L  et  —  Vy  les  plus  resserrées  pos- 
sible, en  employant,  s'il  y  a  lieu ,  la  méthode  des  décompositions 
n<*  308),  soit,  si  cela  est  nécessaire,  la  méthode  de  Newton 
;n«S09).] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière.  —  Chacune  des  racines 
incommensurables  étant  nécessairement  composée  A^une  partie 
entière  (qui  peut  quelquefois  être  o)  et  d'une  partie  plus  petite 
que  l'unité,  le  premier  objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper 
consiste  à  déterminer  la  parlie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela ,  on  substitue  à  la  place  de  x ,  dans  l'équation ,  la  suite 
naturelle  des  nombres  o,  i,  2, 3,...,  et  —  i,  —  2,  —  3,..., 
fompris  entre  H-  L  t»/  —  V,  Comme,  entre  deux  nombres  substi- 
tués qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  tombe  au 
moins  une  racine  (n**  505),  il  s'ensuit  que  chaque  couple  de 
Dumbres  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  comprend 
itne  racine  réelle,  et  n'en  comprend  qu'une  seule,  d'après  l'hypo- 
Hit-se  établie.  D'ailleurs ,  la  partie  entière  de  la  racine  est  le  plus 
[>etit  des  deux  nombres  qui  la  comprennent. 

Or  il  peut  arriver  deux  cas:  —  Ou  Ton  obtient,  par  toutes 
tts substitutions,  autant  de  changements  de  signes  [ou  de  couples 
de  résultats  de  signes  contraires]  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré 
(le  l'équation;  et  alors  on  en  conclut  que  toutes  les  racines  sont 
'iW/fj. —  Ou  bien,  le  nombre  des  changements  de  signe  est 
'''.oindre  que  le  degré  de  l'équation  ;  auquel  cas  il  y  a  autant  de 
f'icincs  réelles  que  de  changements  de  signe  ;  et  les  autres  racines 
v>nt  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître 
^à  partie  entière  de  chaque  racine  réelle;  et  il  reste  à  déterminer 
^'^ partie  plus  petite  que  l'unité, 
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3^8.  Soit  X  =  O  une  équation  dont  les  racines  réelles  ont 
frtpectivement  une  partie  entière  différente  que  Ton  suppose  avoir 
♦■'cdéjà  déterminée. 

gnons  par  a  el  a  -h  i  deux  nombres  entiers  qui  compren- 
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Dent  Tane  d'elles  :  a  exprime  alors  la  partie  entière  de  cette  ri- 
dne,  dont  il  reste  à  chercher  la  partie  plus  petite  que  Tamté. 
Pour  cela ,  dans  Téquation 

X  =  0,      ou     jr--hPx— '4-  ..     -4-Tjr-hV  =  o, 
posons     X  =  a  +  -  ;     il  en  résulte  la  transformée 

A"  A*^ 

A^-  +  A'/--  +  —  /-- '  -+-  ^r"-'  -+-...4-1=0. 

[Pour  obtenir  cette  transformée,  on  commence  par  remplacci 
X  par  a  -4-  1 ,  ce  qui  donne  (n"  S68  ) 

A" 
A-hA'm «'-f-.    .4-«"=o, 

A  désignant  ce  que  devient  X  quand  on  y  met  a  pour  a\  et  A' 
A'' .  . .  .  étant  des  polynômes  dérivés  de  A  d*aprè$  la  loi  établii» 

n^  S69;  puis  on  remet  -  pour  u ,  et  Ton  chasse  les  dénominateurs 

en  y,] 

Désignons,  pour  abréger,  par  Y  =  0  cette  transformée ,  qui 
est  de  même  degré  que  la  proposée,  et  a  par  conséquent  m  racines. 

Or,  puisque  la  relation  x  =r  a  4-  -  doit  donner  toutes  les  va- 
leurs de  X  dès  que  Ton  connaît  les  valeurs  de  ^,  et  que  >  par  hypo- 
thèse, fl  et  fl  -H  I  comprennent  une  valeur  de  x  et  n'en  compren- 
nent qu'une  seule,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  valeurs 
réelles  de  y^H  y  en  ait  une  plus  grande  que  i ,  et  qu'il  ny  en  ait 
qu'une  seule;  autrement ,  ce  serait  supposer  que  a  et  a  -h  i  com- 
prennent plus  d*une  valeur  de  x. 

Si  donc ,  dans  l'équation  Y  =  o ,  on  met  successivement  pour/, 
les  nombres  entiers  i,  2,  3, ...  à  partir  de  Tunité,  on  est  certain 
d'obtenir  tôt  ou  tard  it/t  changement  de  signe;  et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  ce  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
cherchée  de  y . 

Soient  b  el  b  -^  \  ces  deux  nombres;  posons  dans  Y  =  0. 
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j  =  ^  H — -^  ;  il  en  i-ésulte  une  transformée  Y'  zr  o  [  que  Ton 

obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus];  et  cette  équation, 
parmi  ses  racines  réelles ,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande 
que  I,  que  l'on  mettra  en  évidence  par  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  1,2,  3,  • . .  dans  Y'  =  o. 

Soient  c  et  c  -f-  i  les  deux  nombres  entiers  qui,  ayant  dû  pro- 
duire un  changement  désigne,  comprennent  la  valeur  de  j,. 

On  posera ,  dans  Téquation     Y,  =  o,      y'  =:  c  -\ ^   ce  qui 

donnera  la  nouvelle  transformée  Y"  =r  o,  ayant  une  seule 
racine  plus  grande  que  \ . 

Soient  d  et  d  -\-  \  les  deux  nombres  qui  la  comprennent  ;  on 

posera  de  nouveau  dans       Y"  =  o ,       y'  ^=,d  -\ -,\  fet  Ton 

continuera  cette  suite  de   transformations  aussi   loin  que  Ton 
voudra. 
Rapprochons  maintenant  les  relations 

x=ia^y  y=h-^y,,  y=c-hjr,j  j"  =  r/-|--l,  ...  ; 
il  en  résulte       jr  =  a  H 


Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  de 
fractions  intégrantes ,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
(ju'elle  représente  ;    et  le   degré  d'approximation  est   exprimé 

JrUh.,  D?  174)  par  —,  N  étant  le  dénominateur  de  la  der- 
nière réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée  donnera  la  valeur 
de  X  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

589.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  Téquation 

.c^  —  Sx  —  3  =  0.  (i) 
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D*abord ,  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines 
né|;atives  sont,  comme  il  est  aisé  de  le  voir ,  +  3  et  —  2. 

Soient  mis  successivement  à  la  place  de  x  ,  dans  Téquation ,  les 
nombres 

—  2,      —I,     o,      4-1,      4-2,      4-3; 

on  obtiendra  les  résultats 

—  I,     4-1,     —3,     —7,     —5,     4-9; 

et  comme  il  y  a  trois  changements  de  signe ,  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion a  ses  trois  racines  réelles ,  savoir  :  une  positive  comprise  entre 
2  et  3,  et  deax  négatives  comprises  respectivement  entre  o  et  —  i, 
puis  entre  —  i  et  —  2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  l'équation  (i),  j:  =  2  4 — • 

il  en  résulte  (n^  528)  une  équation  de  la  forme 

A" 
Ar  '  -f-  Afj'  4 j  4-  I  =  o , 

dans  laquelle  on  a 

A      =(2)^      _5(2)._3=:_5, 

A'    =3(2)' -5 =4-7, 

"^    =3{2)« =4-6, 

A'" 

t:i=' =  -+--' 

d*où ,  substituant  et  changeant  les  signes , 

5^'— 7r'  — 6jr-. ,  =0.  (2) 

Faisons  dans  cette  équation  ,^=i,  2,  3,..,; 

il  vient  pour  ^=  ï —    9, 

r  =  2 —    I, 

r  =  3 4-53; 

donc  la  valeur  cherchée  de  x  ^st  comprise  entre  2  et  3. 
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Posons  dans  l'équation  (2),  j^  =  2  -h  -i  ; 

1  en  résalte  la  transformée 

2  2  •  ^ 

ans  laquelle  B  =  5(2)'—  7(2)'  — 6(2)'  — i  =—  1, 
B'  =  ,5(2)'  -  .4(2)'  -6.  ...  =  +  26, 
B" 

-      =   l5(2)'—     7 =4-23, 

^=    ^ =-^    5; 

«û,  substituant  et  changeant  les  signes  , 

j''  —  26^"  —  23  j'  —  5  =  0.  (3) 

Comme  cette  équation  revient  à 

jr'*(r'-?6)-23j'-5  =  o, 

«ï  visible  que  toute  valeur  plus  petite  que  26,  substituée  pour 
',  donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  Ton  pose  r'=  26,  il  en  résulte.   .  .   .   ■— 6o3, 

et  jr'=3  27 -h  io3; 

)Dc  r'  est  compris  entre  26  et  27. 

Posant  dans  l'équation  (3)         y  =  26  -h  —„y 

'obtient  la  nouvelle  transformée 

2     2.3 

«BUqueUe    C      =    (26)»- 26(26)' -23(26)-5  =  -6o3, 
C    =3(26)'-52(26)'-23.  .  .  .  =  +  653, 

^    =3(26)' -26 =+52, 


2 


=  > =-f-    I 
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d'où ,  substituant  et  changeant  les  signes , 

6o3  f'^  —  6537^"»  —  52^"  —  1=0, 

équation  qui  revient  à  celle-ci  : 

y"^  (6o3^"  —  653)  -  52  7"  -  I  =  0. 

Gomme  y*'  =  1  donne  pour  résultat ,  —     io3, 

et  j^"  =  2 -f-  2107, 

il  sVnsuit  que  /"  est  compris  entre  i  et  2. 

En  posant  de  nouveau  y"  z=.  \  ^ ->, 

on  obtiendrait ,  tout  calcul  fait,  pour  la  transformée, 

xç^Zy"'^  —  45i  f'^  —  I  i56r'*  —  6o3  =  o , 

ou  bien  ,  7«''(io3  j'^'  —  45i)  -  i  i56j^  —  6o3  =  o. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  ^''  est  compi 
entre  6  et  7  ;  en  sorte  que  si  Ton  voulait  continuer  TopératioD 

faudrait  poser  y  =  6  H -,' 

Mais  arrêtons-nous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  x,  j,  ^',  /",  7'"  donnent  lieu  à  la  fract 


contmue  .r  =  2  4- 


24- 


26-h— — 

1 

'+6 


et  les  réduites  consécutives  étant 

2        5        i32  137        954 

7'     i'     "53"'  '^'     383' 

il  s'ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  x  à  moins  «1  « 

1  I 


fraction  près,  marquée  par 


(383)'  146689' 
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Ëo  réduisant  ff|-  en  dédmales  et  poussant  l'opération  jusqu'aux 
100000'^''  inclusivement,  on  trouve  2,49086,  résultat  qui  est 
censé  exprimer  la  valeur  de  x,  à  moins  de  0,00001  près. 

Cependant ,  comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  rai- 
sons, I*»  parce  que  la  réduite  ^  est  de  rang  idtpair  ;  2?  parce  que 
2,49086  est  une  fraction  moindre  que  cette  réduite  ,  il  serait 
possible  que  le  dernier  chiffre,  6,  dut  être  augmenté  d'une  unité. 

îkis  si  Ton  substitue  successivement  2,49086  et  2,49087  dans 
U proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi, 
3,49086  représente  en  moins ,  à  0,00001  près,  la  racine  positive 
de  Téquation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives ,  observons  que  ,  si  Ton 
change  x  en  —  x  dans  Téquation  (i),  elle  devient 

x^  —  Sx-f-  3  =  o  ; 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation ,  prises  avec  le 
signe  — ,  donnent  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi  la 
question  est  ramenée  à  la  recherche  des  racines  positives  de  la 
transformée  qu'on  vient  d'obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues  aux 
précédents ,  on  trouve  : 

1°.  Pour  la  racine  comprise  entre  o  et  i,  .  .  .  o, 65662  ; 

2*^.  Pour  la  racine  comprise  entre  t  et  2,  .  .  .   1 ,83424* 
Donc  enfin ,  les  trois  racines  de  l'équation 
x^  —  5x  —  3  =  0, 

sont       x=  2,49086,     X  =  —  o, 65662,  x  =  —  1 ,83424. 

!  On  reconnaît ,  en  effet ,  que  la  somme  algébrique  des  trois  racines 
est  nulle  ;  ce  qui  doit  être  ,  puisque  le  coefficient  du  second  terme 
ïnanque  dans  l'équation.  ) 

350.  Remarque.  —  En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédente, 
•jn  voit  qu'elle  suppose  essentiellement  qu'entre  les  deux  nombres 
tnticrs  a  et  /i  +  i ,  il  ne  tombe  i^vCiine  seule  racine  de  la  proposée, 
puisque  sans  cette  condition  Ton  ne  pourrait  affirmer  que  chacune 
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des  transformées  a  une  seule  racine  plus  grande  que  rnnUé,d 
que,  par  conséquent,  la  substitution  des  nombres  i,  2,  3 , . . .  à  U 
place  des^,  y' y  y" y  dans  ces  transformées,  doit  produire  tôl  w 
tard  un  changement  de  signe. 

Cependant,  Iorfc[ue  Ton  connaît  d'avance  le  nombre  des  raciofs 
comprises  entre  a  et  a  +  i ,  il  est  possible  que  la  méthode  réus- 
sisse, [yorez  le  S*'  exemple  du  n°  385.) 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  a  et  a  4-  i  comprenneot 
deux  racines   et   n'en  comprennent   que  deux.    En    substituant 

fi-\ —  pour  X ,  on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  ra- 
cines plus  grandes  que  Tuniré,  et  n'en  aura  que  deux.  Or,  qaawi 
on  mettra  pour  j-  la  suite  des  nombres  i,  2,  S»--*»  il  pourrty 
présenter  deux  circonstances  : 

Ou  bien  Ton  n'obtiendra  aucun  changement  de  signe  ;  et  dan» 
ce  cas,  on  ne  pourra  rien  conclure,  c'est-à-dire  que  la  roètbtHi« 
sera  alors  en  défaut,  en  ce  sens  qu'il  faudra  de  nouvelles  transfor- 
mations pour  opérer  la  séparation  complète  des  racines  ; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe-, 
admettons ,  pour  le  moment ,  que  les  nombres  /?  et  y?  +  ^y  p  ^^ 
p  -h  ly  produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d'abord  dans  la  transformée,  /=  «H — ?  ce  qui 

donnera  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  pli^ 
grande  que  Tunité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  pr> 
cédemment  ;  alors  une  première  valeur  de  iT  sera  exprimée  par  ucf 
fraction  continue  de  la  forme 


«-f 


,      I 


I 
Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  j^,    y=zp-^-* 

on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plû> 
grande  que  l'unité ,  et  sur  laquelle  on  opérera  encore  coraroe  prt 
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cpdemment;  ia  seconde  valeur  de  j;  se  présentera  donc  sous  la 
forme  d'une  nouvelle  fraction  continue , 


j:=r  fl  4- 


P'-^' 


avant  la  même  partie  entière  que  la  précédente^  mais  dont  les 
fractions  intégrantes  seront  différentes. 

11  serait  aisé  d'étendre  ces  raisonnements  au  cas  où  Ton  saurait 
d'avance  que  a  et  «  -f-  i  comprennent  trois  racines  réelles....  Mais 
ce  que  nous  venons  de  dire  sufBt  pour  prouver  qu'il  n'y  a 
d'avantage  bien  réel  dans  l'emploi  de  la  méthode  deLagrange, 
qu'autant  que  a  et  a  4-  ■  ne  comprennent  qu'une  seule  ractne. 
Cependant  nous  exposerons  plus  loin  (n''  5^4)  un  moyen  général 
d  opérer  la  séparation  des  racines  ,  dans  la  pratique  de  cette  mé- 
thode. 

Conversion  en  fraction  continue  d'un  nombre  irrationnel 
quelconque. 

^t.  La  méthode  d'approidmation  par  les  fractions  continues 
peut  servir  à  évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  de» 
nombres. 

Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  m'*'^. 

m 

Si  l'on  pose  y  P  =r  jr ,  il  en  résulte 

x^  —  P  =  o. 

Comme  x  =  o  etj:=rP4-i  (n°  506),  substitués  à  la  place  de  x 
dans  cette  équation  ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
ii  s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  une  racine  réelle  positive.  D'ailleurs, 
elle  ne  présente  qu'M/ie  variation  de  signe;  donc,  d'après  la  règle 
des  signes  de  Descartes  (n'^  51.5  ),  elle  a  une  seule  racine  réelle  po- 
Hdve,  que  Ton  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode 

de  Lagrange;  et  Ton  aura  ainsi  sjV  sous  la  forme  de  fraction 
continue. 

3 

Soit,  pour  exemple,  \[T\  à  évaluer  en  fraction  continue. 


526  CONVBaSION    DKS   NOHRKtS    I&AATIOlTlfBLS 

Il  suffit  d'appliquer  la  méthode  du  n®  SSB  à  Véqaation 

X*  —  Il  =  o. 
On  trouvera  successivement  les  relations 

et,  par  suite,  les  réduites 

2       9       2o       129 

T'     V     V     "58' 
dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,224  ^  0,001 
près,  îpuiscfue  Ton  a  évidemment  t^^t-  <[o,ooi  ; 
(cette  valeur  est  un  peu  trop  forte). 

558.  Mous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  développer 
toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce  moyen 
suppose  seulement  qu^on  sache  extraire  d'un  nombre  donné  lu 
partie  entière  qui  s*y  trouve  contenue. 

Soient  A  le  nombre  proposé,  a  sa  partie  entière  (qu'on  est 
censé  savoir  trouver). 

On  a  d'abord  Tégalité A=«-h^ 

B 

(B  étant  >i); 

d'où  Ton  déduit  s  =  A  —  a,     et     B= . 

B  A  —  a 

Soit  b  la  partie  entière  de  B  ou  de j        obtenue  par  nn 

A  —  a 

moyen  quelconque; 

on  a  la  nouvell 

(C  étant  >  i); 

.roù  ^  =  B-^C  =  ^,    ou    c=.  +  ^; 

l  =  C-c,D  =  ^-i-^,     ou     D  =  rf+^_: 


on  a  la  nouvelle  égalité B  =  b  -hj. 


et  ainsi  de  suite. 
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Rapprochant  actaelleinept  les  relations 

on  obtient  finalement  A  sous  la  forme  d'une  fraction  continue, 

I 


Arrra-f- 


N,  B.  —  Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n°  164)  n'est 
qu^un  cas  particulier  de  cette  méthode  générale. 

Soit  à  développer  -^  en  fraction  continue. 

On  a  d'abord,  en  effectuant  la  division, 

»    347 

B-  89' 

-  =  -2-, 
c       80' 

I  8 

D=    9' 

d  OÙ  résulte  la  fraction  continue  demandée. 

335.  Lorsqu'on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par 
la  méthode  précédente,  il  faut  faire  usage  des  transformations 
exposées  n®  91. 

Soit ,  par  exemple ,  à  évaluer  ^6  en  fraction  continue. 

Il  est  d'abord  évident  que  y^  est  compris  entre  2  et  3. 

Ainsi  l'on  a        v/6      ou      A  =  2  -f-  -  ; 

15 

d'où  I=v/6_2;     B=^- 

Pour  obtenir  la   partie  entière  contenue  dans  B,  multiplions 


3  H-  —  5     ce  qui  donne 

A  =  3+g: 

»=l='-^i'  ''""'' 

B=,  +  l-, 

fin                  8 

C  =  —  =  8  -f-  -  ;     donc 
9               9 

C  =  8-^^; 

D  =  2=1-1-^;     donc  enfin 

D=.-Hi; 
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(n?dî)  les  deux  termes  de  son  expression  par  ^6^  ik-yû  vient 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est  évidemment  compris  entre 
4  et  5;  donc  B  est  lui-même  compris  entre  2  et  3. 

i/6  -+-  2  I 

Ainsi ,  il  faut  poser     ou     B  =  2  -h  -  ; 

2  Ci 

„    V  ï  n/S"4-2  ^  2  2(v/64-2)  ,^ 

d'où      ^  =   ?     C  =  •-= =  -^ i  =  v6  -4-  2. 

C  2  v^  — 2  a 

Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  entn 

4  et  5 ,  on  pose         v^6-|-2     ou     C=:4"+-f|i 

doù  i=v/6-..     »=-^^. 

Sans  aller  plus  loin ,  observons  que  cette  expression  est  iden- 
tique avec  celle  deB;  donc,  puisque  Ton  a  trouvé 

on  obtiendra  de  même 

D=2-}-i,     E  =  4-f-i: 


et  ainsi  de  suite. 
Donc^enfin 

>/6  = 

2-1- 

l 

o     l 

I 

4- 

^ — 

2 

I 

4 

A  partir  de  la  troisième  fraction  intégrante,  les  dénominateurs  se 
répètent pénoeifquemrnt  de  deux  en  deux. 
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On  trouverait ,  par  le  même  procédé , 

1 


V2  =  iH ^  =  ; 


4-H 


2H 1 4H-7-+-  ••• 

2  4 

Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  degré  jouissent  de 
cette  propriété  curieuse ,  de  donner  naissance  à  àe& fractions  conti- 
nues périodiques.  Mais,  pour  cet  objet,  nous  renverrons ,  soit  à  la 
Théorie  des  nombres  de  Legendre,  soit  au  tomeV'  des  Annales 
de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  où  M.  Gérono  en  a  donné  une 
démonstration  élémentaire. 

La  réciproque  est  vraie  aussi,  c*est-à-dîre  que  toute  fraction 
continue  périodique  appartient  à  un  nombre  irrationnel  du  second 
degré.  Quant  à  cette  seconde  proposition,  qui  se  démontre  d'ail- 
leurs fort  simplement,  elle  n^est  pas  assez  importante  pour  nous 
engager  à  prolonger  davantage  cette  digression. 

METHODE    d'approximation   DE    NEWTON. 

334.  La  méthode  suivante,  due  à  Newton,  a  l'avantage  do 
fournir,  en  général ,  des  approximations  plus  rapides  que  celle  de 
Lagrange. 

Pour  en  donner  une  première  idée ,  reprenons  Téquation 

x^  —  5a:  —  3  =  o, 

et  proposons -nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  2  et  3. 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  racine,  posons 

dans  réquation  ,     x  -=  1  -^ —  z=2,5; 

nous  aurons  pour  résultat -+-  o,i25; 

d'ailleurs  2,  misa  la  place  de  jc,  donne.  ....  —  5. 
Ainsi ,  la  racine  est  comprise  entre  2  et  2,5. 

Actuellement,  si  Ton  fait  attention  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  2, 5  diffère  beaucoup  moins  de  o  que  celui  de  la  substi* 
lution  de  2,  on  doit  présumer  que  la  racine  est  plus  pré^  de  2  ,5 
qiie  de  2. 

Al§^  B.,  io«  éd.  34 
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On  pose ,  en  conséquence ,  dans  Téquation ,     x  =  a  ,4  » 

et  il  vient  pour  résultat —  i  ,176. 

Or  2,5  avait  déjà  donné  pour  résultat +  o,i25; 

donc  la  racine  est  comprise  entre  2 , 4  6t  2 , 5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes ,  on  par- 
viendrait à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu'une  fois  on  a  obtenu ,  comme  dans  ce  cas-ci,  la  valeui 
de  X  à  moins  de  o ,  1  près ,  on  peut  en  approcher  davantage  par 
un  autre  moyen  :  et  c^est  en  cela  que  consiste  principalement  la 

MI^THODK    DE    NeWTON. 

Faisons,  dans  Téquation         x»  —  Sx  —  3  =  o, 

X  =r  2,4  -h  «; 

nous  obtenons  (n^^UGS)  la  transformée 

Z' 

X'  -H  Y'a  4-  -  a'  -h  «'  =  o, 

dans  laquelle     X'  =     (2 ,4)^  —  5  (2 ,4)  —  3  =  —  i ,  1 76 , 
Y' =3  (2, 4)'  — 5  =  12,28, 
Z' 

~  =  3(2,4)    =7,2. 

I/équation  en  u ,  étant  du  troisième  degré ,  ne  peut  être  iouDé-, 
diatement  résolue  ;  mais  en  transposant  tous  les  termes ,  à  i'ex-|' 
ceptioo  du  terme  Y'ti ,  et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  o| 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

X'  Z'       .        1      , 

Cela  posé ,  puisque  Tune  des  trois  racines  de  cette  équatio 
doit  être  moindre  que  0,1  d'après  la  relation  or  =  2,4  -f-  «,  le 
valeurs  correspondantes  de  W  et  de  u^  sont  moindres  que  0,01  e 
0,001 .  D'ailleurs,  Tinspection  des  valeurs  de  Y'  et  de  Z'  prouvi 

Z' 

que ;  est  <^  1 .  Ainsi ,  la  valeur  de  u ,  ne  différant  numérique 

•Vf  2J  I 

ment  de  —  ^7  ^"®  P*^  ^  quantité  — =711'  4-  y?  «S  q«i,  le  pla 
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souvent^  est  au-dessous  de  o^oi;  cette  valeur  de  u,  dis-je,  est 

X' 

exprimée  par  —  —  >  à  o,oi  près. 

Gomme ,  dans  cet  exemple , 

X' -h  1 ,  1 76 1 1 76   

""  T"    12, a8    ~7Ï^~''*'*9-" 

il  en  résulte  m  =  o ,09,  à  -—  près;  et,  par  conséquent, 
37=2,44-0,09=2,49»     à  0,01  près. 

En  effet,  2,49»  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  pro-' 
posée,  donne  pour  résultat     —  0,01 1 761 , 
Undis  que  2,5o  avait  donné  +  o,  i25. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation ,  faisons  dans  la  pro- 
posée ,     X  =:  2  ,  49  +  «'  ;     nous  avons  l'équation 

X"  -4-  Y"«'  -f-  —  !«'*  H-  ti''  =  o , 
2 

danslaquelle  X"  =     (2,49)^ — 5.(2,49)  —  3=  —0,011751, 

Y"=  3(2,49)'  — 5=  i3,6oo3, 

Z" 

—  =  3(2,49)  =7,47. 

Mais  réquation  en  u'  peut  s'écrire  ainsi  : 

et  puisque  Tune  des  valeurs  de  u'  doit  être  moindre  que  0,01,  les 

valeurs  correspondantes  de  k'%  u'^  sont  moindres  que  0,0001  et 

X" 
1 ,000001  ;  donc  —  —  peut  représenter  la  valeur  de  a'  à  0,0001 

près. 
Comme  on  a 

X""  __  0,011751  _     H751      _  ^ 

""F'  ""   i3,6oo3  ~i36oo3oo~°'''°'^"' 

34. 
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il  s*ensuitc|ue  m 'est  égal  à  0,0008,     à  0,0001  près;     ainsi, 
.r  =  2,494-0,0008  =  2,4908,     à près. 

Il  serait,  en  effet,  facile  de  reconnaître  que  2,4908  et  2,4909. 
substitués  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  x  =:  2,4908  +  m",  on  obtiendrait 
une  valeur  approchée  de  x  à  0,00000001  près. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  Topé- 
ration  précédente;  cela  résulte  évidemment  des  raisonnements 
ci-dessus.) 

335.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
Soient  p  etp  4-  i  deux  nombres  qui  comprennent  Tune  des 
racines  de  Téquation  X  =  o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  à  0 ,  i 
près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre/?  et/>  4-  it 
et  continuant  jusqu^à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  dif- 
fèrent entre  eux  que  de  — 
*  10 

Cela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x  obtenue  «70,1  près^  un 
pose,  dans  l'équation       X=:o,  jr  =  x'-h«; 

ce  qui  donne  la  transformée 

Z'  V 

X'  4-  Y'a  H u'  H 5  w'  4- h  «*  =  o, 

2  2.5 

qu^on  peut  écrire  ainsi  : 

X'      r  v  I 

"  =  "F-;[:T"^-2.3.r  "-•••- F"" 

Comme,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  l'ensemble 

X'  I 

des  termes  «jui   suivent  —  —  est  ordinairement  au-dessous  ^    I 

0,01 ,  on  les  néglige,  en  va It niant  —  -y}  à  0,01   près,   ft  ''"' 
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ajoute  le  résultat  à  x';  ce  qui  donne   une  nouvelle  valeur  x'\ 
approchée  de  x  ù  o  ,oi  près. 

Pour  obtenir  une  troisième  approximation,   l*on  pose,   dans 
réqitation, 

xz=zx"  -H  w'; 


ce^qui  donne  la  transformée 

2 

,  .  -h  /l'"  =  G, 

"Y"              7" 

—  •-F"' 

Z"  I 

Négligeant   tous  les  termes — ^  «''  —  ...  —  -—  iy'"   (dont 

l'ensemble  est  supposé  moindre  que  o,oooi),  on  calcule  —  —,  en 

poussant  ropération  jusqu'aux  loooo'**^',  et  l'on  ajoute  le  résultat 
h  \"\  ce  qui  donne  une  troisième  valeur  x*"  approchée  à  o,oooi 
près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation ,  on  remplace  x  par 
x*"  4-  Q*  dans  la  proposée. 

On  calcule  l'expression  —  =^  qui  résulte  de  celte  transforma- 
tion, et  Von  pousse  l'opération  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal 
inclusivement,  puis  Von  ajoute  ce  résultat  à  x"'  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des  racines 
positives.  Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (n°  5S9)  leur 
recherche  à  celle  de  racines  positives ,  en  changeant  j:  en  —  x  dans 
la  proposée. 

556.  Première  remarque,  —  La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que ,  dans  la  transformée 


X' 

H- 

Y' 

U 

-+- 

Z' 

2 

M'-+- 

-4- 

U'" 

= 

o, 

i{ui 

rt' vient  à 

H 

=r 

X' 

Y' 

2 

Z' 

.Y' 

H' 

—  ^ 

t 

r 

u' 
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on  peut  négliger  tous  les  termes  afTectés  de  k%  «%  a\ . . . ,  sans 

erreur  sensible  sur  les  loo"""  à  la  première  opération,  sur  les 

loooo''""  à  la  seconde,  etc.;  hypothèse  qui  s*appuie  elle-même  sur 

ce  que,  d'après  la  nature  des  polynômes  dérivés  Y',  Z',  V, ... ,  les 

Z'  V 

coefficients  — =  — —7  » 5-— 7  ?  •  •  •  sont  ordinairement  des  frac- 

2 .  Y  2 . 3 .  Y 

tions;  mais  cette  méthode  est  quelquefois  en  défaut,  ainsi  que 

Lagrange  le  prouve  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  Équations 

numériques  (*) . 

On  a  toutefois  un  moyen  de  s*assurer,  à  la  fin  de  chaque  ope- 
ration  ,  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d'approximation  que  Ton 
croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine 
positive  dej:^  —  5x  —  3  =  oào  ,000 1  près ,  on  substitue ,  dans 
cette  équation,  2,4go8,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au 
résultat  de  la  substitution  de  3  ou  à  celui  de  la  substitution  de  a; 
et  si  les  deux  nombres  2,4908  et  2,4909,  ou  bien  2,4908  et 
2,4907,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  nul  doute 
que  2 ,4908  ne  soit  une  valeur  exacte  à  o  ,000 1  près,  soit  en  moins, 
soit  en  plus,  S*il  n'en  est  pas  ainsi ,  Ton  augmente  ou  Ton  diminue 
le  dernier  chiffre  d'une  ou  de  plusieurs  unités  (de  Tordre  des  dix- 
millièmes) f  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur 
substitution,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires. 

557.  Seconde  remarque.  —  Il  y  a  aussi  des  cas  où,  dès  la  pre- 

X' 

mière  opération ,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité  —  y, 

jusqu'aux  looo*'""',  et  même  jusqu'aux  loooo''**'. 
Soit  l'équation 

X-'  —  6x  —  7  =0, 

dont,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer,  l'une  des  racines  est  com- 


(*)  Cosil  surlout  pour  les  racinos  coiuprUes  entre  o  et  1 ,  ou  cotr«  0 
et  —  I ,  que  la  méthode  pRul  ôtrc  on  (lofant,  ainsi  qu'on  pcMit  sVn  assurer 
Ml  rûnèchisNaiil  sur  la  com|io->ilion  des  quantités  Y',  Z  ', . , .  . 
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prise  entre  a  et  3;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires 
(  comme  noiu  le  verrons  au  n"  542 ,  7.^  exemple  ). 

Go  reconnaîtra  d*abord  facilement,  par  la  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre  2, g  et  3. 

Maintenant  faisons,  dans  Téquation,  x  =  2,9  -4-  /<;  il  en  résulte 
la  transformée 

2 

dans  laquelle       X' =     (2,9)^  —  6(^99)  —  7  =  — o,ou, 
rz=  3  (2,9)' -6=  19,23, 

7/ 

2  =3(2,9)  =8,7. 

Négligeant  les  termes  en  u*  et  m^,  on  a 

X'       0,011  II 


«  =  — 


Y'        19,23       19230 


Or,  si  Ton  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on 
trouve  des  zéros  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et  5 
pour  le  quatrième  chiffre;  c'est-à-dire  que  Ton  a  a  =  o ,ooo5  (en 
tenant  compte  des  quatre  premiers  chiffres  décimaux):  ce  qui 
donne,  pour  la  valeur  de  j:,       x  •=.1 ,9005. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  2,9005  dans  la 
proposée:  ou  trouve  — 0,001 38,  résultat  de  signe  contraire  à 
celui  que  donne  j:=  3  ;  mais  en  substituant  x-=i  2,9006,  on 
obtient  +0,00054»  qui  est  de  signe  contraire  à  — 0,001 38. 
Donc  2,9005  exprime  la  valeur  dex  à  0,0001  près. 

358.  Rapprochement  des  deux  méthodes,  —  La  méthode  d'ap- 
proximation de  Lagrange,  quoique  en  général  moins  expéditive 
que  celle  de  Newton,  a  sur  celle-ci  l'avantage  de  donner  à  chaque 
opération  une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même,  à  la  rigueur,  trouver,  par  la  méthode  de 
Lagrange,  les  racines  comme nsurah les.  La  fraction  continue  que 
Ton  obtiendrait  serait  alors  com]x>sée  d'un  nombre  limité  de  frac- 
tions intégrantes;  c'est-à-dire  qu'en  continuant  convenablement  ^ 
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les  opérations,  on  parviendrait  à  une  équation  Y^«)  =  o,  dont  la 
racine  |)ositivc  plus  grande  que  i  serait  égale  à  un  nombre  entier; 
et  toutes  les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  re- 
présenterait la  vraie  valeur  de  la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  au  n?  SSO;  mais  c*est  le  seul  que  Ton  pût  employer  si 
Ton  supposait  que  quelques-uns  des  coefficients  fussent  irration- 
nels; car  la  méthode  ordinaire  n'est  applicable  qu^aux  équations 
dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  coromcnsurables. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
racines  exactement,  puisque,  d*après  sa  nature,  on  n'obtient  les 
valeurs  numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  fractions 
décimales. 

Nous  observerons  toutefois  que  Tapplication  simultanée  des 
deux  niétho<lcs  à  une  même  équation  peut  abréger  beaucoup 
les  calculs.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir.d*abord  employé  la 
méthode  des  fractions  continues  pour  obtenir  chacune  des  racines 
à  o,  I  et  même  ù  o,oi  près,  rien  nVm pêche  d'avoir  recours  à 
la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  degré  d'ap- 
proximation. 

La  méthode  de  Newton  suppose ,  en  général ,  comme  celle  de 
Lagrange  (n®  350),  que/^  et/?  4-  i  ne  comprennent  qu'une  seule 
racine  de  Téquation. 

Second E  partie.  —  Cas  oii  deux  nombres  entiers  consécutif* 
peuvent  comprendre  plus  d'une  racine  réelle . 

3S9.  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consé- 
cutifs compris  entre  les  limites  -f-  L  et  —  L',  on  obtient  autant 
de  chaogements  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  d^ré  de  l'équa- 
tion ,  il  est  clair  que  toutes  les  racines  de  Véqtiation  sont  réelles,  et 
que  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente.  • 

Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le 
degré  de  la  proposée ,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  Péquation 
a  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires^  ou  bien  de  ce  que 
plusieurs  racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs.  En  effet,  on  a  vu  (n°  304)  que  deuv 
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nombres  qui,  substituas  dans  le  premier  membre  crune  ôquation, 
ilunnent  des  résultats  de  signes  contraires,  peuvent  comprendre 
lin  nombre  impair  quelconque  de  racines  réelles,  et  que  deux 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  peuvent  en 
(Ximpreadtie  un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple 9  si  une  équation  devait  avoir  detix  racines,  ^ 
fcl  v'3  par  exemple,  lesquelles  sont  comprises  entre  i  et  2,  il  arri- 
verait que  I  et  2,  substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des 
résultais  de  même  signe. 

Pareillement,  qu*une  équation  ait  trois  racines,  v/77>  ^^» 
\/ï5,  comprises  entre  3  et  4,  ces  deux  derniers  nombres  substi* 
tués  donneraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  serait ,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre 
en  évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée,  et  qu'elle 
aurait  l'inconvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

S40.  Cet  inconvénient  disparaîtrait  si  Ton  pouvait  déterminer 
n  priori  une  quantité  ^,  numériquement  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des 
racines  réelles  d'une  équation  proposée.  Car,  soit  mise  la  quan- 
tité è  pour  intervalle  entre  deux  nombres  successivement  substi- 
tues; il  est  évident  que  si  deux  pareils  nombres  donnaient  des 
ivsultats  de  signes  contraires,  ils  comprendraient  une  racine  et 
n'en  comprendraient  qu'une;  et  que  s*ils  donnaient  des  résultats 
de  même  signe,  ils  ne  comprendraient  aucune  racine.  Ainsi,  te 
nombre  des  racines  réelles  de  l'érjuation  serait  égal  au  nombre  des 
dmngements  de  signes  obtenus  par  les  substitutions. 

Voyons  donc  s*il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer 
la  quantité  ^.  Or  cela  est  facile  au  moyen  de  Téquation  atix  carrés 
de  différences. 

En  effet,  désignons  par  X  =  o  Téquation  proposée ,  et  par 
Z=  0  l'équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous 
avons  (n***  875  et  297  )  appris  à  former. 

Remarquons  d'abord  que,  le  canv  de  la  différence  eiitrr  deux 
»'ioines  réelles  quelcon<pM*s  de  la   proposée  étanl  positif,  on  ne 
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doit  chercher  les  carrés  des  cliftérences  entre  les  racines  recSc^ 
que  parmi  les  racines  positives  de  réc]uation  Z  =  o.  (Ses  radrr^ 
négatives  correspondent  aux  différences  qiti  existent  dans  la  pr<. 
posée  y  soit  entre  deux  racines  imaginaires,  soit  entre  une  natt 
réelle  et  une  racine  imaginaire.  )  Donc ,  si  Ton  cherche  la  limite  in- 
férieure des  racines  positives  de  Téquation  Z  =  o ,  et  qu'on  f  r 
extraye  la  racine  carrée ,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  nir 
mériquement  moindre  que  la  plus  petite  des  difîérences  qui  exis- 
tent entre  deux  racines  réelles  de  la  proposée,  c*est-à-dire  li 
quantité  cherchée  S. 

Pour  obtenir  cette  limite  ,  il  faut  (n®  510)  poser  x  =  -  dans 
Z  =  o ,  c*e  qui  donne  la  transformée  V  =  o.  Soit  /  la  \ïun\r 
supérieure  des  racines  positives  de  V  =  o  ;  -  sera  la  limite  intV 

lieure  de  Z  =  o.  Ainsi,  —  est  la  quantité  S  qu'il  s'agissait  «k 

déterminer. 

Lorsqu*en  recherchant  la  limite  /  la  plus  resserrée  possible ,  smt 
par  la  méthode  de  Newton  (  n""  309) ,  soit  par  celle  des  décomposi- 
tions (  n?  308 ),  on  trouve  / <  i ,  il  en  résulte  — =  ou  <J  >•  i  ;  et  ceLî 

indique  que  ia  différence  entre  deux  racines  réelies  qiêeicomqut: 
est  plus  grande  que  l* unité.  Dès  lors,  on  est  certain  que  le  nombt 
des  racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de  chan^- 
ments  de  signe  qu'on  avait  d*abord  obtenu  par  la  substitution  de 
nombres  entiers  consécutifs. 

Mais  ordinairement  on  trouve  /  >  i ,  d'où  -r=  ou  J  <1  i .  Data 

Si 
ce  cas,  comme  ^est,  en  général,  incommensurable,  il  convieat 

de  remplacer  ^l  par  le  nombre  entier  k  immédiatement  supérieur. 

ce  qui  donne  -  <  —  >  et,  à  plus  forte  raison ,  -  moindre  que  Li 
^       y/  « 

plus  petite  des  différences  entre  les  racines  réelles.  On  pournii 
donc  mettre  -j  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  consr*-')- 
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ves;  c'est-à-dire  qu'en  substituant  dans  X  =  o  la  suite  des 
ombres 

'  V  V"  ""  ''  ''*"/•'     I  -h  -^^  ••-  2,    2  -h  -. ..  jusc|ua  L, 

to,    —   ji  —  I'''*'   ""' jusqu  a  —  L  , 

0  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  Téquation  doit 
voir  de  racines  réelles. 

Mais  on  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  fraction- 
laires  par  la  transformation  suivante  : 

Posons  dans  Téquation ,  x  ==  -r-  ^ 

1  en  résulte  (  n^  265  )  une  équation  dont  les  racines  sont  k  fois 
Jus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  conséquent ,  les  diffé- 
reoces  entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  k  fois  plus 
grandes  que  les  différences  correspondantes  entre  les  racines  de  la 
(iroposée  ;  en  sorte  que ,  si  (â  —  b)  désigne  la  plus  petite  des  diffé- 
rences relatives  à  X  =  o,  comme  on  avait  (a  —  ^)  >  t'  il  en 

k 

rrtulte  ka  —  ^^  >  i .  Ainsi ,  la  nouvelle  équation  Y  =r  o  est  telle , 
que  les  différences  entre  toutes  ses  racines  réelles,  considérées 
deux  à  deux ,  sont  plus  grandes  que  Tunité. 

Donc,  enfin,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  suite  natu- 
relle des  nombres  o,i,7.,3,...et  —  i,  —  2,  —  3,...,  compris 
entre  les  deux  limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de 
signe  que  l'équation  Y  =  o  aura  de  racines  réelles. 

l'Les  deux  limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  4-  ^L  et  —  XL', 
+  L  et  —  L'  désignant  celles  de  X  =  o.  ) 

541.   Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incommen- 
surables d'une  équation  X  =  o,  il  faut  : 

I".   Former  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  Z  =  o; 

"J^.   Déterminer  la   limite  inférieure  ~  des  racines  positives   de 
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cette  dernière  éi/uation,  (Si  l'on  trouve  ->  i  ,  c'est  une  juvir 

que  la  diflTerence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  la  \\t 
posée  est  aussi  plus  grande  que  Funité  ;  dès  lors ,  la  substitutii 
des  nombres  entiers  consécutifs  dans  la  proposée  sufBt  pour  meti 
toutes  les  racines  réelles  en  évidence.) 

3°.   Dans  le  cas  général  de   7  <  »  »     remplacer  -=    par 
(^  étant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  ^\  etpoi 

y 

X  =r  ^  dans  la  proposée,  ce  qui  donne  une  équation  Y  =  o,  tU 

on  recherche  toutes  tes  racines  réelles,  d'après  la  méthode  ex|)rt 
dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4''.  Enfin ,  substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  rd 

tion  X  =  ^.    On  obtient  ainsi    toules  les    racines  réelles  <le 
k 

proposée. 

N,  B,  —  Observons  que  si ,  pour  mettre   toutes  les  raciii 
réelles  de  X  =  o  en  évidence ,  on  a  été  obligé  de  la  transfonner 
une  autre  dont  les  racines  soient  k  fois  plus  grandf^  que  celles 
la  proposée ,  ces  dernières  sont  déjà  obtenues  ik  une  fractioo  pr 

-•  Cela  résulte  évidemment  de  la  relation  x  =  ^. 
k  A 

349.   Appliquons  cette  méthode  à  Téquation 

8x^  —  6x  —  I  =  o. 

Les  limites  supérieures  des  racines  tant  positives  que  negan* 
sont  évidemment  -h  i  et  —  i . 

Faisant ,  dans  cette  équation ...  .r  =r  -t-  i ,       o,  —  ' 

on  trouve  pour  résultats -f-  i  ,—*»""  ^ 

La  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  design» 
ainsi,  nous  devons  avoir  recoui's  à  IVM]uation  aux  carres  drxàifi 
renées. 

Si  l'on  forme  celte  rquation  ,  soit  par  la  méthode  dVIiminai"' 
(n'^arS),  soit  par  les  fondions  symétriques  (n"207),  on  tf'>"^ 
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oitr  résultai , 

64  z'  —  288z=  -r  324  3  -  8i  ^  o. 

Posons  z  =  -;  il  en  résulte 

81 1^'  —  324  P»  H-  288P  —  64  =  o,  (2) 

]iL^tion  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

81  «*»  (t'  —  4)  "+"  ^*  (9  ^  -"  2)  =  ®  *> 

t  il  est  facile  de  reconnaître  que  3  est ,  en  nombre  entier ,  la 
mite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives.  Ainsi,  Ton  a 

1  =  6;      dou     7  =  ^»        et       --r=r-p. 
^3  v^/        v^3 

lempla^*ant  v^3  par  le  nombre  entier  2^  immédiatement  su|)é- 
ienr ,  on  obtient 7  pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  petite 
lifTerence  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la  pro- 
w«ée. 
Faisant  donc  dans  la  proposée ,  conformément  à  la  règle  du 

y 

r  54 1 ,  X  =  -,  on  a  la  transformée 
2 

r'— 3/  —  I  =  0,  (3) 

x|iiation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  dif- 
érence  plus  grande  que  Tu  ni  té. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines  néga- 
ives  étant  d*ailleurs  -f-  2  et  —  2,  il  suffit  de  faire  ,  dans  Téqua- 

ion  (3j,  ^=H-2,  -4-1,        o,-—  I,  — 2, 

r.  qui  donne  les  résultats  -t-i>  —  3,  —  i,  4-1,  —  3. 

3n  obtient  évidemment ,  par  ces  substitutions ,  trois  changements 
ie  signe  :  ainsi,  l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles,  Tune 
comprise  entre  i  et  2 ,  une  autre  entre  o  et  —  i,  et  la  troisième 
pTitre  —  I  et  —  2. 

Donc,  enfin,  l'équation  (i)  a  ellc-nicme  ses  trois  racines  réelles, 
I  une  comprise  entre  ^  et  1 ,  la  seconde  entre  o  et  —  t,  et  la  troi- 
sième entre  —  ^  et  —  i . 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera  d'abord 
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à  Inéquation  (3)  Tune  des  deux  méthodes  d  approximation  ;  apn 

y 

quoi  !'on  substituera ,  dans  la  relation  x  =  - ,  les  valeurs  d*- 

obtenues  ;  ce  qui  donnera  les  valeurs  de  x  correspondantes. 
On  trouvera  par  ce  moyen , 

^  =  —  o,s474  '* 

X  =  —  i  ,53ao  ; 

I'=       0,9397. 
X=r  —  0,1787, 
x==  —  o,766f>. 
Ces  valeurs  sont  exactes  à  0,0001  près. 
Prenons  pour  autre  exemple  Téquation 
x^  —  6x  —  7  =  0, 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutih 
compris  entre  les  limites  —  3  et  -h  3 ,  ne  donne  lieu  qu'à  un  se\ 
changement  de  signe. 

On  a  obtenu  (n®  299 ,  deuxième  exemple)  pour  Téquation  au 
carrés  des  différences, 

i'  —  36  a'  -h  3^4*  -+-  4%=  o- 
Soit  posé  2  =  -  :  il  en  résulte  la  transformée 

459/^  -H  324/  —  36  j  -h  I  =  o. 
Or  il  est  évident,  diaprés  son  inspection,  que  la  limite  supc 
rieure  /  des  racines  positives  est  <[  i ,  d'où  Ton  déduit  -^r  >  1 

Ainsi ,  les  différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée  SL>fl 
(n°  540)  toutes  plus  grandes  que  Tunité.  Donc,  puisqu'elle  nedonn 
lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe ,  on  est  en  droit  de  conclur 
que  la  racine  positive  est  la  seule  racine  réelle  qu'elle  renferme 


J 


(*)  En  appliquant  la  méthode  de  Newton  au  calcul  de  la  acconde  valeu 
dey,  on  reconnatt  qu''elle  est  en  défaut  ;  et  le  chiffre  dea  centièmes  obier 
par  la  règle  du  n^  555  doit  être  corrigé  do  deux  unités  par  le  moyen  indiqo 
au  no  556. 
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543.  Première  remarque.  —  La  méthode  exposée  au  n"  54 1  pour 
aettre  en  évidence  ]es  racines  incommensurables ,  lorsque  plu- 
leurs  racines  peuvent  être  comprises  entre  deux  nombres  entier» 
tonsécutifs,  ne  saurait  être  appliquée  aux  équations  qui  ont  de» 
-acioes  égales. 

En  effet,  supposons  qu*une  équation  ait  deux  racines  réelles 
'^ales  à  a  ;  comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu*un  seul  et 
même  nombre,  elles  sont  nccessairemenl  comprises  entre  deux 
ies  nombres  substitués,  quelque  petite  que  soit  leur  différence. 
Ainsi,  ces  nombres,  qui  comprennent  deux  racines,  devront 
(d^304)  donner  deux  résultats  de  même  signe,  aussi  bien  que 
deux  nombres  qui  n*en  comprendraient  pas.  Si  Téquation  pouvait 
avoir  irois  racines  égales  à  a ,  les  deux  nombres  qui  les  compren- 
draient donneraient  deux  résultats  de  signes  contraires ,  aussi  bien 
que  deux  nombres  qui  comprendraient  une  seule  fois  cette  racine. 
Observons  d'ailleurs  que ,  Téquation  X  =  o  ayant  des  racines 
légales,  Téquation  aux  carrés  des  différences,  Z  =  o ,  aurait  néces- 
sairement des  racines  égales  à  o  ;  et  alors  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  cette  dernière  équation  serait  o:  c'est-à-dire 
qu'il  faudrait  mettre  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions, 
re  qui  est  absurde. 

Concluons  de  là  qu*avant  d'appliquer  la  méthode  du  n°  541 ,  il 
est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu'elle 
peut  avoir.  (  Voyez  n®  281 .  ) 

344.  Seconde  remarque,  —  Quand  Téquation  proposée  est  du 
iroisième ,  quatrième  ou  cinquième  degré ,  et  qu'elle  a  ses  coeffi- 
cients coramensu râbles,  il  est  inutile  de  lui  appliquer  la  méthode 
des  racines  égales. 

En  effet,  il  résulte  d'abord  de  la  nature  de  cette  méthode,  la- 
quelle consiste  essentiellement  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  la  proposée  et  son 
dérivé,  qu'elle  ne  peut  conduire  qu'à  un  polynôme  diviseur  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  comme  ceux  de  l'équation  elle- 
même. 

Cela  posé,  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré ,  le 
commun  diviseur  (s'il  en  existe)  est  du  premier  ou  du  deuxième 
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(legi*é  ail  plus.  S*il  est  du  premier  degré,  en  régalant  à  o, ono^ 
peut  tirer  de  Téquation  résultante  qu'une  racine  comroensurablf. 
S*il  est  du  deuxième  degré ,  le  quotient  du  polynôme  proposé,  p^r 
ce  diviseur,  est  du  premier  degré,  et  ne  saurait  encore  donner 
qu'une  racine  commensurable.  On  voit  donc  quune  équation  da 
troisième  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels ,  et  qui  n'a  pa-. 
de  racines  commensurables ,  ne  saurait  avoir  de  racines  égales^ 

Si  réquation  est  du  quatrième  degré,  le  plus  grand  cominufi 
diviseur  (s'il  en  existe)  entre  le  premier  membre  et  son  poljnôoe 
dérivé ,  ne  peut  être  ni  du  premier  ni  du  troisième  degré  ;  car,  dus 
un  cas  comme  dans  l'autre ,  on  en  déduirait  que  réquation  a  d» 
racines  commensurables ,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse  ;  et  s'iloî 
du  deuxième  degré,  les  facteurs  de  ce  polynôme  diviseur  ne  sau- 
raient être  égaux ,  puisqu'il  en  résulterait  encore  que  Téquatios 
aurait  des  racines  commensurables.  Mais  si  les  deux  facteurs  sont 
inégaux,  il  en  résulte  nécessairement  (n**  877)  que  chacun  d'eux 
entre  au  carré  dans  le  polynôme  proposé,  qui  est  alors  uncam 
parfait. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  au  lieu  de  soumettre  Téquation  à  la  im- 
thode  des  racines  égales ,  on  peut  se  borner  à  extraire  la  raànf 
carrée  tle  son  premier  membre;  et  si  la  racine  n'est  pas  exacte  ^  <»« 
en  conclut  que  l'équation  n  *a  pas  de  racines  égales. 

Enfin ,  toute  équation  du  cinquième  degré  qui  n'a  pas  de  racion 
commensurables  ne  peut  avoir  de  racines  égales:  car,  i^ellcnr 
saurait  admettre  une  seule  espèce  de  racines  égales;  2^  si  ellf  en 
avait  de  deux  espèces  différentes,  il  faudrait  nécessairement  qneii 
proposée  admît  une  racine  commensurable. 

Donc  enfin  il  est  inutile  d*appliquer  la  méthode  ordinaire  de» 
racines  égales  aux  équations  des  3",  4"  et  5*  degrés. 

545.  Troisième  remarque,  —  Ce  qui  précède  suffit  pour  fain 
sentir  combien  l'application  de  la  méthode  du  n**  541  eai  labo> 
rieuse,  puisqu'elle  suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égaies • 
la  formation  de  Téquation  aux  carrés  tics  différences.  Or,  dès  qot 
la  proposée  est  d'un  degré  supérieur  au  quatrième,  les  calcula 
relatifs  à  la  détermination  de  celte  dernière  équation  sont  impra- 
ticables par  leur  longueur.  Il  est  donc  à  propos  de  faire  coooaîut 
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quelques  circonstances  dans  lesquelles  on   peut  éviter  tous  ces 
raiculs. 

1°.  Si ,  en  substituant  les  nombres  0,1,2,.  .  ,  —  t,  —  s», 
—  3. ... ,  compris  entre  -f-  L  et  —  L',  on  obtient  autant  de 
changements  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  pro< 
posée,  on  est  certain  que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont 
réelles  y  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  dilTérenle. 

2**.  Il  peut  se  faire  que ,  sans  connaître  les  racines  d'une  équa- 
tion, l'on  sache  a  priori  combien  elle  doit  avoir  de  racines 
réelles  (la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples)  (*).  Cela  posé,  il 
se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  0,1,2,.  .,  —  1,  —  2,... 
donne  lieu  à  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  a  de 
racines  réelles;  dans  ce  cas,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore 
fiiises  en  évidence,  et  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente. 

Ou  bien  ,  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que 
relui  des  racines  réelles.  Comme ,  dans  ce  cas ,  on  est  assuré  d'avoir 
laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres 
que  Tunité ,  il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  plus  grandes. 

Pour  cela ,  on  fait  dans  la  proposée  ,  .r  =  j,  k  étant  une  indéter- 
minée, ce  qui  donne  la  transformée  Y  =  o,  dont  les  racines  sont 
i  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  (  il  en  est,  par  consé- 
quent, de  même  des  différences).  On  donne  ensuite  à  X  diverses 
valeurs.  Soit,  en  premier  lieu,  X  =:  3;  substituant  dans  Y  =:  o 
ta  série  naturelle  des  nombres ,  on  voit  si  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l'on 
sait  devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l'hypothèse  /  =  3  ne 
réussit  pas,  on  fait  X==4,  5,  .  .  ,  jusqu'à  ce  qu'enfin  on 
obtienne  pour  la  transformée  correspondante  le  nombre  de  chan- 
gements de  signe  exigé. 

N,  £.  —  Il  faut  bien  observer  ici  qu'on  suppose  Téquation 
dépourvue  de  racines  égales. 


'*)  for^^^on  traité  de  Géomi'ir'w  anntytiquc,   pour  la  détermination, 

par  des   inî<»rsections  de  courbe*  ,  du  nombre  des  racines  roelleg  qu'une 
'équation  peut  renfermer.           * 
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546  TBKORÈME 

THÉORÈME  UB  M.  STUEM . 

Son  application  à  la  recherche  des  racines  incommensurables. 

Cest  ici  le  lieu  de  faire  connaître  un  fort  beau  ihéorème  i 
Taide  duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d'une  équatior 
peuvent  être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu^avcc  h 
secours  de  Tcquation  aux  différences. 

Nous  venons  de  voir  [n?  545,  2")  que,  si  Ton  coDuaissait  / 
priori  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  ,  Ton  parvien 
drait  aisément  k  leur  détermination  ,  puisqu'il  sufErait  alors  d\ 
subdiviser  convenablement  l'intervalle  des  substitutions  sucœs 
sives.  Or  le  théorème  de  M.  Sturm  atteint  complètement  ce  but 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

546.  Soil  X  =:  o  une  équation  à  coefficients  réels ,  que  nou 
supposerons  n'avoir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X|  son  pre- 
mier polynôme  dérivé ,  et  appliquons  à  X ,  X,  le  procédé  du 
p.  g.  c.  diviseur  relatif  (n^^  246,  959),  avec  cette  condition 
toutefois ,  de  changer  le  signe  du  reste  de  chaque  opération  ,  et  d( 
prendre  ce  reste  ainsi  modifié  pour  diviseur  de  Vopération  va 
vante.  (Ce  changement  de  signe  est  une  condition  essentielle  dao^ 
l'énoncé  et  la  démonstration  du  théorème*) 

Désignons  d'ailleurs  par  Xj,  Xj ,  X« ,  .  . , ,  X^,  les  restes  succes- 
sifs» pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  cxpriniei*  la  série  complète  des  opérations  par  k 
tableau  suivant  : 

X  =  X,7,  —  X,, 

X,  =  X,*/,  —  X, , 

X,=  X,<y.  ~  X4, 


Xr  -;  Xr_i  ^r—\   X,  J 


Xr  est  nécessairement   indépendant   de  .r  et  différent   de  z<-f 
puisque,  par  hypothèse,  l'éq  lation  n'a  pas  de  racines  cgal«s. 
Considérons  maintenant  les  fonctions  X,  X,,  X^,.  .  .,  X  ; 
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supposions  que  Ton  y  substitue  pour  .r  deux  nombres  p  et  y,  Jt' 
signes  quelconques  {p  étant  <^q]  D*abord,  la  substitution  dey^ 
donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement  positif 
ou  négatif  (mais  qui  pourra  quelquefois  être  nul)\  et  en  ne  tenant 
compte  que  des  signes  de  ces  résultats,  on  obtiendra  une  suite  di* 
signes  qui,  écrits  sur  une  même  ligne,  présenteront  une  certaine 
succession  de  variations  et  de  permanences. 

Pareillement,  la  substitution  de  y  à  la  place  de  .r  donnera  une 
seconde  suite  de  signes  présentant  de  même  une  certaine  succes- 
sion de  variations  et  de  permanences. 

Or  le  théorème  en  question  consiste  en  ce  que  :' 
La  ïïiYJiK%vctL  entre  le  nombre  des  variations  qu'offre  la  piv- 
mière  suite  de  siç^nes,  et  le  nombre  des  variations  de  la  seconde , 
exprime  exactement  le  nombrk  des  racines  réelles  de  la  proposée , 
qui  se  troiwent  comprises  entre  p  et  q. 

5^7.  De  là  résulte  la  règle  suivante  pour  obtenir  le  nombkk 
TOTAL  des  racines  réelles  d'une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n"  510)  les  limites  —  L'  et  -h  L  des 
racines  négatives  et  positives  :  i  "  O/t  applique  aux  deux  polynômes, 
X,  Xi,  le  procédé  du  p,  g.  c,  diviseur  at^ec  la  modification  indiquée 
dans  le  numéro  précédent.  Cela  donne  une  série  de  fonctions  X, 
X, ,  Xj, .  .  . ,  Xr,  qui  sont  généralement  au  nombre  de  (///  -h  i  ) , 
^i  étant  le  degré  de  Téquation. 

7P.  O/i  ecr/f  sur  une  première  ligne  les  signes  des  résultats  tir 
la  substitution  de  —  1/  dans  chacune  des  Jonctions ,  et,  sur  une 
seconde  ligne ^  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  -f-  Ti. 
Le  signe  de  Xr  doit  rester  le  même,  puisque  X;.  est  indépen- 
dant de  X.) 

3".  On  compte  te  nombre  de  variations  qu'offre  la  première 
U'gnej  et  le  nombre  de  variations  de  la  seconde.  La  différknce 
-ntre  ces  deux  nombres  est  l'expression  du  nombrv.  total  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

Celle  règle  est  d'un  usage  facile  dès  que  Ton  connaît  les  fonc- 
ions X,  X, ,  Xa, ...  ;  et  si  les  opérations  nécessaires  à  leur  déter- 
7iinatiofi  sont   un  peu  laborieuses,   on  n'en  doit   rien   conclure 
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contre  la  sinipliritô  de  la  règle;  car  il  y  a  (sauf  les  changement! 
de  signes  indiqués)  identité  entre  ces  opérations  et  celles  que  cuni 
porte  la  méthode  des  racines  égales,  méthode  à  laquelle  il  tau 
soumettre  préalablement  toute  équation  dont  on  recherche  le- 
racines  incommensurables. 

548.  La  démonstration  du  théorème  ci-dessus  repose  sur  phi 
sieurs  principes  que  nous  allons  d'abord  établir. 

PHEMiÈREUENT.  —  Considérous  la  fonction  X  en  particulier 
soit  n  une  racine  réelle  de  X  =:  o.  Si  Ton  met  a  -^  u  à  la  plan 
de  r,  dans  X,  on  obtient  (n*»  5tt8)  un  résultat  de  la  forme 

A"              A** 
A  -h  A'  «  H a-  H tt-  -h  . .    -h  «•      • 

2  2.3 

I A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x  dans  X,  e 
A',  A",  A", .  .  . ,  les  polynômes  dérivés  de  A  d'après  la  loi  connut 

Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X  =r  o ,  on  a  A  =  <M 
et  Texpression  précédente  se  réduit  à 

/    ,       A"  A'"  \ 

^  2  2. 3  / 

Or  je  dis  qu'un  peut  toujoui*s  trouver  pour  u  un  nombre  asse^ 

petit  pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  sip' 

que  son  premier  terme  A'  (qui  d'ailleurs  est  dilTérent  de  léro  tant 

que  X  13=  on 'a  pas  de  racines  égales). 

U  suffit  en  effet,  pour  cela,  d'obtenir  pour  n  une  valeur  q«i 

A"            A'" 
rende  —  an 5  «'  -f-  .    .    numériquement    moindre   que  .A  . 

Or  nous  avons  vu  (n"503)  comment  on  remplit  cette  derniortl 
condition  ;  ainsi ,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  la  prêo'^ 
dente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dès  qu'on  a  obtenu  pour  Tindt- 
terminée  II  une  valeur  remplissant  cette  condition,  route  valtur 
plus  petite  y  satisfait  à  plus  forte  raison. 

549.  Seconhi-ment.  —  Si  l'on  conçoit  que,  dans  les  fonctiuu> 
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V  ,  X,,  Xa,  ...  on  remplace  x  par  un  nombre  queirompie  /i,  // 
ti  peut  jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s*t'va  -' 
iioutssent  à  la  fois. 

En  effet,  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang 

^juelconque,  X,_,,  X„,  X«^.,. 

On  a  {n°  546)  l'égalité  X«^.  :^  X^y„  —  X,.^.. 

Or,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois  X„_i  =  o ,  X„  =  o ,  on  en 
déduirait  X^+i  =  o; 

mais  conime  on  a  aussi  X^  :=  X„^.i7i,h_i  —  X„^j, 

ii  en  résulterait  encore  X«^„J  =  o;  et  ainsi  de  suite.  On  parvien- 
drai! alors  finalement  à  l'égalité  Xr  =  o  ;  ce  qui  est  absurde , 
puisque  la  proposée  n'ayant  pas  de  racines  égales,  Xr  ne  saurait 
être  nul. 


»n-f-i 


Teoisièmemknt.  —  La  même  relation  X„«,  =  X„  y„  —  X„ 
nous  apprend  que,  si  une  fonction  Xn  devient  nulle  par  la  sub- 
stitution de  X  :=z  ay  les  deux  fonctions  X„_, ,  X,h-«  ?  entre  les- 
quelles elle  est  placée ,  sont  nécessairement  de  signes  contraires 
pour  la  même  valeur  x  =  a. 

550.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k  une  quantité  posi- 
tive ou  négative,  mais  moindre  (c'est-à-dire  plus  rapprochée  de 
V  infini  négatif)  que  toutes  les  racines  réelles  des  équations  X  =  o, 
X,  =  0,  X,  =  0,.  .,  Xr_i  =  o;  et  concevons  qu'en  faisant 
rroître  x  d'une  manière  continue  (n"  505)  à  partir  de  /  ,  on  sub- 
stitue toutes  ces  valeurs  successives  dans  les  fonctions  X,  X,, 

X.,  .  .  .,  Xr- 

Il  est  d'abord  facile  de  voir  que  les  variations  et  les  perma- 
nencfs  fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  Xr  (que 
noos  savons  déjà  être  constant) ,  se  reproduiront  toutes  et  dans  le 
même  ordre,  tant  que  x  n'aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui 
rendent  nulle  quelqu'une  de  ces  fonctions  ;  car,  pour  que  le  nombre 
ou  l'ordre  de  ces  variations  et  permanences  vienne  à  se  modifier, 
il  faudra  évidemment  que  l'une  des  fonctions ,  X„  par  exemple , 
rbange  de  signe,  et,  par  conséquent  ( n"  505),  que  X„  soit  d'abord 
Hfvrnu  nul. 
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Snpposons  actuellctnent  qu'une  valeur  Jt*  =  «7  rende  ttuUe  une 
on  plusieurs  des  fonctioDS  {a  étant  d'ailleurs  le  plus  petit  des 
nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété];  et  voyons  ce  qui  doit 
arriver. 

Il  peut  se  pnîsenter  deux  circonstances  :  ou  x  ==  a  anéantira 
une  (ou  plusieurs  des  fonctions  intermédiaires  X»,  X,,  X,, . . ., 
Xr_i ,  sans  faire  évanouir  X;  on  bien  x  =^  a  auèantira  X,  pou- 
vant d'ailleurs  rendre  aussi  nnl/t^  une  ou  plusieurs  des  fonctioos 
intermédiaires.  Or,  je  dis  que,  da/is  le  premier  cas,  aucune  varia- 
tion ne  disparaîtra  dans  le  passage  de  x  par  les  trois  états  consé- 
cutifs a  —  liy  ûj  a  -}-  u  ji  étant  l'intervalle  des  substitutions  sac- 
cessivesj;  que,  flans  le  second ,  une  variation  disparaîtra,  et  qu  ii 
n'en  disparaîtra  qu'une  seule  si  u  est  suffisamment  petit. 

Considérons  le  premier  cas,  celui  où  la  fonction  X.,  par 
exemple,  devient  nu/fr  pour  x  =za ,  sans  que  X  le  soit  en  méiue 
temps. 

Comme  ,  pour  la  même  valeur  -c  m  a ,  X«..,  et  X«^,  ne  peuveot 
devenir  nulles,  et  qu'elles  sont  de  signes  contraires  [n^  549",  i\ 
s'ensuit  que  les  trois  fonctions  consécutives 

Xh_|  ,     A,,,     Xn-f-i  7 

formeront,  quant  aux  signes.  Tune  des  deux  combinaisons 

-h  ,  o ,  —  ,  on      —  ,  o  ,  -h  ; 

ci  soit  qu'où  prenne  o  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  — ,  nn 
voit  qu'il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence. 

D'un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  X„_,,  X^^^.,  a  dû 
conserver  le  même  signe  pour  les  valeurs  de  x  comprises  depuis 
X  =r  k  jusqu'à  x  z=za\  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dan> 
le  passage  de  j:  =  //  à  xz^  n  -\-  Uy  puisqu'on  {jeul  toujours  sup- 
poser u  assez  petit  pour  qu'aucune  racine  de  Xh_,  =r  o,  X«+,  =  o. 
ne  soit  comprise  entre  a  H  a  -t-  u. 

On  peut  donc  afTiniier  que  les  trois  fonctions  ci-dessus,  qui. 
pour .r  =.  fl,  présentent  une  variation  et  une  perm«ineiux',  donneni 
(également  une  variation  et  une  permanence  |K)ur  toutes  les  valeur^ 
♦  oinprisofe  depuis  u  :^  a  jusqu'à  .r -z  a  -+-  u.  Ainsi,  Thypollior 
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X  r.  a ^   introduite  dans  Ja  séri*?  des  fonctions  X,  X,,  Xj,.  . .  , 
n'a  fait  perdre  ni  gagner  aucune  variation. 

«'51.  Passons  au  cas  où  X  devient  nul  quand  on  y  met  a 
[»oar  X. 

Soit  fait  X  =i  a  -\-  u  dans  X  et  X,  ;  puis  désignons  par  U,  U, 
re  que  deviennent  respectivement  X,  Xi,  par  cette  substitution. 
Appelons  i  n*^  S48)  A  ,  A',  A!' y, . .  les  résultats  de  la  substitution 
de  a  pour  x  dans  X  et  ses  polynômes  dérivés,  puis,  par  analogie, 
A,,  a',,  a", ,.  .  .  ce  que  deviennent  X,  et  ses  polynômes  dérivés , 
parla  même  substitution;  nous  aurons  les  deux  égalités 

A" 
U    rtr  A    4-  A'  //  4-         «^  -f-  .  .  .  , 
2 

u,  =  A,  4-  A',  «  -H  -1  «»  H- 

Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X=io,  on  a  néces- 
wirement  A  =  o.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  et  A,,  expri- 
mant Tune  et  l'autre  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x 
dans  Xi,  n'en  forment  qu'une  seule  qui  est  différente  deo,  puisque 
X=:  o  n*a  pas  de  racines  égales.  Ainsi,  les  deux  égalités  précédentes 
^  changent  en  celles-ci  : 

A'' 
U  =  A'  «  -h  -—  «'  -f- .  .  .  , 

2 

A" 
r,  =  A'     -4- A'  u    -   -l/i^ -+...., 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  nïéuie  signe  que 
'<'urs  premiers  termes  k' u  et  A',  lorsqu'on  prend  {iV  540)  pour 
'  "Hlolerminée  u  une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc 
'IMe  U  et  U,  sont  de  même  signe  quand  n  est  positif,  et  de  signes 
'  *^n trairas  quand  u  est  négatif. 
D'où  il  résuite  que  les  signes  des  deux  fonctions  X,  X,,  qui 

prébi' niaient  d'abord  une  variation  pour  ,r  zz=  a  —  u, 

^'irnioni  ensuite  une  pernianence  pour  .r  =  a  -\-  «. 


tt,  r«<r7e    varia - 


'"supposons  acluelloment  qu'une  vakur  ^  ; 

„..  plusieurs  des  fonctions  («  étant  «>  r;  _  ^         „ 

noires  qui  jouissent  de  .-e.te  ,>r«pn.,  .    ^^^  ^^^  ^^    ^^^.^^^^ 

arriver.  •    r»»  u  précédemment,  tx"^'-*^ 

Il  ,.e«t  se  présenter  deux  cmo  ^^  ^^^^^   ^^ 

„ne  (ou  plusieurs    des  fonction»     - 

X.-,,  sans  faire  .vanou.r  X:  ^  ^  ^  ^  ,,^  ^„„jj„„^  j^  fair» 
vani  d'ailleurs  rendre  aussi  ^  ^^^^^  ^^^^^^^  ^^  variations  de 

intermédiaires.  Or,  je  is  U  ^  ^^^^  ^^^^,^  ^^  ^^^^  ^  vienne  i 
lion  ne  disparaîtra  dans  ^  j^  X  =  o  ;  auquel  cas  une  se«>nde 
cutifs  rt  —  « ,  a ,  «  +  «  _  trouvera  remplacée  par  une  perma- 
ressives);  que,  rMnW 

n'en  disparaîtra  qu'r    ^^^^  ^^   ,,„„„how  perdues  lorsque  x  croii 
Considérons   le       ^^^^^^^^   ^   .^^^.^  „„e  autre  valeur  4  , 
exemple,  devient     ^^^  ^^^^^^^  ^,^^^^^  de  X  =  o,  comprises en.r. 
temps. 

Comme  ,  p'  évidemment  le  théorème  énoncé  n»  540. 

devenir  "'"  r" 

s'ensuit  q.'     _,,  jç  passer  aux  applications,   nous  ferons  plusieurs 

i^fort  importarites. 

/ù  la  recherche   des   fonctions   X,   X,,        ,  on  p.. 

'"'""       '  „;.n,,,,rimerdesfacteursnumériques(n<>a89,,  p-.urv" 

i    /bceur.  soient  positifs i  mais  il  faut  bien  prendre  garde. 

/  Ans  sinnes,  à  ne  faire  que  les  changements  indiques... 

#  /%.     luiisq..^  c'est  de  la  considération   des  signes  dont 


i 


an 
les 

>ns  X,  X, ,  X.,. . .   sont  affectées,  que  dépend  prindp. 

*^,  In  démonstration  dw  théorème  de  M.  Sturm. 

7  n„and  on  veut  simplement  connaître  le  «ombre  mali*^ 

^in,.s  r-dles  de  l'équation   proposée,  il   n'est  pas  nécess,». 

Îp.-..r  h.  substitution  des  liu.i.es  -  V  et  +  L  dans  les  fonct-on- 

[   X,  :  .i  snffit  de  subs.i...er  _  «    et   4-  »  dans  le  p.^ 

^;,   teun-  .1-  .hacune  d'elles,  puisque  l'on  sait  (n- 508)  q«o  L 

^f.n,-  ,1.    !..  ).....  tion  os.  alors  le  même  que  le  signe  de  ce  pren,,.  • 

««•nue-. 


I. 


iitir,(i<ti>i<"<   < 


do  —  X   el  de    I-  X    dispense  .!<•  d.Ui imi . 
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''^  **!  -4-L,  qu'il  faudrait  d'ailleurs 

'^^-V     ^^  s^x\\  à  toutes  les  fonctions , 

"''v    '^^  **Nl"®  *'*"*  '^"''  premier 


.^^  .y        'S,  il  usage  de  la  méthode  de 

-^^^  '  iii  cas  ,  de  connaître  à  priori 

"^ ,  .'.n  effet,  après  avoir  reconnu 

*  '  '^.,  ^^  ^s  réelles  dans  la  proposée ,  si  Ton 

'  .y '^V  ne  manière  plus  précise  le  lieu  des 

^'4^  jbstitner    successivement   les  nombres 

.>  I ,  —  2, ...  ;  et  dès  que,  par  la  substitu- 

,  on  est  parvenu  à  une  suite  de  signes  qui 

j  variations  qu*en  avait  donné  la  substitution 

ut  affirmer  qu'il  n'y  a  plus  de  racines  au  delà  du 

ore  substitué.  Même  raisonnement  par  rapport  aux 

J,  —  1,-2,     ... 

obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les  plus  resser- 

i  [tu  nombres  entiers  );  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d'une 
manière  bien  certaine  (n"  509)  la  méthode  de  Newton,  mal 
appliquée. 

3".  Si  l'on  cherche  ensuite  combien  il  y  a  de  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  particuliers/?  et  7,  il  peut  se  faire 
f|»e/îou  y  rende  nulle  quelqu'une  des  fonctions.  Dans  ce  cas, 
luand  c'est  une  fonction  intermédiaire,  X„,  qui  s'évanouit,  on 
"a  pas  besoin  de  tenir  compte  du  résultat  o  dans  la  suite  des 
^»gï^es,car  on  a  vu(n°  349)  que  X„_,,  X„+,  offrent  une  varia- 
'>on  pour  cette  même  valeur  de  x  \  or  la  combinaison  du  double 

^'giie±donl  o  est  censé  affecté,  avec  les  signes  -\ ,  ou h, 

"edonde  encore  qu'une  variation.  Ainsi ,  le  nombre  des  variations 
^«t nullement  altéié  par  l'omission  du  résultat©. 

T/)r5(jue  c'est  X  qui  s'évanouit  pour  jrr=:  /?,  par  exemple,  on 
«jQclul  d'abord  que  p  est  racine  de  X  =r:  o  ;  puis  on  compte  les 
variations  qui  existent  ù  partir  de  X,. 

r*  Knfin ,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X,  X, ,  Xj,..., 
^1  on  vient  à  reconnaître  que  l'une  des  fonctions  intermédiaires, 
^M  <?st  de  nature  à  conserver  constamment  le  mémo  si^ne  pour 
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et  les  racines  |M>sitives  de  cette  nouvelle  équation  ,  étant  prÎM? 
avec  le  signe  —  ,  donneront  les  racines  négatives  de  la  proposi-c. 

Actuellement  y  posons  (  n**  34tf  )  dans  Téquation  (2),  x  =r  -  ;  il  en 

résulte  la  transformée 

y  —  3  r-h  I  =  o.  5 

Or,  en  faisant  successivement....       y  ■=.  o,          1,         ?. 

on  trouve  pour  résultats -+-«>     — i>    +^' 

donc  les  deux  racines  positives  de  Téquation  (3)  sont  corapnVs, 
Tune  entre  o  et  i ,  et  Tautre  entre  i  et  a. 

Appliquant  à  Téquatiôn  (3)  Tune  des  deux  méthodes  d  ap- 
proximation ,  et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  r,  dans  la 

relation  x  =  -»  ou  plutôt  j:=  —  -(à  cause  du  changement  Jf 

j:en  — x),  on  aura,  avec  tel  degré  d*approximation  qu'on  vou- 
dra ,  chacune  des  trois  racines  de  l'équation  proposée. 

iV.  B,  —  Pour  le  calcul  de  la  racine  positive  de  Téquatiou  »  » 
on  peut  opérer  directement  sur  cette  équation. 

2*"  Exemple.  x^  —  2  jt"  —  7  x'  -h  i o  x  -h  i o  =  o .  » 

En  appliquant  à  cette  équation  la  règle  du  n**  S46 ,  ton  truuvc 
successivement       X  =  x*  —  2 x^  —  7  x-  4-  1  o  x  -h  10, 

Xi  =  2  x^  —  3  x'  —  7x^-5, 

Xj  =  17X'  —  23x  —  45» 

X3  =  i52x  —  3o5, 

X,  =  -+.  524785. 

Si  l'on  substitue  —  00  et  -f-  00  dans  les  premiers  termes  tl^  «'♦^ 
fonctions ,  on  obtient  les  deux  suites 

H 1 h  .  .  »  4  variations  , 

-H  -r  -f-  -h  -h  .  .  .  o  ; 
dcmc  los  <|ualro  riirines  de  rcqualion  soni  nrilc.-». 
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Actnellement ,  soie  fait  successivement,  dans  les  fonctions, 


r  —  u,i,-'-,j,..., 

Cl  X  =: 

u,       ~  I  ,—:*,.  . 

•  > 

il  vient,  pour     x  z= 

o, 

-h  H h 

.  .    2  ttarfat.. 

X  = 

', 

-f-  r h 

.    .     2, 

X  = 

2, 

H h 

.   .     2, 

X  ■=. 

3, 

H-  -h  -h  -h  + 

.       o; 

puis  ,  ponr         x  = 

O, 

-h  H h    . 

.  .    2  variât, , 

X  = 

—  ï, 

h  H h    . 

..  3, 

X   = 

—  2, 

h  H h 

.  .   3, 

X  ■= 

-3, 

H 1 h 

..  4- 

T)où  Ton  voit  que  Téquation  a  deux  racines  positives,  comprises 
entre  2  et  3 ,  une  racine  négative  comprise  entre  o  et  —  i  ;  enfin, 
nue  racine  m^galive  comprise  entre  —  2  et  —  3. 
Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  on  pourrait  (n**54tf) 

faire  dans  l'équation,  x  =  -^  ou*~v  ^  mais   on   va  voir  que 

la  méthode  d'approximation  de  Lagrange  suffit  pour  opérer  cette 
séparation. 

Soit,  en  effet,  posé  dans  Téquation  »  i) ,  jc  r=  2  H — ;  il  vient, 
tout  calcul  fait  (n°  ^^B)»  la  transformée 

2j«  —  \oy^  -+-  5j=  -f-  6/  +  I  =  o,  (i) 

([iii  a  nécessairement  deux  racines  plus  grandes  que  Tunité. 

Or,  en  faisant  successivement  j  =  i ,       2 ,       3 ,       4  >         5» 

on  trouve  pour  résultats -^4>  —  *^»  — 44  »  — 23 ,  -+- 1 56; 

d'où  Ton  voit   que  les  deiw  valeurs  de  y  sont  comprises ,  Vune 
inire  I  et  2 ,  Vautre  entre  4  et  5. 

C'est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  exprimées  par 
lieux  fractions  continues  de  la  forme 


X  =r  2  -f- 


el     X  =:  9. 


4  + 
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et  Ton  pourra  déterminer  chacune  de  ces  fractions  continues  seps- 

rômont.  {^ofez  les  n**  530  et  5»4.  ) 

N.  B,  —  Dans  cet  exemple ,  après  avoir  obtenu  les  fonctioii» 
Xj  =  17X*  —  23 j:  —  45,  X3  =  i52x  —  3o5,  il  n'était  pa> 
nécessaire  d*e(Tectuer  la  division  de  X,  par  X, ,  opération  a!»^/ 
longue  sous  le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet,  ce  qu*il  importe  de  connaître  dans  l'application  de  U 
méthode  de  M.  Sturni ,  ce  n^est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier 
reste ,  mais  bien  le  signe  de  ce  reste ,  afin  d*en  déduire  ensuite 
c«lui  de  la  quantité  X,,  laquelle  est  constante,  ainsi  qu'on  Ta  vu 

Or  on  sait  (  n"  2S7  )  que  quand  on  divise  une  fonction  entiên* 
de  X  par  un  facteur  de  la 'forme  x  —  a  y  le  j'este  n'est  autre  chos*' 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  dans  la  fonction. 
Ainsi ,  le  signe  du  reste  de  la  division  de  X,  par  X,  doit  êtrf  )> 
même  que  celui  qui  résulterait  delà  substitution,  dans  rêquation 
X,  =  o  (ou  1 7  x'  —  23  x  —  45  =  o) ,  de  la  racine  donnét*  par 
Téquation  X3  r=  o  ^ou   i52  jc  —  3o5  =  o). 

Mais  l'équation  X^  =  o,  dont  les  racines  sont  de  signes 
contraires  y  donne  pour  la  positive,   2,4  »  o>  '  près,  tandis  €{w 

la  racine  de  X,  =  o  est  x  1=  2  h — —-  On  voit  donc  que  <vri<' 

1 02 

racine  est  comprise  entre  les  deux  racines  de  l'équation  Xj  =  0. 

et  que,  par  conséquent ,  si  on  la  substituait  dans  le  |>olyn6roe  X  . 

on  obtiendrait  (  n*  1 11 ,  1°)  un  résultat  de  signe  rontrairr  au  pn^- 

raier  terme  de  X,,  c'est-à-dire  un  résultat  négatif. 

Donc,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X,  par  X,  est  né^ntij, 
il  s'ensuit  que  la  fonction  X,  est  positivr, 

(Cette  remarque  fait  suite  à  la  quatrième  du  n»  5K«.  ; 

3**  Exemple.  2  x*  —  1 3  x'  -H  iu.r  —  ig  =  o.  ;  1 

Ia-s  fonctions  X,  X„  X,,..  .  étant  calculées  d'après  la  rèj^lr 
<lu  n''  .^47  ,  on  trouve  d'abord  ,  pour  les  trois  première, 

X    rzr      2X'  —   ï3.r'  -|-    lOX  —   Ip, 

X,  =    4x^—  i3x  -h    5, 

\,   -rr    l3x^—    .5.r    4-38. 
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Or  je  dis  qu'il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  et  de  calculer  X, 
et  X^.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  réqiiation 
Xj  =  G  sont  imaginaires,  puisque  Ton  a  (i5)*  —  4*  ^^.38  <;  o 
{n"*  lit  ,  3^);  d*où  il  résulte  que  Xa  ne  peut  changer  de  signe , 
quelque  valeur  qu  on  donne  à  x.  Ainsi,  la  quatrième  remarque  du 
n°  5^8  est  applicable  à  cet  exemple  ;  et  il  suffira  de  considérer  les 
trois  fonctions  X,  X,,  X,. 

Or,  en  substituant  successivement  — oo  et   +00"  dans  leur 
premier  terme ,  on  obtient  les  deux  suites 

4 h  .  •  •  2  variations , 

-h  -h  4-  ...  o; 

ce  qui  démontre  que  l'équation  a  deux  racines  réelles  et  deax 
racines  imaginaires.  Les  racines  réelles  sont  d*ailleurs,  l'une  posi- 
tive, et  l'autre  négative  (n**  512),  puisque  le  dernier  terme  de 
réquation  est  négatif. 

4*  Exemple,  .    .        .r*  —  36 jt*  -+-  720:^  —  37 x  -4-  72  =  o. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  le  tableau  du  calcul.) 

X  =r  X* —      36 x' -H    72 X-  —  37x4-72, 

X,  =3        5x<—    io8x'H-  i44x  —  37, 

X2  =        iSx* —       54^' -h     37  X  — 90, 

Xj  =  i3igx'  — 2442X  — 684, 

X,  ==  —  2803469  X  -h  32408254, 

X.  =  — 

Le  signe  de  X4  se  détermine,  comme  dans  le  second  exemple  , 
»*n  observant  que  la  racine  deX4  =r  o  est  évidemment  plus  grande 
que  la  racine  positive  de  X.,  =  o.  ) 

Or      .i:  =  —  00    donne 1 h  H •  .    4  virrrVif., 

jr=-|-x>  4--f--HH —    ...I    seulv; 

<lonc  Téquation  proposée  n'a  que  trois  racines  réelles.  Mais  si , 
^vant  d'appliquer  la  méthode  actuelle,  on  eiU  d'abord  substitué 
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les  nombres  entiers  consécutiCs ,  on  aurait  reconnu  facilement  i]ii' 
chacun  des  couples  de  nombres,  ^eiSy  5  et  6,  — 6  et  — 7 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires.  Donc  les  trois  racines 
réelles  ont  respectivement  pour  partie  entière,  4>  5>  ^^  —  ^^  '^ 
(/eux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idf  c- 
de  toute  l'importance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti 
qu'on  peut  en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numérique«(. 

5S4.  Nous  ajouterons  cependant  encore,  que  quand  00  a  re- 
connu ,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans 
les  fonctions  X,  X,,  X,, ... ,  combien  il  y  a  de  racines  réelles 
entre  deux  nombres  <z  et  a  +  i,  la  combinaison  du  tbéorènn»' 
avec  la  méthode  de  Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer  ct^ 
racines  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à  la  transformation 
du  n°  548,  laquelle  devient  très-laborieuse  quand  les  racines 
sont  très-peu  différentes  les  unes  des  autres.  Voici  en  quoi  consiste 
ce  moyen  : 

On  substitue  a  H à  la  place  de  x  ,  non-seulement  dans  X,  maî< 

X 
encore  dans  toutes  les  fonctions  de  X,,  X,, .  .  .;  puis  on  y  /air 
successivement  /=  1,  2,  3,....   La  niFFiaENCK  entre  les  deux 
nombres  de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces 
nombres,   A  et  6  H-  i,  est  égale  au  iroMsaK  des  valeurs  de  je  roni- 

nnses  entre  a  -\-  -r  et  a  -{- • 

*  h  o  -h  I 

Si  cette  différence  est  égale  à  i ,  on  en  conclut  que  la  trausfomiét^ 

qui  résulte  de  la  substitution  de  «  -\-  -  ^  la  place  de  jr  dans  X  =  o, 

n'a  qu'tt/ie  seule  racine  comprise  entre  A  et  ^  -f- 1  ;  et  l'on  peut 
facilement  (n^  550)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à  2 ,  3 , . .  .  ,  on  en  déduit 
que  la  transformée  en  /  a  deux,  trois, .  .  .  racines  comprises  entre 

beib  -\-  I .  Alors  on  remplace  y  par  h  -\ —  dans  les  fonctions  X  , 

X, ,  Xa ,    . .  (cjui  sont  déjà  exprimées  en    r  )  ;  puis  on  y  fait  sac- 
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€ssiv€ment  s=  1,2,3, ....La  difféabncb  entre  les  deux  nombres 

le  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres , 

et  c  +  i»  est  égale  au  nombee  de  valeurs  de  x  comprises  entre 


et 


fc-h"  A-+- 


c  1 

On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen,  tontes  les  valeurs  de  x , 
:omprises  entre  a  et  a  +  i»  pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant,  à  partir  de  a,  une  ou  plusieurs  frac- 
tions intégrantes  communes. 

ôdâ.  Enfin ,  le  théorème  de  M.  Sturm  conduit  très-simplement 
aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefBcients  de  l'équation 
du  3*  degré  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles. 

Soit  réquatiop  x*  -h /7a:  4-  ^  =  o ,  que,  pour  plus  de  sim- 
plicité, nous  supposerons  privée  du  terme  en  a:%  ce  qui  est  tou- 
jours permis  (  n**  260). 

On  obtient,  pour  les  fonctions  successives  X,  X,,  X^,  Xj, 

X  =  x^  -f-  /?.r  -h  ^ ,      X,  =  3  x'  -i-  /? , 

Xa  =   — ■  2  /7X  —  3^ ,    X3  =  —  4/^'  —  27  q"". 

Cela  posé ,  pour  que  Téquation  ait  ses  trois  racines  réelles ,  il 
faut  et  il  suffit  qu*en  substituant  successivement  —  00  et  +  oo 
<ians  les  premiers  termes  de  ces  fonctions ,  on  obtienne  3  varia- 
tiofis  par  la  première  substitution,  et  3  permanences  par  la 
«tonde  ;  c*est-à-dire  que  Ton  doit  avoir  Tune  des  deux  combi- 
naisons : 

H 1 et 

ou  bien ,  1 h     et     4--H-h-h, 

dont  la  dernière  est  la  seule  admissible ,  puisque  Féquation  est  de 
degré  impair. 
Or  il  est  évident  que   les  deux  premières  fonctions  X,  Xi 

donnent  respectivement h  et  -h  -+- ,  par  la  substitution  de 

j4lg.  B,,  io«  étL  36 
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—  00  et  de  -h  00  ,  sans  qull  en  résulte  aucune  condirion  pour 

/i  et  7. 

Mais  pour  que  X,,  X,  donnent  également h  et  -h  -h ,  on 

voit  qu'il  faut:  i"  que;?  soit  négatif;  2*» que  Ton  ait  —  4/^  —  27  9 
positifs  ou  4/^  -*-  277'  négatif,  condition  qui  renferme  implici- 
tement la  première. 

Ainsi ,  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  la  réalité  dt^ 
trois  racines  est 

^p'-^'i-iq'<o,     ou     ^'^J<^' 

Dans  le  cas  particulier  de  ^p^  -f-  27  7"  =  o ,  comme  on  a  alors 
Xi  =  o,  il  faut  nécessairement  (n°  547)  que  la  proposée  ait 
deux  racines  égales  qu'on  obtiendra  en  annulant  X„  ou  posant 

—  ipx  —  àq  z=  o  y     a  ou     x=: • 

Mais  la  relation  supposée  donne  p  =  —  ^  V  T  '  *^*^'^  '  ^"  *"^ 
stituant  dans  la  valeur  de  x  et  réduisant, 


-</\ 


Ainsi ,  fieiix  des  trois  racines  sont  égales  ni/ 


2 


La  troisième  est  nécessairement  —  2  l/-^  puisque  Téquarion 

est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  l'on  a  ^p^  -h  27  ^'  >  o ,  une  seule  racine  est  réelle ,  ei 
les  deux  autres  sont  imaginaires. 

356.  M.  Sturm  a  étendu  son  théorème  au  cas  où  TéquatioD 
proposée  admet  des  racines  égales  ;  mais  nous  n'entrerons  dam 
aucun  détail  à  ce  sujet,  puisqu'on  peut  toujours  (n<*  881)  faire  df  • 
|jendre  la  résolution  de  Féquation  de  celles  d'autres  équations  qm 
n'ont  que  des  racines  simples,   il  en  a  également  déduit  d  autn-^ 
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conséquences  fort  curieuses ,  mais  (]ni  ne  sont  pas  indispensables 
pour  la  résolution  des  équations. 

Nous  renvoyons ,  pour  de  phih  amples  détails  sur  la  résolution 
des  équations  numériques,  aux  ouvrages  suivants  :  Traité  de  la 
résolution  eles  équations  numériques ,  par  Lagrange;  Supplément 
h  la  théorie  clés  nombres ,  par  Legendre;  Nouvelle  méthode  pour 
résoudre  les  équations  numériques,  par  M.  Budan  ;  Analyse  des 
éifuations,  ouvrage  posthume  de  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui 
a  quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturm,  et  qui  paraît  avoir  été 
dt^ouvert  à  peu  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et 
Budan.  En  voici  Ténoncé  : 

Soient  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  //i,y'(x),  /"(r), 
f^[x)y. . ,  ses  dérivés.  Appelons  p  et  q  deux  nombres  it-els  de 
si^^nes  quelconques  {p  étant  <]^  7)  ;  et  concevons  qu*on  ait  substi- 
tné  alternativement  p  et  q  dans  la  série  de  ces  fonctions,  ce  qui 
donne  les  deux  suites  de  résultats: 

i«.  Pour,.,      /{p),  r(p),  ri/^),..., 

2«.  Pour  7,  /('/),     /'(y),    n^),'.'- 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
pruvent jamais  présenter  moins  de  variations  que  ceux  de  la  seconde; 
ft ,«' p  et  q  comprennent  un  nombre  k  de  racines  réelles ^  la  pre- 
mière suite  a  au  moins  k  variations  déplus  que  la  seconde. 

Ce  théorème,  beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm , 
qui,  dans  aucun  cis,  ne  laisse  d'incertitude  sur  l'existence  des  ra- 
cines réelles  entre  des  nombres  déterminés,  fournit  cependant  une 
méthode  assez  complète  de  résolution  (*}. 


{')  Voyez  aussi,  pour  le  dcvoloppemenl  de  ce  théorémc'et  pour  les  consé- 
qoenccs  qu^on  en  déduit,  une  Note  placée  à  la  fin  de  la  Coédition  de  mon 
Algèbrâ ,  et  due  à  M.  Vincent,  ainsi  que  les  Hàmoires  de.  la  Sitciété  royale 
àc  Ulle  (année  i834),  «t  le  Journal  de  Mathcmaliifucs  de  M.  Lioirvn.LC, 
•omi-  1**",  p.ijje  34  •• 
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J^  IV.  —  Secoivle  partie,  de  félimination, 

557.  Après  avoir  fait  connaître  les  différents  moyens  de  ré- 
soudre, du  moins  en  nombres  réels,  les  é<|uation$  numériques 
d*un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnue,  il  conyient  de  s*oc- 
cuper  de  la  résolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues.  Mais 
nous  traiterons  plus  particulièrement,  dans  ce  paragraphe,  le  cas 
de  deitx  équations  à  deujc  inconnues  en  .r  et  ^. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  conviendrons  de  donner  le  nom 
de  roupfe  ou  de  solution  h  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  ^ 
qui ,  substitué  à  la  fois  dans  les  deux  équations ,  y  satisfait. 

En  outre,  désignant  par  A  =  o,  B  =  o,  les  équations  propo- 
sées, nous  supposerons  que  les  polynômes  A  et  B  soient y^rcm/m 
entre  eux,  et  quMl  en  soit  de  même  des  coefBcients  de  chacun  de 
ces  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  l'inconnue  <|u*on  veut  éli- 
miner. Nous  nous  réservons  d'examiner  plus  loin  (n^  3tô,  364  : 
les  circonstances  particulières  où  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies. 

558.  Ceci  bien  entendu ,  concevons  que  Ton  ait  appliqué  au\ 
deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  ^,  par  exemple,  le  pro- 
cédé du  p.  g.  c.  d.  avec  ses  différentes  modifications,  lesquelles 
consistent,  d'une  part,  à  introduire,  à  chaque  division  partielle, 
un  facreur,  soit  numérique ,  soit  /onction  de  ^,  propre  à  rendrv 
possible  la  division  du  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  d'autre  part,  à  supprimer  dans  les  différenls 
restes  les  facteurs  purement  numériques,  mais  en  y  laissant  toute- 
fois subsister  les  facteurs  fonctions  de  y  que  chacun  de  ces  restes 
|)ourrait  contenir  (cette  dernière  condition  est  indispensable  pour 
•  l'explication  qui  va  suivre).  Nous  pourrons  alors  présenter  la  série 
des  opérations  de  la  manière  suivante  : 

//  .  A   r=  B7      -h  R ,  !  I 

f  .R    =K'fj"  4-R",  .^ 

r/.R'  =  RV  H-R';  i 
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n  étant  le  facteur  le  plus  simple  possible  que  Ton  a  dà  intro- 
f luire  dans  A  pour  que  le  quotient  q  soit  entier,  et  que  le  reste  R 
soit  d*un  degré  moindre  en  x  que  celui  de  B  ;  Z>  étant  un  facteur 
analogue  introduit  dans  B,  et  ainsi  de  suite;  d  étant  d'ailleurs  le 
dernier  facteur  introduit ,  et  R'*  le  reste  que,  pour  fixer  les  idées , 
Hous  supposerons  indépendant  de  x. 

Voyons  maintenant  les  conséquences  auxquelles  conduit  cette 
série  d*é(|uations. 

D*ttborfly  il  résulte  de  Tidentité  (i)  que  toute  solution  des 
«quations  simultanées  A  =  o,  B  =  o,  doit  annuler  /i  .  A  et  Bcy 
i,puisc]ue  a  et  ^,  ne  renfermant  pas  de  dénominateur,  ne  sauraient 
devenir  infinis)^  et,  par  conséquent,  aussi  R;  d'où  l'on  doit 
nécessairement  conclure  que  toutes  les  solutions  communes  aux 
équations  A  =  o,  B  =  o,  conviennent  également  aux  équations 

B=:o,     R  =  o. 

Passant  à  l'identité  (2),  nous  voyons  que  toute  solution  com- 
loune  à  B  =  o ,  R  =  o  doit  annuler  ^  •  B,  R9'  et  R',  et ,  par 
conséquent,  que  toutes  les  solutions  de  B=:o,  R  =  o  con- 
viennent également  aux  équations  R  =  o,  R'  =  o. 

En  poursuivant  ce  raisonnement^  on  verrait  que  toute  solutivn 
(le  R  =  o,  R'  =  o,  convient  à  R'  =  o,  R"  =  o,  et  enfin  à 
R"  =  o ,  R'"  =  o. 

Donc,  enfin ,  toutes  les  5o//ir/o/i5  des  équations  proposées  sont 
j^rnfermées  dans  Tun  quelconque  des  systèmes  d'équalious 


B  =  o|        R  =  o 
R  =  or      R'  =  o 


R'  =.0 
R"=:o 


R"  =  o 
R^'^ro 


«^t  dans  le  dernier  système  en  particulier. 

Ainsi,  l'équation  R'"  =  o,  qui,  par  hypothèse,  ne  renferme 
plus  que  rinconnue  y  y  comprend  toutes  les  valeurs  de  y  y  conve- 
nables aux  deux  équations  A  =  o,   B  =  o. 

En  second  lieu,  reprenons  les  identités  (i) ,  (2),  (3),  (4)  dans 
im  ordre  invei'se. 

Il  résulte  de  l'identité  (4)  que  toute  solution  des  équations 
R  '  =  o ,  R'"  =  o ,  doit  annuler  r/ .  R'.  Or  ce  produit  peut  être  nul 
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de  deux  manières,  soit  parce  que  Ton  sl  d  =  Oy  soit  parce  que 
Ton  a  R'  =  o  ;  re  qui  prouve  que  les  solutions  de  R"  =r  o ,  R*  =  <y 
sont  des  solutions  ou  de  d  =^  o,  R"  =  o ,  ou  bien  ,  du  syslèmr 
R'~o,R"  =  o. 

Passant  à  I*identité  (3),  on  reconnaîtrait  que  les  solutions  de 
R'  =r:  o ,  R"  =:  o  sont,  OU  des  solutions  de  r  =  o,  R'  =  o,  ou 
des  solutions  de  R  =  o,  R'  =  o  ;  et  ainsi  de  suite,  en  reinonUnt 
jusqu'à  l'identité  (i). 

Résumant  ce  qui  vient  d'être  dit  en  dernier  lieu  ,  on  arrive  à  <x 
résultat,  que  les  solutions  des  deux  dernières  équations  R"  =  o, 
R**  =:  o ,  se  composent  de  toutes  les  solutions  qui  vérifient  les 
rfiffcrents  syslrmcs 


fl    =:o 


c    =  o 
R'=o 


b  =0 
R  =  0 


a  =  o 


A  =  o 
B  =  o 


Ainsi ,  le  système  des  équations  R"  =:  o ,  R**  =  o  est  beaucoup 
plus  général  que  le  système  A  =  o,  B  =  o,  dans  ce  sens  que  les 
solutions  du  premier  comprennent,  outre  les  solutions  du  second . 
toutes  celles  qui  peuvent  satisfaire  aux  différents  systèmes 

fi  r=  o\        b  =  o\        r    =3  o  !        fl    =  o\ 

B=rol'        Rrrrol'       R' =  O  T       R"  =  Q  !' 

Concluons  de  là,  enfin,  que  Téquation  R*  =r  o ,  à  laquelle  on  esi 
arrivé  par  l'application  du  procédé  du  p.  g.  c.  d. ,  contient  bieu 
toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  aux  équations  proposées  cd 
même  temps  que  certaines  valeurs  dex;  mais,  généralement  aussi  1 
elle  doit  renfermer  des  valeurs  tout  à  fait  étrangères  aux  pro- 
posées. 

Je  dis  généralement ,  car  il  peut  arriver,  et  il  arrive  même  assez 
souvent  qu^aucun  des  systèmes  intermédiaires  [a  =  o,  B  =  o], 
[^  =:  o,  R  =  o],  elc,  n'admette  de  solution;  auquel  cas  R'  =  0 
est  la  véritable  vtjuation  finale. 

Toute  la  difficulté  consisterait  donc  à  trouver  un  moyen  de 
débarrasser  Técpiation  R*'  =  o  de  tous  les  facteurs  éîrangen 
qu'elle  peut  renfermer.  Or  il  existe,  pour  cela,  difTéreotes  méthodes 
(générales  plus  ou  moins  laborieuses,  dont  l'exposition  nous  entrai- 
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nerait  trop  loin;  c'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  les  déve- 
lopper sur  des  exemples  particuliers  convenablement  choisis, 
qui  suffiront  pour  mettre  les  élèves  en  état  de  traiter  tout  autre 
exemple  (  *  ) . 

PRXICIBR    KXEMFLX. 

3IS9.  Soi€Dt  les  équations 

A     ou     yx^  —  3  X  H-  I  =  o ,  { i  ) 

B     ou     (/ —  i)x' -t-x  —  a  =0.  (a) 

Conformément  au  procédé,  multiplions  le  premier  membre  de 

Téquation  (  1  )  par  a  ou  [y —  i)%  et  divisons  le  produit  par  le 

prenoer  membre  de  l'équation  (a)  ;  il  vient  (**)  pour  quotient , 

et  pour  relie, 

RX(--r'-+-5/  — 3)x-h7'  — 4j+  '• 

Afin  de  continua  l'opération,  il  faut  multiplier  B  par  h  ou 

r^  —  5^  -f.  3)»  et  diviser  ce  produit  par  R  ;  on  obtient  ainsi  pour 

quotient ,  7'  =  (  7'  — -  6jr'  -f  8/  —  3)  x  -+-  r=*  —  ^y^  -+-  a , 

et  pour  reste,     R'  =  j*  —  10^  ♦  -4-  '^']y^  —  64  j'  -h  Sa  j  —  16  ; 

<e  qui  semblerait  donner,  pour  Téquation  finale, 

r* —  107*  4-  37/'  —  64^'  -H  5/  —  16  =  o. 

Mais  avant  de  rien  affirmer ,  il  est  nécessaire  de  considérer  le 
système  [«  =  o,  B  =  o],  c'est-à-dire 

\{y—  i)'=  o,  {y  ^  i)x'4-x  —  a=:o]. 

Or  ce  système  est  évidemment  satisfait  par  ^  =  i ,  x  =  a  ;  et 
ot  couple  est  tout  à  fait  étranger  aux  équations  proposées. 

(  *  )  La  connaissance  de  ces  méthodes  ayant  cesse  de  faire  partie  du  pro- 
(,'rsinmc  d^admission  à  TEcoIe  Polytechnique,  nous  avons  cru  devoir  nous 
dispenser  dVn  développer  aucune  ;  et  nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  soit 
à  la  9®  édition  de  notre  Algèbre,  soit  aux  écrits  de  MM.  Labatie  et  Sarrus , 
dont  les  méthodes  sont  exposées  dans  d^autres  ouvrages. 

;**)  Les  jeunes  gens  sont  invités  à  exécuter,  la  plume  ou  la  craie  4  la 
main  ,  et  diaprés  le  procédé  ordinaire  de  la  division,  tous  les  calculs  que, 
pour  abroger,  nous  uc  faisons  quMndîqiit'r  iri. 
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En  effet,  si  Ton  pose  dans  celle-ci ,  ^  =  i,  x  =  a,  la  seconde 
se  réduit  bien  à  o  =  o  ;  mais  il  vient,  pour  la  première,  8  —  6+  i, 
ou  -h  3  =  o. 

Ainsi ,  réquation  du  cinquième  degré  obtenue  tont  à  rbeore 
contient  (/  —  i)'  comme  faiCiexxT  étranger. 

En  divisant  son  premier  membre  par  {jr  —  i  )'  ou  ^*  —  a  j^  -H  i , 

on  trouve  pour  quotient  jr^  —  87^-4-20/  —  16. 
Quant  au  système   [A  =  o ,  R  =  o],  ou 

Kr'  — 5rH-3)«  =  o,  {~j.>4-5/-3)x-f.^'— 4^-Hi=o]. 

il  est  incompatible  ;  car  les  valeurs  de  x  tirées  de  A  =r  o  anéan- 
tissent le  coefHcient  de  x  dans  R ,  mais  réduisent  celui  âe  j^  k  une 
quantité  numérique. 
Nous  pouvons  conclure  de  là  que  la  véritable  équation  finale 

est  x^  —  8  j'  ■+•  aoj  —  i6  =  o. 

Cette  équation,  résolue  diaprés  la  méthode  des  racines commen- 

surables ,  donne       j  =  2,     j  =  2,     y  =z  ^; 

et  si  Ton  porte  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x  égalé  à  zéro  ,  on  trouve 

X  =  if     x=ri,     A*  =  —  1. 

Chacun  des  trois  couples 

[x  =  l,.r=2],    [x=  l,  f=z  2],    [x=:—  I,  r  =  4]r 

substitué  dans  les  proposées ,  les  réduit  en  effet  à  o  =  o. 

DEUXIÀMB    EXEMPLE. 

a:^— (3/— 3)*'-+-(V  — 6j-i)x— j^4-37'-hj^— 3  =  0,  (I 

j:'-f-(2j--f-4)«-f-r'  -+-4/ H- 3  =  0.  (2; 

En  divisant  Tun  par  Tautre  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions ,  on  obtient  un  certain  quotient  (qu'il  est  inutile  d'écrire],  et 
un  reste  du  premier  degré  en  x 

R  =  (127- -h  127)  x-f-  4/'  -4-  2^4 r'  -h  20/, 
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on ,  supprimant  le  facteur  numérique  4  9 

R  =  (3  r»  -h  3  r)  *  -t-  r'  -h  6/»  -f-  5  j. 

Pour  continuer  rapplicalion  du  procédé,  il  faut  multiplier  le 
premier  membre  de  Téquation  (2)  par  (3  j'  -f-  3  j)%  puis  diviser 
le  produit  par  le  reste  obtenu;  ce  qui  donne  un  quotient  que 
nous  omettons  ici,  et  un  reste  qui,  débarrassé  du  facteur  numé- 
rique 4  9  se  réduit  à 

R'  =  j*  +  3r»  -h  j*  -  3^»  —  2  j% 

ou  R'  =  jr»  (j«  4.  3  j»  -4-  j>  —  3  ^  —  2). 

A  la  seule  inspection  du  facteur  entre  parenthèses,  on  reconnaît 
c|u*il  peut  être  annulé^  soit  par  /  =  i,  soit  par/  =r  —  i  ;  et  en 
effectuant  la  division  par  (/  —  i)  (/  -h  1),  ou  (/'  —  i),  on 
obtient  pour  quotient,  /'H- 3/ -h  2,  lequel,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines  y  =.  —  2,  y  =  —  i:  en  sorte  que , 
finalement,  le  reste  peut  être  mis  sous  la  forme 

y' (y  —  0(r-H  OMr  +  a). 

Or  je  dis  que,  si  Ton  pose 

on  aura  la  véritable  équation  finale  sans  9,\xc\Mi  facteur  étranger. 
En  effet,  les  seuls  facteurs  étrangers,  s'il  en  existe,  ne  peuvent 
('tre  que  y  et  /  +  i»  qui  ont  été  introduits  dans  le  cours  du 
calcul.  Mais  si  nous  remontons  au  reste  R,  nous  voyons  que  les 
valeurs  /  =  o ,  /  =  —  i  rendent  nul  chacun  de  ses  coefficients 
en  x  et  en  x°  :  ce  qui  prouve  que  /  =  o ,  y  =z  —  1  satisfont  à 
R  =  o,  R'  =  o,  quel  que  soitx. 

En  substituant  successivement  ces  mêmes  valeurs  dans  Téqua- 
tioD  (2},  on  obtient  : 

»*'.  Pour /  =  o,  ar*-f-4*'^"*"3  =  o»  d'où  jr=  —  i,  x=  —  3; 

'^''.  Pour  /=  —  I,  x'-f-2x  =  o,      d'où  X  =  o ,       x  •=.  —  2. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  les  quatre  couples  de  valeurs 

Lr  =  0,  orrr-  l],    [/=:o,  X=  —  3], 

[ r  =  —  I  ,  X  =  0],    f  j  =r  —  I  ,  x  =  —  2j, 
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satisfont  aux  équations  B  =r  o,  R  =  o,  R'  ^::  o,  et,  |>ar suite,  ^ 
l'équation  A  =  o,  d'après  la  relation  A  =  Bç  +  R. 

Donc  j^  =  o ,  j^  =  —  I  sont  des  valeurs  convenables  de  y. 
Pour  obtenir  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux  deux  autrei 
acteurs  X  —  1 ,  ^  •+-  2 ,    de  l'équation  6nale ,  il  ne  s'agit  que  d* 
faire  successivement  /  =  1 ,  j  =  2  dans  R  =  o  ;  ce  qui  donne  ■ 

Pour  ^  =       I,     6x-|-i2  =  o,     d'où     x=.  —  2 
Pour  r  =  —  2,     6x  —    6=0,     d'où     x  =  —  i . 

Ainsi,  les  deux  équations  proposées  admettent  les  six  solution 


y=         0\J=:         Oj^==  —  1 
X  =z —  iIj:i=  —  3ljr=       o 


xr=  —  2lx=  —  alx=  —  il 


L'équation  finale  en  x  est  d*aiileurs 

X  (x  -^  i)"  fx  -h  2)'  (x  —  3)  =  o. 

560.  Remarque.  —  L'exemple  précédent  est  susceptible  d'une 
Jurande  simplification  sous  le  rapport  du  calcul. 

Parvenu  au  reste  R,  on  reconnaît  immédiatement  qu'il  peut 
ôtre  mis  sous  la  forme 

jrb-4-i)(3x-hrH-5). 

Supprimant  provisoirement  les  facteurs  j-  et^*  -f-  I9  sauf  a  fti 
lenir  compte  pins  tard,  on  obtient  le  nouveau  reste 

3.r-»-  >  -h5, 

par  lequel  il  faut  diviser  le  premier  membre  do  Tequation  {"i  - 
après  avoir  toutefois  multiplié  celui-  ci  par  9. 

Il  vient,  pour  dernier  reste ,  après  la  suppression  du  facteur 4- 

r'-Hr  — 2, 

<]ui,  égalé  à  zéro  et  résolu,  donne  les  deux  valeurs 
^  =  I ,     r  =  —  2. 
Os  valeni's  étant  substituées  dans  l'équation 
3x  -{-y  4-  5  =  o, 
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f>n  obtient ,  pour  r  =  —  i»     ^  =  —  ^> 

f^t  pour  r  =  —  2,      j:  =  —  i. 

Quant  aux  facteurs  supprimés  fXetjr-h  i ,  on  remonte,  comme 
\\  a  été  dit  ci-dessus,  à  Téquation  (2),  dans  laquelle  on  fait  succes- 
sivement^ =  0  et  ^ •  =  —  I. 

Pour  obtenir  ensuite  la  véritable  équation  finale,  il  faut  multi- 
plier x^  -^y  —  2  par  les  facteurs  7'  et  (/  4-  i  )  ;  ce  qui  donne 

enfin  x'  ix  -H  0'  (r'  +r  •—  V  =  o. 

Cette  remarque  suffit  pour  faire  voir  comment  on  doit  se 
conduire  toutes  les  fois  que,  dans  le  cours  des  calculs ,  on  parvient 
à  des  restes  dont  les  coefficients  renferment  des  facteurs  eux» 

Après  les  avoir  supprimés  d^abord ,  on  les  rétablit  ensuite  dans 
le  reste  final ,  en  ayant  soin  d^y  faire  entrer  chaque  facteur  simple 
à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  de  valeurs  de  x  qui  lui 
correspondent . 

Ces  dernières  valeurs  se  déduisent  d'ailleurs  du  reste  qui  pré- 
cède immédiatement  celui  où  Ton  a  opéré  la  suppression. 

TROISIÈQIE    EXEMPLE. 

j^a:'—3/^j:—/' 4-2  =  0,  (i) 

(r'  —  3j-h  2jx2-f-(j  —   ijjT  — 3j-i-   1  =  O.  (2) 

Comme  ces  équations  sont  du  même  degré  en  j:  ,  on  peut  prendre 
indifféremment  le  premier  membre  de  Tune  ou  de  Tautre  pour 
dividende. 

Prenons  d'abord  [\)  pour  dividende,  et  multiplions  par 
y-  —  3r  -f-  ^  ;  puis  effectuons  la  division. 

11  vient  pour  quotient x\ 

et  pour  reste ,     (—  3  y*  -+-  8  r'  —  5/*)  x  4-  27*  4-  2 j'  —  6/  4-  4- 

I.e  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  peut  être  mis  sous 
la  forme  --.y(^-.  ,)(3^_|.5)j 

et  comme  ^  =  0,      jk^=i,     ^=  —  T>"^  peuvent  annuler 
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2^<  -h  27*  —  6x  -♦-  4  >  *'  s'ensuit  que  le  reste  du  premier  ilegr^ 
en  X  ne  contient  pas  de  facteur  en  y. 

D'un  autre  côte,  puisque  le  coefficient  du  premier  terme  de  (2, 
ou  ^'  —  3j^  -I-  2 ,  revient  à  (^  —  0  (>'  —  ^)>  >'  ^^  résulte  que, 
pour  continuer  Topération,  il  suffit  de  multiplier  le  premieT 
membre  de  {2)  par  j«  (^  —  1)  (3^  -+-  5)^  Cette  préparation  êtani 
faite,  et  la  nouvelle  division  étant  effectuée,  on  obtient  un  cer- 
tain quotient  (que  nous  omettrons)  et  un  reste  indépendant  de  x 
qui,  changé  de  signe,  est  égal  à 

27/'*  —  i36j*  -4-  2i4r*  ^  '  *2/'  -h65y  —  100  V* 

-H  3oj*  —  ^4/*  ~1"  '^oj'  —  1 12^  -H  ^2. 
Il  faut  maintenant  s'assurer  si  ce  reste  ne  renferme  pas  de  fac- 
teurs étrangers.  Or,  d'après  la  théorie,  ces  facteurs  ne  peuveni 
être  que  {jr  —  1)  et  (/  —  2),  qui  composent  le  premier  roultipli- 
Ciiteur  introduit. 

Comme  l'hypothèse  ^-  =  1 ,  introduite  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x  obtenu  ci-dessus,  le  réduit  à  -f-4>  î^  sVnsuit  que 
y  —  I  ne  saurait  se  trouver  dans  le  reste  final. 

'  Mais  si  l'on  pose  /  =  2  dans  le  même  reste ,  et  qu'on  égale  à 
zéro  le  résultat,  on  trouve  —  8x  -f-  4©  =  o>  <l'où  x  =  5;  donc 
[r  =  2,  X  =  5]  forme  une  solution  étrangère,  et  le  reste  final 
doit  renfermer  le  facteur  j^  —  2. 

En  le  supprimant,  on  obtient  pour  quotient 

27/»  —  82^*  ■+-  5oy  —  la^-*  -f-  40-*  —  \%y  —  6j^  —  367'  -f-  48r  - 

lequel  n'est  plus  divisible  par  7  —  1.  Ainsi,  ce  quotient  égalé  à 
zéro  donne  la  véritable  équation  finale. 

Traitons  le  même  exemple  en  prenant  (2)  pour  dividende;  et 
pour  cela  multiplions  (2)  par  j^%  puis  effectuons  la  division.  H 
vient  un  certain  quotient  (qu'il  est  inutile  d'écrire) ,  et  un  reste  du 
premier  degré  en  x,  égal  à 

(3^*  —  8^  -h  5/»)  X  —  27^  -  2/»  -h  ^y  —  4. 

Le  coefficient  du  premier  tennc  de  ce  reste  revient  à 

r'(7-i)(3r-5); 
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't  comme  aucun  des  facteurs  de  ce  produit  ne  se  trouve  dans  le 
>econd  terme ,  il  s'ensuit  que ,  pour  continuer  l'opération ,  il  faut 
multiplier  (i)  par ^^ (/  —  ^Yi'^X  —  5)*. 

Après  celte  nouvelle  préparation,  on  effectue  la  division,  et 
Ton  obtient,  pour  reste  indépendant  de  or, 

—  Sir*  -h  5or  —  12^  -f.41/»  —  18/  — 6r'  —  36/'  4- 487  —  16, 

polynônie  qui,  égalé  à  zéro,  donne  la  véritable  équation  finale, 
puisque  le  premier  multiplicateur  introduit,  ^,  n*a  aucun  facteur 
commun  avec  ce  reste. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  la  détermination  des  couples  de 
valeurs  qui  satisfont  aux  équations  proposées,  parce  que  la  re- 
cherche seule  des  racines  de  l'équation  ftnale  serait  déjà  très- 
laborieuse.  Mais  cet  exemple  est  remarquable  en  ce  que,  suivant 
la  manière  dont  on  commence  l'opération ,  on  parvient  immédia- 
tement à  la  vérirable  équation  finale,  ou  à  cette  équation  embar- 
rassée d'une  racine  étrangère. 

561.  Remarque  importante  sur  les  solutions  infinies.  —  En 
réfléchissant  sur  la  méthode  exposée  n"  5^8,  on  reconnaît  sans 
\)eine  que  les  raisonnements  qu'elle  comporte  ne  s^appliquent 
<{u'aux  solutions  des  équations  en  quantités  finies,  réelles  ou  ima- 
ginaires. Quant  aux  solutions  infinies  auxquelles  donnent  lieu  cer- 
tains systèmes  d'équations ,  il  est  toujours  facile  de  les  découvrir, 
soit  à  la  (in  des  opérations,  soit  dans  le  cours  du  calcul ,  soit  enfin 
en  remontant  aux  équations  elles-mêmes,  ainsi  qu'on  va  le  voir 
•awr  les  nouveaux  exemples  que  nous  allons  traiter. 

QUATRIÈME    EXEMPLE. 

x^  —  X'  —67—9  =  0,  (i) 

x'  -f-  2  / .  jc  -H  y*  —  1=0.  (2) 

La  première  division  n'exige  aucune  préparation.  Elle  donne  1 
pour  quotient ,  puis  pour  reste  ,  changé  de  signe  et  divisé  par  2 , 

7..1:  -h  r'-f-  3/  4-4-' 
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MulUpHant  le  premier  membre  de  (a)  par  /%  puis  effectuant  '^ 
division  ,  ou  obtient  un  certain  quotient,  puis  un  reste  indépen 
dant  de  xqui,  toute  simplification  faite,  se  réduit  à 

7"»  4- 3  J^  -h  2,        ou       (^  -h  l)(^--h  2). 

Comme  le  facteur  f  introduit  dans  le  cours  du  calcul  nVotre 
pas  dans  le  reste  final ,  on  peut  affirmer  que  ^  =  —  i ,  ^  =  —  ? . 
sont  des  valeurs  convenables. 

En  les  reportant  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x ,  on  a: 

I  °.  Pour  /==  —  Il      —  -^    -+-2  =  0,        d'où        JT  =  a  ; 
2**.    Pour   ^  =  —  2,        —  2t-f-2=:rO,  d'oÙ  x=  1. 

Je  dis,  en  outre,  qu'il  existe,  pour  les  équations  propo$c>es. 
fi^ux  couples  de  valeurs  infinies. 

En  effet ,  dans  les  calculs  que  comporte  la  dernière  division , 
le  reste  final  qui ,  en  apparence,  devrait  être  du  quatrième  de- 
gré, se  réduit  au  second  par  Teffct  des  simplifications;  mai» 
il  n'en  résulte  pas  moins  que  Téquation  peut  être  mise  sous  h 
forme 

o.y*-^o  ,X^  ^Sx'-^^X-i-  ï6, 

et  admet  ainsi  (n®  5143)  deux  valeurs  infinies. 

Portant  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degré,  qai  re- 
vient à  I 

^^     r--h3r-h4^  3     4 

on  trouve  également  a:  ==  oo  ,  x  =  co  . 

Nous  pouvons  faire  ressortir  inexistence  de  deux  couples  dt* 
valeurs  infinies  dans  les  équations  proposées,  en  observant  qu'elles 
revienneni  à 

x'  =  (y  -^  S)-»,     ou     X'  —  (^  -f-  3)'  =  o, 

{JO  -h  j)-  =   I  ,  ou       (x  -h  jr)>  —    I    :=:  o  ; 

^•Vsl-ii-dire  qu'elles  sont  décomposables  chacune  en  doux  facieiii^ 
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ilu  premier  degré,  et  donnent  lieu  aux  systèmes  suivants  : 

r-H^-H  3  =  0  \x — / —  3  =  0  I  J?-+-7-f-  3  =  0  I  X — jr — 3  =  o 

T  -hjr—  I  =ol*-f-J-— I  =0!  Jr-l-j^-f-  I  =o\x-^jr-hi  =o. 

Or  le  deuxième  et  le  quatrième  admettent  respectivement  les  couples 

[i-=2,^  =  —  i],     [jr=  I,  j^  =  — a]; 

mais  le  premier  et  le  troisième  rentrent  (n"74)  dans  la  classe  des 
rquations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  dont  les  solutions 
sont  infinies. 

CINQUIÂNK    KXEMPLE. 

.;^r—  i)j:^-h4C>*  — O-^^^'-^-l^r  — 2).r-4-2j  -f- 1  ~  o,    (i;* 

(^-  — i)j:'-f-3(^-  — i)ar  -h  3^=0.  (9.) 

Cet  exemple  donne  pour  reste  de  la  première  opération  , 

Supprimant  le  facteur  —  (/  —  i),  et  divisant  le  premier  membre 
de  (2)  par  j:  -f-  i ,  on  trouve  pour  reste  final , 

r  -+-2. 

La  valeur  j-  =  —  2 ,  substituée  dans  j:  4-  i  =  o ,  donne  x-=z  —  i . 
Quant  à  la  valeur  j  t=  i ,  tirée  du  facteur  y  —  1  égalé  à  zéro , 
en  la  substituant  dans  le  diviseur  de  la  première  opération  ,  c'est- 
«i-dire  dans  Téquation  (2),  on  obtient 

o.x'-ho.x-+-3=ro; 

ce  qui  donne  deux  valeurs  infinies  pour  x. 

El,  en  effet,  la  même  valeur  ^=  1  ,  reportée  dans  Téqua- 
tion  (i),  donne  o  .  jr'  -f-  o  .  x'  -f-  3  J?  -f-  3  =r  o ,  qui  admet  égale- 
ment deux  valeurs  infinies. 

Ainsi ,  les  équations  proposées  admettent  d^abord  un  seul  sys- 
tème de  valeurs yî>î/ej,  y  •=:  —  2 ,  j?  =  —  1 ,  puis  deux  systèmes 
île  valeurs,  finies  pour  y  et  infimes  pour  or,  savoir:  [^  =  i , 
^  =  00],  [y=i,  j:  =  oo]. 

En  général ,  on  obtient  les  systèmes  de  valeurs  finies  pour  Tune 
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des  inconnues  y  et  infinies  pour  l'autre,  diaprés  Tinspection  des 
équations  proposées ,  en  les  ordonnant  alternativement  par  rap- 
port à  chaque  inconnue.  On  voit  alors  si  quelques-uns  des  coef- 
ficients de  rinconnue  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  k^ 
polynômes  sont  ordonnés  peuvent  être  annulés  pour  la  même 
valeur  de  Tautre  inconnue. 

C'est  ainsi  que  le  système  des  équations 

y^x^  —  X  —  3  =:  o ,     /x*  —  3  Jjt  -H  4  =  o  , 
outre  les  solutions  ordinaires  en  nombres  finis,  admet  les  deux 

couples  [7  =  0,    X=QO],       [j7  =  0,   J^=rOD](*) 

562.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  qu*en  appliquant /;i 
méthode  d'élimination  avec  toutes  ses  modifications ,  on  soit 
conduit  \  un  reste  final  fonction  de  jr.  Mais  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  ;  et  la  dernière  division  que  comporte  le  procédé  donne 
quelquefois  lieu,  soit  à  un  reste  numérique,  soit  à  un  reste  nui. 
Examinons  ces  deux  cas  successivement. 

Premier  cas.  —  Reste  numérique  et  différent  de  o. 

SIXIÈME    EXEMPLE. 

/•^  —  (r'  — 3r  —  i)  *-!-/  =  o,  (î^. 

X'  —^'4-3  =  0.  (2 

La  première  division  donne  pour  quotient  jXj  et  pour  reste, 
x-f- J. 

Dans  la  seconde ,  le  quotient  est  x  —  j ,  et  le  reste ,  H-  3. 

Ce  résultat  prouve  que  les  deux  équations  sont  incompatibles , 
c'est-à-dire  qu^elles  n'admettent  aucune  solution  en  nombre* 
finis. 

Et  en  effet,  comme  en  appliquant  aux  deux  polynômes  pro> 


(*)  C^est  surtout  dans  la  Géométrie  analytique  à  deux  dimenaioni  qnc  ^^ 
considération  de  ces  sortes  de  solutions  infinies  est  importante.  Elles  corres- 
pondent ,  soit  à  des  branches  de  courbes  qui  se  rencontrent  à  rinfioi}  soii 
à  dos  courbes  qui  ont  des  asymptotes  communes. 
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>sés  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  un 
ste  numérique  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour/, 
sVnsiiit  que  le  même  procédé,  appliqué  aux  deux  polynômes 
I  X  qui  résulteraient  de  la  substitution  pour/,  d*une  valeur  par- 
inilière  quelconque ,  donnerait  lieu  au  même  reste  numérique  ; 
où  Ton  voit  qu'aucune  valeur  de/  ne  saurait  introduire  de  com- 
lun  diviseur  en  x ,  condition  qui  cependant  (n®  967)  est  insépa* 
ible  de  toute  valeur  convenable  de/. 

Dans  Texerople  précédent,  Tincompatihilité  des  deux  équations 
eut  aisément  être  mise  en  évidence;  car  il  résulte  de  la  première 
pération ,  que  Téquation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 

{^^  —r'  -+-  3)/x  -h  X  -4-  /  =  o, 
quation  qui,  eu  égard  à  l'équation  (2),  se  réduit  à 

x-h/  =  o; 
Toù  Ton  tire       [x  -f-  /)  [x  — /  ,  ou  x'  —  /'  =  o. 
Or  ce  dernier  résultat  est  évidemment  contradictoire  avec 
X»  — /'-H  3  =  0, 
lant  que  x  et/  sont  des  quantités y?/ifW. 

N,  B.  —  Il  est  important  d'observer  que  ,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe ,  il  n'y  a  incompatibilité  entre  les  équations  propo- 
sées ,  qu'autant  qu'il  n*y  a  pas  eu  de  facteur  en  /  supprimé  dans 
les  différents  restes.  Car  on  sait  qu'en  général ,  à  ces  facteurs  sup- 
primés correspondent  des  couples  des  valeurs  finies  pour  x  et 
pour/,  dont  il  faut  tenir  compte  à  la  fin  de  Topération* 

365.  Second  cas.   —  Keste  nul. 

SFPTIKME    EXEMPI.K. 

JT'— i3/-h5;x'-+.(3/'-f-io/-f-6);r~-/»— 5/=»  — 6/=o,  (i) 

.T»  —  5/.T^  -f-  (8/'  —  1)  X  —  4/^  -I-  /  =  o.  (2) 

£d  appliquant  à  ces  deux  équations  le  procédé  ordinaire,  on 
Alg.  B,,  iQl'éd.  37 
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obtient  sDcoessivement  les  deux  restes 

(27  -  5)x'  —  (5/'  —  107  —  7) X  -f-  3/'  —  5r'  —  IJ'f    .3; 
(^4  —  10^»  -f-  35/*  —  5or  +  a4)*  —  r*  H-io  j'  —  35^  -h  5oj^-  2,1 

ou  (j<  — ioy»-h35/»  — 5o/-f-îi4)(x  — /).  (4. 

Supprimant ,  dans  ce  dernier  reste ,  le  facteur  en  y  ^^  ^J 
trouve  en  évidence,  puis  divisant  (3)  par  j:  —  j,  on  obtient  un 
quotient  exact  et  égal  à 

(2/  —  5)  X  —  3/*  4-  5/  -+-  7  ;  (5 

ce  qui  prouve  que  (x  —  /)  est  diviseur  commun  aux  premiers 
membres  de  (i)  et  de  (2), 

En  effet,  la  division  étant  essayée,  on  reconnaît  que  ces  équa- 
tions peuvent  être  mises  sous  la  forme 

[x'  —  (2/  4-  5)  jc  -f-  7'  H-  5/  -f-  6]  (x  —  J-)  =  o , 

(x»  —  4/x  -H  4/'  —  0  (*  —  r)  =  o  > 

et  qu  ainsi  elles  sont  indéterminées.  Elles  rentrent  dans  le  cas  qui 
a  été  examiné  (n°  268). 

Si  Ton  supprime  le  facteur  x  — j-  qui  les  rend  indéterminées, 
et  qu'on  pose 

X'  —  (2  j  -4-  5) X  +  j-'  -h  5/  -f-  6  =  o , 

x'  —  ^yx  -h  4/'  —  I  =r  o, 

on  peut  demander  les  solutions  (en  nombre  limité)  communes  a 
ces  nouvelles  équations,  lesquelles  solutions  appartiennent  égale- 
ment aux  équations  proposées.  Or  je  dis  que,  pour  obtenir Tt^qua- 
tion  finale  et  le  reste  du  premier  degré  en  x,  qui  correspondent 
aux  nouvelles  équations,  on  peut  faire  usage  des  calculs  précé- 
dents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d'une  manière 
générale,  appelons  A  et  B  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions proposées  ;  et  soient  A==A'.D,  B  =  B'.D,  D  eunt 
un  facteur  commun  en  x  et  /,  ou  bi^n  en  x  seulement. 
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¥m  appliquant  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procédi*  ordU 
ire ,  on  Irou vera  une  première  série  de  quotients ,  et  une  pre- 
èrr  série  de  restes,  lesquels  restes  contiendront  également  le 
iteur  comn^un.  Mais  si  Ton  supprime  ce  facteur  dans  A  et 
DS  B ,  qu'on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants 
et  B',  on  retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quotients,  et  des 
Ues  qui  ne  différeront  de  ceux  de  la  première  série  d'opéra- 
ms  qu'en  ce  qu'ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun. 
)nc  le  dei*nier  reste ,  entre  autres ,  de  la  seconde  série  d'opéra- 
tQs,  ne  différera  du  dernier  reste  de  la  première  série  que  par 
ibsence  du  facteur  commun. 

Ainsi  déjà  ,  le  premier  membre  de  l'équation  finale  qui  corres- 
)/ïrf  /i  A'  =r  o ,  B'  =  o ,  /ï  'est  autre  ehoie  que  le  dernier  reste  de 
première  série  d'opérations,  débarrassé  du  facteur  commun  à 
et  à  B;  c'est  le  /acteur  commun  en  y  qui  existe  entre  les  coeffi- 
ents  de  ce  reste. 
Dans  l'exemple  précédent,  ce  facteur  est 

/*  —  lo  j^  H-  35j*  —  5o  r  -+-  n^. 

Quant  au  reste  du  'premier  degré  en  x  de  la  seconde  série 
I  opérations ,  il  doit  être  égal  à  l* avant-dernier  reste  de  la  pre- 
nière  série,  divisé  par  le  facteur  commun:  c'est  donc  le  dernier 
juotient  (5)  de  la  première  série ,  ou  bien 

(?.r  —  5)  j"—  3j'-h  5/  -h  7. 

i-'equation  x*  —  10^  -f-  35/'  —  5o  y  -^  24  =  o, 

tant  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  commensurables , 
fionne  pour  valeurs, 

j^  =  I  ,   2,    3,   4. 

Substituant  alternativement  cbacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste 
'î^»  premier  degré  en  j:,  et  résolvant  ce  reste  égalé  à  zéro,  on 
trouve,  pour  les  valeurs  de  x  correspondantes, 

x=  3,  5,  5,   7. 

37. 
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r'  —  (3.r  —  i)  J-'  H-  (y'  —  2/)  X  -+- j^  -+-  ,>-  =  o, 
x'  —  (y  —  I  )  x'  —  {jr  —  I  )  X  H-  I  ==  o. 
On  obtient  d*abord,  pour  reste  du  second  degré, 

et  pour  reste  du  premier  degré , 

ou  (7<—  5j»-|-  2/—   l)  (jT-h  l).  ^ 

Supprimant  le  facteur  en  x  <]^ii  ^  trouve  dans  (4)  9  puis  divi 
sant  (3)  par  (x  -h  i);  on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

2r^  —  j'  —  r  -+- 1  ; 

d*où  Ton  peut  conclure  que  x  +  1  est  di%'iseur  commun  des  den? 
proposées. 

Ces  équations,  débarrassées  du  facteur  (or  -4-  1),  se  réduisent  '. 

X'  —  3^ X  -f-  j'  -1-  j  =  o , 
x'  —    ,r/  4-  I    =^  o  -, 

et  la  question  est  ramenée  à  trouver  les  solutions  communes  a  («<« 
nouvelles  équations. 

Or,  en  appliquant  la  règle  qui  a  été  établie  plus  haut,  on  troiiu' 
pour  équation  finale 

[c'est  le  facteur  en  j  qui  se  trouve  dans  (4)],  et  pour  Toquation 
du  premier  degré  en  x  correspondante,  le  reste  (5)  égalé  à  /rn». 
c'est-à-dire 

^yx  —  y'  —  y  -\~  \  =  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  n'aduiettant  p.4S  de  i<innt^ 
commensurables ,  il  faudrait  y  appliquer  la  méthode  i\f!^  ranr»> 
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icommensiirables;  après  quoi  Ton  substituerait  chacune  des 
aleurs  de  y  obtenues  dans  la  seconde  équation ,  laquelle  donne- 
ait  alors  les  valeurs  de  a:  correspondantes. 

364.  Pour  compléter  l'analyse  du  numéro  précédent,  il  nous 
este  à  examiner  le  cas  où ,  les  premiers  membres  des  équations 
iroposées  étant  ordonnés  par  rapport  à  l'inconnue  qu'on  veut 
Jiminer,  y  par  exemple ,  les  coefficients  renferment  un  facteur 
onction  de  y  (voyez  n"  268). 

Soient  toujours  A  =  o,  B  =  o,  les  équations  proposées;  et 
.u))posons  en  pREuiEa  lieu  que  A  seul  renferme  un  facteur  F, 
bnrtion  de  j^  ;  en  sorte  que  Ton  ait  A  =  A'  X  F. 

Comme  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de  F  =  o  satisfait 
[tecessairement  à  A  =  o,  quel  que  soit  x,  il  s*ensuit  que,  si  Ton 
>ubstitue  successivement  ces  valeurs  dans  B  =  o ,  et  qu^on  déter- 
mine les  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  chacune  de  ces  substi- 
tutions, on  obtiendra  autant  de  couples  de  valeurs  de  n:  et  de  ^ 
propres  à  vérifier  simultanément  les  équations  A  =  o,  B  =  o. 

En  d'autres  termes,  le  système  des  équations  [A  =  o,  B  =r  o] 
peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 

[A'  =  o,B  =  o],     [F  =  o,B  =  o]; 

tn  sorte  que  si  l'on  appelle  Y  =  o  l'équation  finale  correspon- 
(Uni  au  système  [A'  =  o,  B  =:  o],  l'équation 

YxF  =  o 

est  Tèquation  finale  correspondant  au  système  proposé,  en  ce  sens 
'in'elle  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  j,  et  n'en  donne 
pas  d'étrangères. 

,  Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que ,  parmi  ces  valeurs  de  y,  se 
trouvent  comprises  celles  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  de 
•r  inFiNiKs.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  un  facteur  y  —  6, 
appartenant  à  F,  entrerait  dans  un  ou  plusieurs  des  premiers 
oiefficients  de  B,  il  s'ensuivrait  que,  pour  cette  valeur  de  /,  on 
obtiendrait  une  ou  plusieurs  valeurs  infinies  de  x,) 

Km  skcond  lieu,  soient  A  =  A'  X  F,  B  =r  B'  X  F', 

F  et  F'  ttant  ft rentiers  entre  eux. 
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Oo  démontrerait,  comme  ci*de$sus,  que  le  système  des  éifua 
tioDS  [A  =  o ,  B  =:  o]  peut  être  remplacé  par  les  trois  systèmo» 

[A'  =  o,  B'  =  o]     [F  =  o,  B'  =  o],     [r  =  o.  A'  =  oL 

Ainsi,  réquation  Y  X  F  X  F'  =  o  est  l'équation  finale  qui  cor 
respond  aux  équations  proposées. 

TaoxsiivEMENT ,  enfin ,  soient  A  =  A'  X  F,  B  =  B'  X  F 
F  et  F'  ayant  un  facteur  commun ,  fonction  de/. 

Appelons  ^  ce  facteur  commun ,  et/,  /'  les  quotients  respectif 
de  F,  ¥'y  divisés  par  «p.  Les  équations  proposées  sont  alors  de  i 
forme 

A'X/Xf  =  o,       B'X/'X  ?  =  o, 

et  peuvent  être  satisfiùtes  par  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  à 
^  =  o ,  en  même  temps  que  par  une  valeur  quelconque  de  x 
donc  elles  sont  indéterminées  (  n"  868  ). 

Mais  si  Ton  supprime  ce  facteur  <p  qui  les  rend  indéterminée» 
on  obtient  les  nouvelles  équations 

A'X/=o,       B'x/'=o, 

auxquelles  correspond  alors  Téquation  finale 

FX/x/'=o 

(  Y  =  o  étant  Téquation  finale  relative  à  A'  =  o  ,  B'  =  o). 

563.  Nous  terminerons  le  paragraphe  de  Télimination  par  deu% 
exemples  où  les  premiers  membres  des  équations  proposées  peu  veoi 
être  décomposés  à  priori  en  facteurs ,  les  uns  fonction  de  x  ou  àt 
f  seulement,  les  autres  fonction  de  a:  et  de  jr  à  la  fois,  auquel 
cas  la  détermination  des  couples  devient  beaucoup  plus  facile  que 
par  la  méthode  générale. 

MKUVIENK    EXEMPLE. 

Conformément  à  ce  qui  a  été  dît  dans  le  numéro  precédeol ,  K 
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fstème  peut  être  remplacé  par  les  quatre  suivants  : 

j^  —  1  =o  et  x»— I    =o,  (i) 

y  —  I  =  o  et  x'  —  x/  —  2  =  o ,  (a) 

X»  —  I  =o  et  X»  ~  j:/— ^'-4-1  =  o,  (3) 

X»  —  xj  —  j*  H-  I  =  o  et  X»  —  xj  --  2  =  o .  (4) 

Le  système  (i)  donne  d'abord  les  couples 
[r  =  -H  I,  ^=  -f-  i],     [/=-f-  I,  x=-  i]; 
e  système  (2)      ^  =  1 ,     x*  —  x  —  2  =  0, 
l'où  résultent  les  nouveaux  couples 

[r=H-»»«=-H2],     [j  =  -h  i,x=—  i]; 
le  système  (3)      x=ifc:i,     y^ziz  j  —  2  =  0, 
d'où  [r=-|-i,      x=4-i],       [^=  —  2,     x=:-f-i], 

ei  [>'  =  H-2,     x  =  — i],       [/=—  I,      x=—  i]. 

Quant  au  système  (4) ,  comme  la  division  de  x*  —  xy  — j^'  -f-  i 
par  x'  —  xy  —  2  donne  pour  quotient  i,  et  pour  reste  — /'  4-  3, 
il  s^ensuit  que 

^'  —  3  =  0 

est  Féquation  finale  en  y  qui  correspond  à  ce  système.  (Ici  le 
reste  qui  précède  immédiatement  le  reste  final  en/  est  du  second 
degré  en  x.) 
On  déduit  de  cette  équation  finale ,       /  =  db  ^^3  ; 

d'où,  substituant  dans  le  reste  précédent,  x*±^.x  —  2  =  0,, 
ce  qui  donne  les  quatre  nouveaux  couples 

Les  équations  proposées  admettent  donc  en  tout  douze  couples, 
dont  plusieurs  sont  identiques. 
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DIKIÀME    EXEMPLE. 

(jar-6)(x'-,)  =  o, 
Ces  équations  reviennent  à  celles-ci  : 

(r-^  — 6)(x—  i)(x-h  i)  =  o, 

et  en  comlMnaut  successivement  chacun  des  trois  facteurs  de 
première  avec  chacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde,  on  obtiendra 
neuf  systèmes  d'équations  dont  Tensemble  peut  remplacer  le  sys 
tème  proposé. 

Combinons,  par  exemple,  les  trois  facteurs  de  la  premier^ 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  ce  qui  donne  id 
systèmes 

[/jr  — 6  =  0,  2x  — 3>-=o],  [x—jr  =  Oy  13lx  —  3x  =  o], 

[x-4-i=o,  2x— 3j=o]; 

on  trouve ,  pour  le  premier  système ,  les  deux  couples 

{r=2,  x=3),     (r  =  — 2,  x=-3); 

puis,  pour  le  deuxième  et  le  troisième,  respectivement, 

(^  =  1"=')    *'    (•^  =  -5''  =  -')- 

Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  éqaadon 
avec  le  second,  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  deuxième,  on 
trouve  : 

(r  =  +  v'S»     '  =  -^),      {x  =  -^,     *=-v^), 

(r=-l-i,  x  =  -t-i),  (j-  =  —i,  x=~l), 

ce  qui  donne  encore  douze  solutions. 
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iV,  B.  —  On  voit,  par  les  deux  exemples  précédents,  comment 
on  peut  former  h  priori  des  systèmes  d équations  susceptibles  d'ad- 
mettre des  solutions  données. 

application  de  la  théorie  de  Vélimùiation  à  la  réso^ 
lution  des  équations  irrationnelles  à  une  seule 
inconnue, 

506.  Toutes  les  fois  qu'une  équation  renferme  des  signes  radi- 
caux où  rinconnuc  se  trouve  engagée,  la  théorie  de  réliminatîon 
fournit  un  moyen  facile  de  la  résoudre. 

Prenons  pour  premier  exemple  IVquation 

a:»  4-  yfx—  i8  =  o.  (i) 

On  pourrait  d'abord ,  en  transposant  x^  —  18  dans  le  second 
membre,  et  élevant  au  carré,  faire  disparaître  Tirrationnalité;  ce 
qui  donnerait 

x=r(i8  —  x')',     ou     X»  —  36x'  —  x-f- 324  =  0; 

et  il  ne  s'agirait  plus  que  d'appliquer  à  cette  dernière  équation  les 
méthodes  connues  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  comme  il  suit  ; 

Posons  /r  =  y^     d'où     x  =  7=»  ; 

ii  vient,  par  la  substitution  dans Téquation  (i) , 

7*-hr— »8=:o;  (2) 

équation  qui,  résolue,  fera  connaître  les  valeurs  de  7,  et,  par 
suite,  celles  de  x  d'après  la  relation  x'  =  j^. 

Or,  si  l'on  applique  à  l'équation  (2)  la  méthode  des  racines  com- 
mensurables  (n°  520),  on  reconnaît  facilement  que  2  est  racine, 
et  que  c'est  d'ailleurs  la  seule  racine  commensurable  qu'elle  ren-^ 
ferme. 

De  j^  =  2  on  déduit  x  ==  (2)'  ==  4-  Ainsi,  4  est  une  racine  com- 
inensurable  de  l'équation  (i),  et  c'est  la  seule  qu'elle  puisse  avoir. 

Si  cependant  on  voulait  obtenir  les  autres,  il  faudrait  encore 
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avoir  recours  à  l'équation  (2) ,  qui  est  beaucoup  plus  simple  qut 
l'équation  en  x. 

L'équation  (2),  n'offrant  qu'une  variation  de  signe ,  a  une  seule 
racine  positive  :  c'est  celle  qu'on  vient  d'obtenir  ;  et  si  l'on  y 
change  ^  en  — j,  il  vient  /*  — y  —  18  =  0,  équation  qui  pré- 
sente également  une  seule  variation  de  signe. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  l'équation  (2)  a  deux  racines 
réelles,  l'une  positive»  l'autre  négative,  et  deux  racines  imagi- 
naires. Mais  la  relation  x  =  ^'  prouve  que  les  deux  racines  réelles 
de  l'équation  (1)  sont  positives. 

On  peut  s'assurer  aisément  que  la  racine  réelle  négative  de 
l'équation  (2)  est  comprise  entre  —  2  et  —  3  ;  et  on  l'obtiendrait 
en  appliquant  Tune  des  méthodes  d'approximation. ,. 

Soit  encore  l'équation 


v/jp  -+-  9  —  V^x  -h  I  =  o  ; 
et  posons 


y^j:  -H  9  =  /,   \/x-h  1  =  z  , 
il  en  résulte  ' 

x-\'g  =  jr\    jr-+-i=z%    et    jr— z  =  o,  (i) 

dont  la  dernière ,  donnant  y  =  Zf  ramène  le  système  des  trois 
équations  aux  deux  suivantes  : 

j:  +  9  =  «♦,     X  -\-  i  =  z^. 

L'élimination  de  z  entre  ces  deux-ci ,  d'après  le  procédé  ordi- 
naire, conduirait  à  l'équation  finale  en  x  ;  mais  comme  l'inconouer 
D^entre  qu'au  premier  degré,  il  est  plus  simple  de  l'éliminer. 

On  trouve ,  en  effet ,  par  la  soustraction  , 

8  =  z*  —  z*     ou     z*  —  z*  —  8  =  0, 

équation  qui,  traitée  par  la  méthode  des  racines commensurables, 
est  satisfaite  par  z  =r  2. 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  x  -h  i  =  z^,  on  obtient 
X  =  7  ;  ce  qu'on  peut  vérifier  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (i). 
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On  prouverait,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que  replia- 
lion  2'  —  z^  —  8  =  0  a  une  seule  racine  positive  (2  =  2),  une 
racine  négative  incommensurable  comprise  entre  —  i  et  —  2 ,  et 
deux  racines  imaginaires. 

iV.  B,  —  On  pourrait  obtenir  directement  Téquation  en  x 
privée  de  radicaux.  II  suffirait,  pour  cela,  de  transposer  Tun  des 
termes  de  Féquation  (1)  dans  le  second  membre ,  puis  d^élever  les 
deux  membres  à  la  douzième  puissance  ;  il  viendrait  ainsi 

(x-+-9)^=:(j:-hi)% 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

X*  -f-  3x3  —  211  X-  —  ?.39  j:  —  728  =  o  ; 

mais  cette  équation  est  beaucoup  moins  simple  que  Téqualion  en  z. 

Soit ,  pour  troisième  exemple ,  l'équation 

i/2x-f-i7  —  \/7x-Hi-4-3  =  o.  (i) 

Posons     2  jp  -h  1 7  =  r%  7  X  -f-  I  =r  z'  ;  d'où   /  —  «  -4-  3  =  o. 

On  tire  de  la  dernière  z  =r  ^  4-  3;  d'où,  substituant  dans  la 
seconde,  7x-h  i  =  (/  -+- 3)%  ou  développant  et  réduisant, 
yî-^6/  —  7x-h8  =  o,  équation  qui ,  combinée  avec  la  pre- 
mière, j*  —  2x^-  17  =  o,  par  voie  d'élimination,  donnera,  soit 
réquation  finale  en  x ,  soit  l'équation  finale  en  /.  Mais  comme  x 
n'entre  qu'au  premier  degré  dans  ces  deux  dernières  équations,  il 
est  plus  simple  de  former  l'équation  en  y . 
On  obtient ,  tout  calcul  fait , 

7/^  —  "^y^  —  12/  —  i35  =  o.  (2) 

En  appliquant  à  celte  équation  la  méthode  des  racines  commen- 

surables  entières  (n*»  590),  on  reconnaît  que/  =  3  est  une  racine  ; 

ce  qui  donne,  d'après  la  relation  x  =  ,    r  =  5,    valeur 

qui,  substiturc  dans  l'cquation  (i\  la  réduit  à 

\/27  —  v3t>  -H  3  —  o,      ou     o  =  o. 
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Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  Téquation  (2)  par  jr  —  3, 
il  vient  pour  quotient,  •;7r*-f-i97-+-ii5  =  o,  dont  lesracint's 
sont  évidemment  imaginaires. 

567.  Rcmarqaes,  —  1".  Les  transformations  qui  ont  |»our 
objet  d'obtenir  directement  Téquation  en  x  privée  de  radicaux , 
et  qui  consistent  à  trans]K>ser  certains  termes ,  puis  à  élever  en- 
suite les  deux  membres  à  des  puissances  plus  ou  moins  grandes, 
suivant  le  degré  des  radicaux  qui  entrent  dans  Téquation  ,  entraî- 
nent généralement  dans  des  calculs  fort  compliqués  ;  et  celle 
méthode  est  même  en  défaut  dès  qu*i1  entre  plus  de  deux  radicaux. 

Au  contraire ,  en  égalant  successivement  chacun  des  radicaux 
h  une  inconnue  auxiliaire,  on  parvient  toujours  à  un  syscènie 
dY'q nations  rationnelles  en  x,  ^,  s,  »,  au  moyen  desquelk's 
on  peut,  par  la  méthode  d'élimination,  obtenir  une  équation 
finale  fonction  de  l'une  des  inconnues  auxiliaires.  En  résolvant 
cette  équation ,  et  remontant  à  Tune  des  relations  établies ,  on  eu 
déduit  facilement  la  valeur  ou  les  valeurs  correspondantes  à  celles 
qui  ont  été  obtenues  pour  l'inconnue  auxiliaire. 

2**.  Quant  au  degré  de  l'équation  finale  en  a: ,  il  est  déterminé 
(sans  qu'on  soit  obligé  de  la  former)  par  le  nombre  de  valeurs 
de  or,  qui  correspondent  aux  solutions  de  Téquation  finale  sur 
laquelle  on  a  opéré. 

Nous  proposerons  comme  exercices  les  exemples  suivants  : 

a 

1°.  sl^x — v^ jc -+- 2  =  o  ; 

équation  finale  en  / ,  x^  —  4  ^*  '  "^  ^  ^=  ^  » 

ce  qui  donne  r  =  2 ,     r  =  1  ±  V5  » 

et,  par  suite,  ut'  =  2,     a:=4  — ^V^^' 

L'équation  finale  en  x  est  du  troisième  degré. 


2".  v^4a:-h  i5  -h  V5x  4-1=7; 

équation  linale  en  v,  5  r^  —  4/'  "1"  ^y  "^  ^^7  =  ^» 
d'oii  Ton  déduit  r^3,   et  2  ratines  imajjinaires  , 

et,  par  suite,  j;  =  3,   et  2  racines  imaginaires. 


\ 
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^  —  9  2'  —  1 2  «»  -f-  4^  *  —  4®  =  o  » 

^  [2  =  2,       d'où      JE  =  3]. 


jn  en  ^i* , 

7»—  i6r  H-247^-4-  272  >♦  4-  i536/'-h4o96™o, 
Lr=3,     iVoix    x  =  8]. 

5**.  *  v'j:»  —  f  —  yj? -f-  i  =  o; 

cquation  en  ^,  /*  —  ^^  —  2  j^'  =  o , 

r  r  =  o,       7  =  2,     j  =  -i/l 

L   d'où  X  =  —  I,a:=r3,      j:=:0.        J 

iV.  ^.  —  Il  est  remarqnable  qne  ce  dernier  exemple  offre  trois 
solutions  entières. 

ÎJ  V .  —  Résolution  des  équations  à  deux  termes  par 
la  trigonométrie.  —  Décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  J  radions  simples  (*). 

Des  équations  à  deux  termes. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n"*  167  et  200)  plusieurs  espèces 
d'équations  à  deux  termes.  Nous  nous  proposons  jctuellement  do 
les  résoudre  toutes  complètement;  mais  auparavant  il  est  bon 
de  faire  quelques  remarques  sur  la  nature  de  leurs  racines. 

568.  On  appelle  équation  à  deux  termes  toute  équation  qui  ne 
renferme  qu'une  seule  puissance  de  Tinconnue,  avec  des  quan- 
tités toutes  connues. 

^*)  Les  lieux  théories  qui  doivciil  luire  Tobjet  do  ce  detuier  paragraphe 
"^c  liaient  plus  naiurellcinciit,  Tuiie  avec  le  neuvième  chapitre,  Tautre  avec 
Icdixiôme;  mai»  comme  elles  font  actuellement  partie  du  programme  d\id- 
inis{.ion  à  TÉcolc  Polytechnique,  nous  avons  cru  devoir  les  placer  immé- 
'itaicment  à  la  suite  du  huitième. 


Sqo  KEMAAQUES 

Il  résulte  de  là  que  toute  équation  à  deux  termes  peut  êln 
ramenée  à  la  forme 

m 

p  étant  un  nombre  absolu  ;  et  si  l'on  pose  jc  =z  y  ^p^  il  vient 
py"  ±p  =  o,      d'où     j"  ±  I  =  G. 

Ainsi ,  c'est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dépend 
celle  de  toutes  les  équations  à  deux  tennes. 

Comme  Téquation  j*  —  i  z=  o  revient  à  j*  r=  i ,  on 
voit  que  tout  se  réduit  à  trouver  pour  y^  les  expressions  numè- 
riques  ou  algébriques  qui,  élevées  h  la  m''"'  puissance ^  peuvent 
produire  l'unité.  C'est  pour  celte  raison  que  les  racines  de  l'équa- 
tion j**  —  I  =  o  sont  appelées  les  racines  de  l'unité. 

Les  racines  de  Téquation  ^  -h  i  =  o,  ou  j"  =r  —  i ,  sont 
dites  les  racines  de  l'unité  négative. 

Cela  posé ,  voici  les  remarcjues  qui  doivent  précéder  la  résolu- 
tion de  ces  deux  sortes  d'équations. 

369.  Premièrement.  —  L'équation  j"*  —  1=0  a  lutc  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair,  et  deux  racines  réelles  si  m  est  pair. 

Soit  d*abord  m  un  nombre  impair.  Comme  Téquation  n'aqu^irAr' 
variation  de  signe,  elle  n'admet  fn°  515)  qu'une  seule  racine 
positive  qui  est  -+-  1 .  Il  est  d*ailleurs  évident  qu*aucun  nombre 
négatif  ne  peut  y  satisfaire. 

Lorsque  w  est  pair,  H-  1  et  —  i  vérifient  l'équation  et  sont  le^ 
seuls  nombres  qui  puissent  y  satisfaire;  car  elle  ne  présente  qix'une 
variation  de  signe ,  soit  dans  son  étal  actuel ,  soit  lorsqu'on  j 
change  j  en  — y. 

Deuxièmement.  —  L'équation  ^  "  -t-  i  =  o  a  une  seule  racine 
i*éelle  si  m  est  impair  ;  et  toutes  ses  racines  sont  imaginaires  si  w 
est  pair. 

D'abord ,  que!  que  soit  m ,  Téquation  n'offrant  pas  de  varia- 
tions ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m  est  pair,  le  changement  de  /  en  — .»  n<^ 
produit  encore  aucune  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation 
n'admet  ni  racine  positive,  ni  racine  négative. 
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Mais  si  m  est  impair,  Téqnation  est  satisfaite  par  /  =  —  i  ;  et 
**est  la  seule  racine  ségative ,  puisque  le  changement  de  /  en  —  y 
oe  produit  €\u^une  variation. 

Troisièmement.  —  Les  racines  de  inéquation  j*  —  i  =  o ,  ou 
de  rèqualion^  -+-  i  =  o,  sont  toutes  inégales;  car  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre,  ou  /w/*""',  n'a  aucun  diviseur  com- 
mun avec  y^  —  i   ou  /"  4-  i . 

370.  Quatrièmement.  —  i^.  Si  a  désigne  une  quelconque  (les 
racines  imaginaires  de  V équation  y"  —  i  =  o ,  o«  o  également  aJP 
pour  racine  de  cette  équation  [p  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif). 

Car,  puisque  a  vérifie  Técpiation ,  on  a  Tégalité 

«-=1, 
d'où  [ary  =z  I  , 

égalité  que  Ton  peut  transformer  ainsi, 

(afy-  =  I  ; 

d  où  Ton  voit  que  otF  est  aussi  racine  de  Téquation.  Donc  a  étant 
une  des  racines  imaginaires  de  Téquation  7" —  i  =0,  l'on  a 
également  pour  racines, 


xV.  B.  —  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres;  autrement,  l'équation  aurait  plus  de  m 
racines.  Et  en  effet,  soit,  par  exemple,  l'équation 

j^—  I  =0. 

Si  2  est  une  racine  imaginaire,  on  a  l'égalité 

a*  —  1  =0,      d'où     a*  =  I  ; 

donc     a«  =  a*  X  a  =  a ,     a'  =  a*  X  a'  =  a';    et  ainsi  de  suite. 
2°.  Si  a  désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 
^'équation  y*  -f-  i  =  o ,  aF  est  aussi  racine  lorsque/;  est  un  nombre 
impair  quelconque,  positif  ou  négatif. 
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En  effet,  de  Téquacion  «"  =  —  i  on  déduit («•)/*  =  —  i,  puis- 
que y  par  hypothèse ,  p  est  impair.  Or  cette  égalité  revient  à 

(«T  =  —  I  ; 
donc  (xP  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi ,     a',  a%  «S .  .  . ,      «"'»  «""S  a~%  •  •  • 
sont  des  racines  de  Téquation  ^  -|-  i  =:  o. 

Résolution  de  i 'équation  y"  —  1=0. 

571.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonométrique 
que  nous  allons  d^abord  faire  connaître. 

Si  Ton  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 

cos  a  -k-  sina.  ^ —  i     et     cos  b  -4-  sin  ô .  ^ —  i  y 
on  a  pour  produit, 

cos  a  .  cos  f)  -h  (sin  a  .  cos  b  4-  sin  b  .  cos  a) .  yj —  i  —  sin  a  .  sin  é  ; 
donc ,  à  cause  des  formules 

cos  (/i  -4-  ^)  =  coso  .  cos  b  —  sin/} .  sin  6 , 
sin  (fl  -h  ô)  =  sin  a  .  cos  ^  -f-  sin  6  .  cos  a , 
il  vient        (cos  «  -|-  sin  «  .  ^ — 1)  (cos  A  -h  sin  ^  .  v^ —  i  ) 
=r  cos  (fl  -+-  b)  -h  sin  (a  H-  6) .  ^ —  i . 

Soit   fl -h  ^  =  û',    et    multiplions   cosfl' -f- sina'.  ^— i    par 
cosc  -H  sin  c.  ^ — i  ;  on  trouvera  de  même 

(cosfl'  -I-  sin  CL  .^ — I  )  (cos  c  -h  sin  r  .  y^ —  1  ) 

=  cos(fl'+f)-h  sin  (fl' -f- f )  V— »  > 
et,  par  conséquent , 

(cos  rt  -h  sin  û .  ^  — I  )  (cos  b  -h  sin  b .  y^—  i  )  (cosc  H-  sin  c.  v --  «  J 

=  cQs(tf  -+-^-|-f)-t-  sin(/ï  -hb  -H<^}  V— '• 
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En  général,  soit  un  nombre  m  d'arcs  ^*,  /»,  r,.  .  .  ,  /;  un  a 
fvidemment  le  résultat  suivant  : 

cosfl-hsinfl.v'— I  )  (cos^-f-sinA.\  —  i).  .  .(cos/-f-sin/V — 0 

=  cos(fl  H-  ^-H  rH-.  .  .4-/)  -h  sin(m- 6 -f-'M- ... -h  l).\P^. 

Supposons  maintenant         a=i  b  =  c .  ,  ,  =:  i;         il  en  résulte 
a-h^-f-c-h. ..-+-/  =  «a ,  trou 

(cos  fl -h  sin  rt .  v^^^^)*  r=  cos ///« -f- sin ///a  \/ — i.  (i) 

Cette  formule  étant  vraie,  quel  que  soit  Taie  a,  on  peut  rem- 
placer a  par  —  a;  et  si  Ton  se  rappelle  que  cos  {—  a)  =  cos/i , 
sia  ( —  /i)  =  —  sin  1» ,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule  , 

(cos  a  —  sin  a  y' —  i  )"  =  cos  ma  —  sin  ma .  \J —  i .  {'?.) 

On  sait  encore  que  2  7r  clcsi(^nant  une  circonférence  de  cercle, 
I  le  rayon ,  et  k  un  nombre  entier  quelconque ,  on  a 

cos  2  A:^  =  I     et     sin  i  kit  =  o.  (3) 

ZIH.  Cela  posé ,  il  résulte  évidemment  des  formules  (  i  / ,  (21 ,  (3), 

/         2X-7r_,      .    2X'7r      / X*  ,     _L-    •         #        . 

ces ±  sm .  V —  i  I    =  cos  2  Att  rt  sm  2  /tt.  i/ —  1  =  1; 

\  m  m  ! 

d'où  l'on  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  X-,  Texpi^ession 

2  Xir    ,      .    2  X-TT    / .     .     «    1  •''!,« 

cos ±sin «i/ —  I  jouit  de  la  propriété  d  être  une  racme 

m  m 

/»"*•  de  l'unité,  c'est-à-dire  de  satisfaire  à  l'équation  y  —  1=0. 
Pour  obtenir  les  différentes  racines ,   il  ne  s'agit  que  d'attri- 
buer à  A-  les  valeurs  o,  1,2, 3,...,  puis  de  calculer,  au  moyeu 
des    Tables    trigonométriques ,   les    valeurs   cori^espondantes   de 

2  kiz        \       .     2  Xtt 

ci>s et  de  sin 

m  m 

Discussion,  —  Puisque  k  désigne  un  nombre  entier  tout  k  fait  ar- 

..        , ,  „  .  cos2/7r  ^^  sin  2Xr    ^ 

bitraire,  il  semble  que  1  expression  j  =r ± y/-^  i 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  mais   nous  allons  voir 
qu'elle  ne  fournit  réellement  que  /;/  valeurs  différentes. 

.^/^.  B.,  10"  f'fi.  38 
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Donnons  cFabord  ù  k  toutes  les  valeurs  entières  comprises  à 
puis  o  jusqu  à inclusivement  si  m  est  impair,  et  depuis  <> 

jusqu'à—  aussi  inclusivement  si  m  est  pair;  il  viendra  par  cti 

substitutions,  pour 

X  =  o r  =  cos  o     it    sin  o  .  ^ —  i  nr  i , 

^  =  I r  =  COS  —  ±  siii  —  •  V  —  1 , 

m  m 

4 ir  _,      .    4 ^        ' 

A  =  2 /  =  <'<>s  -—  ±:  sm  t__  .  y  __ , , 

m  m 

Ôtt    .^    .    Gtt       , 

/  =  3 r  =  cos  —  ±  siii  —  •  V  —  1  - 

m  m 


enfin ,  si  m  est  impair, 

m —  I  [m  —  i)ir    .     .     (w —  i)n       , 

X  = î  •  ••       r  =  cos ^  ±sin  ^ —  •  V—  ' 

2  jn  m 

et  si  ^ll  est  pair^ 

X  rr  —  , r  =  cos  w  ±:  sm  TT  .  V —  •  =  —  ^^ 

2 

\ 
Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  Téquation. 
En  effet  :   i°.   Lorsque  m  est  impair,  chacune   des   valeur 

X  =  1  ,  2,     ,.  •  •»  •>  fournissant  deux  racines  pour  y  ,  l< 

nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  a  .  — ^^  on 

(m  —  i)  racines;  d'ailleurs  A  =:  o  donne  la  racine  i.  Ainsi ,  le 

nombre  des  racines  fournies  par  A  =  o,  i ,  2,  3 , . . . ,  — ^^  » 

2 

est  m.   Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes ,  car  les 

2îr      4^  ("'  —  O^^      .  .     • 

ares  o  >    — ,   —  ->-"•, >  étant  moindres  que  x  (ou  la 

m       m  m  ^  ^ 

ilcmi- circonférence),  ont  au  moins  des  cosinus  différents. 

2°.    Lorsque  m  est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  A  =  o  <i 


DK    l/ÉQIJATlON    /^  |    =0.  5û5 

^-  =— ?  fournissent  les  deux  racines  -+-  i  et  —  i.  D'ailleurs  les 
valeurs  intermédiaires  X  =  i,2,3,...,  /~_-j\,  dorrnent 
<  hacune  deux  racines  ;  donc  le  nombre  total  des  racines  qui  cor- 
respondent à  X-  =  o,  I,  2, .  .  .  ,   l  - —  I J ,  ~,  est  exprimé  par 

2^-2  l I  j  î  c'est-à-dire  par  m  ;  et  ces  racines  sont  essen- 
tiellement différentes ,  par  la  même  raison  que  ci-dessus. 
On  voit  d^ailleurs  que,  pour  une  même  valeur  de  X  ,  autre  que 

l  =  o   si  m  est  impair,  et  autre  que   X  =  o,  X  =  —  si  t/j  est 

2 

|)air,  les  deux  racines  imaginaires  qu'on  obtient  sont  conjuguées, 
on  ce  sens  que ,  p-hq)/—  i  éunt  Tune  de  ces  racines,  on  a 
p  —  ry  ^ —  1  pour  la  seconde  racine  (*). 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  Tune  de  l'autre 
n"  299) ,  puisque  Ton  a  pour  leur  produit 


ros H  sin  *'       .  \  /  — -  .    *«7i 

^         m 


2^^       / \/  2X-ïr  .     aX-TT       , \ 

-—'S-  I       oos sm V—  J  1 


,    sXtt         .  ,    sXtt 

=  cos^ . h  sin' . =  I 

///  m 


Il  nous  reste  maintenant  à  faire  voir  qu'en  attribuant  à  X  de 
nouvelles  valeius  plus  grandes  que  ,  ou  —,  on  retombera 


\  mêmes  racmes. 

///  —  I 

2 


Soit  iVabonl  m  un  nombre  impair;  et  supposons  X-  =  "~ 1  4  n 

''étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Il  vient 

(w  ^-  2rt  — -  i)tr  _,      .     f/w  H- 2/7  —  iJTT . 

/// 

r      iin  —  I  îttI  .       r      I 

ou 


r  =  cos ±  sin  — — i—  .  »/__  , , 

f  (2/f  —  iJttI     ,       .     r  (2^/—   IJTT  I     , 


'v*)  Cette  propriété  n'est  qu'un  cas  particulier  de  colle  qui  sera  démon - 
trie  dans  le  neuvième  chapitre. 

3&. 
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or  je  dis  que  ces  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspoo- 

m  —  I        ,  X         m  —  2/1  -h  I 

dentàXrr (/i— i),  ou 

2  2 

Éd  effet,  cette  dernière  valeur  de  /  donne 

(m — 2«-f-i)7r_.     .    (m  —  2/1 -f-  1)1 


Y  =  C08  i "—  ±  sm  i • —  •  V —  '  ' 

ou  bien , 

r(2/I—  l)7r~|  .     (  (2«— i)»!       , 

Mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs,  tt  -f-  a  et  ir  —  a.  Ton  a 

cos  (tt  -h  «)  =  cos  (tt  —  a)     et     sîn  (ic  -f-  a)  =  —  sin  (ir  —  a)  ; 
d*où  l'on  conclut 

[(2/î— i)ff"|                 r         (2rt—  i)ir"] 
TT-h^^ ^       =  cos      TT  —  ^ ^    j, 

f(2/?—  l)ir~|  .    r  (in —  i)irl 

„+^_-^|  =  _s.n|  .---j^-J. 

Donc  les  deux  racines  qui  correspondent  a  k  = h  n  wni 

identiques  avec  celles  qui  correspondent  h  k  = («  —  i)  :  la 

seule  différence  consiste  en  ce  qu'on  trouve  les  deux  racines  dans 
un  ordre  inverse. 

Si  m  est  pair,  soit  eiicoif  fait  k  =z h  ^  ;  il  en  résulte 

2 

mit  -f-  2  /iTT     ,      .     mi:  -h  2  «ir       

jr  =  cos ±  sin V —  «  ' 

,.  /  2nn\  ^^    .    (  2//Tr\       , 

ou  bien,         j  =  cos  (  tt  -h )  ±  sin  I  r  H j  •  y—  1 . 

Mais  pour  X  = « ,       on  avait  déjà  obtenu 
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donc ,  à  cause  de     cos  (  ir  -^ )  =  cos  (  tt )  5 

\  'w  /  \  ^  / 

_                             .    /          2  /î7r\               .    /          2  mt\ 
or  de  sin  (  TT  H •  I  =  —  sin  I  « j  » 

les  valeurs  de  j,  correspondant  à  kc=z h  «,   sont   identiques 

avec  celles  qui  cori-espondent  à  /•  = n. 

Donc  ,  enHn ,  le  tableau  des  valeurs  que  Ton  a  obtenues  pour 

,  ^  m  —  I  w  _  ,  . 

^=10,  1,2,3,..., -;   ou  —5  renferme  toutes  les  racines 

2  2 

de  >-*  —  1=0,  quel  que  soit  m. 

Relations  entre  les  racines  de  l'équation  y"*  —  1  =  0. 

575.  En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  des  valeurs  de  jr  qui 
'correspondent  aux  diverses  hypothèses  /•  =  o,  i  ,  2,  3,... ,  et 
en  so  rappelant  la  formule 

(cos  «  -h  sin  rt  .  v' —  0*"  =^  ^*^s  ma  4-  sin  ma  .  sj —  i , 

on  voit  que 

/        2  TT         .in     I \  ' 

•  1/ —  I  =  1  cos h  sm  —  •  V —  1  I  ' 

^  \        '"  #w  / 

6  TT  .      (i  TT        ; /  2  TT  .      2  TT        / \  ^ 

►  —  -+-  sin V —  '  =  1  cos h  sin  —  •  v —  *  I 

m  m  \        m  m  j 


cos h  sm  -^— 

m  m 

67 


m  —  I  .   /w  —  i 

ros ir  -h  sm TT 

m  m 


. /  2  TT  .      2  TT        . \      « 

i/—  I  1=  i  cos h  sm v^—  I  , 

^  \        m  m     ^         I 

si  m  est  impair  ;  et 

«M 

/ /  2  TT  .      2  TT        / \  '         . 

rm  TT  -f-  5U1  ïT .  V —  I  =  l  cos h  sm  —  •  V —  '  I  5  si  w  est  pair. 

\        ///  m  ' 
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Donc  y  si  Ton  désigne  par  a  la  première  racine  imaginaire 

1  TZ  .       2  TT  / 

cos h  sin   —  •  V —  i  ' 

toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité ,  correspondant  au  si^ne- 
supérieur^  peupent  être  représentées  par 

a%   ae',   a\   x\  .  .  . ,  a    '    ,    ou      a'; 
quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  comme 

Cl—* 

elles  sont  les  réciproques  des  précédentes,  depuis  a  jusqu'à  2  ' 

m— ) 

si  m  est  impair,  et  jusqu'à  a  >  si  m  est  pair,  on  peut ,  en  les 
écrivant  dans  un  ordre  inverse ,  et  avant  d'ailleurs  égard  à  la  rela- 
tion a*  =  I ,  les  présenter  ainsi  : 

m— «  rn— V 

a  '  ou       a   '     ,...,    5c"~**,    a""*,    Jt*""'. 

D'oà  l'on  peut  conclure  enfin  que,  a  désignant  la  prcmièrt^ 
racine  imaginaire,  toutes  les  racines  de  l'équation  .>* —  1  =  o 
peuvent  être  représentées  par 


série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  ks 
nombres  entiers  compris  depuis  zéro  jusqu'à  m  —  i . 

374.  —  Rcmarfjue  importante,  —  Cette  propriété  dont  jouit 
l'une  des  racines  imaginaires ,  de  reproduire  toutes  les  autres  pjr 
ses  diverses  puissances,  n'appartient  généralement  qu'à  la  pre- 

miere  racine,  cos j^-  sin  —  •  1  —  .  ,    ou   a    sa    coniucuee 

///  /// 

^7:  .     2  7r       , 

cos sin \/  —  I .  On  a  bien  prouve  (n°  570)  que,  a  euni 

une  racine  imaginaire  quelconque,  olP  est  aussi  «ne  racine  de  IV- 
quation  ;  mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  cpi'en  donnant  à  /• 
des  valeurs  entières  convenables  ,  on  pourra  ,  avec  cette  racine  2, 
reproduire  toutes  les  autres. 

Suit,    par  exemple,   IVcjnaliou  y    —  1  =  0,   qui,  pouvant  si 
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ineOre  sous  la  forme  (7*  —  1)  (j^^  -f-  i)  =  o ,  donne 


1"./-=  I  ct/= ,  2". 7=  —  ietjr=i 


2  2 

Comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  y  —  i  =  o , 

on  a,  en  désignant  par  x   la  racme ' 

2"  =  «^  X  a'  =  a',      a*  =  (a^)»  =  i,  .  .  .  j 

d*où  Ton  voit  que  les  trois   premières  racines  seulement  sont 

produites  par  les  puissances  de ^— 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  do ;  car  on  trouv<' 

2 

(i±pY=.,  (i±iE})  =  -p, 

/  i  ^  ^ZTsy  ^-^  i  -  y/Zl3    /i-hv/I^Y_  I  — v/^^3 

Ainsi  9  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o,   i , 

2,  3,  4>  5, .    ,  de  la  racine ;   et  cela  tient  à  ce  que 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 


cos 


27r  27r      / 

h  sin V  —  '  î 


qui  devient ,  dans  ce  cas ,     cos  ^  -h  sin  -  •  ^ —  i . 

En  effet,  on  a  cos  -^  z^  sin  1 -]  ~-  sin 7; ;  mais  le  sinus  du 


HOO  RÉSOLUTION     HF.    I.'kQUATION     >-*-+-    I    =    O. 

«dixième  de  ir,  ou  Jii  doiuième  de  la  circonférence ,  osl  la  moitié 
de  la  corde  qui  en  sotis-tend  le  sixième,  et,  par  conséquent ,  est  égal 
à  la  moitié  du  rayon.  Donc 


C0S3 


ou  sm  -:  =  -  :     d  ou     sm  ^  =  i  /  1  —  -  =  -  y  3  » 
b       s>  '^       V  42 

ce  qui  donne  enfin  — h  -  \/3  .  ^ —  i,     ou     pour  L 

premièi'e  racine. 

iV.  ^.  —  Cette  exception  a  lieu  pour  toutes  les  équations  de  la 
forme  ^•'*  —  1=1:0,  ou  (j"  —  i j  (j"  4-  i)  =  o,  et  plus  géné- 
ralement pour  toutes  les  équations  à  deux  termes  dont  le  degrr* 
n*est  pas  un  nombre  premier. 

Résnlution  de  V équation      >-■-+-  1  =  o. 
57i>.  Comme  on  a 

cos  ^2  X-  -h  i)  ff  =  —  I ,       sin  (2  /  -h  I  )  w  =  o , 
on  peut  conclure  des  formules  (i)  et  (2),  établies  au  n*  580, 


cos  i '■—  ±:  sm  > 


^'^v-.j- 


=  cos  (2  X  4-  1  )  TT  ±  sin  (2  /-  -t-  I  )  ir .  y'  —  i  =  —  i  ; 

d'où  Ton  voit  que  l'expression 

(2X- -4- i)7r_.      .     {2X-»-ilr      y 

cos '—  rt  sm  ^ ~  •  V —  I 

m  m 

peut  être  prise  pour  la  racine  //i*'""  de   —  i,  ou  pour  Texpres- 

sion   générale  d'une   racine  de  la   proposée;    et   Ton  obtiendra 

les  diverses   racines  en  attribuant  à   X-  la  série  des  valent^  o, 

I,  2,    3, 

Donnons  A  X-  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  zéro  jusqu'à 

m  —  I     .  .         .  ....         ,,  w  m  —  ? 

SI  m  est  impair,  et  depuis  zéro  jusqu  a 1    on 


RÉSOLUTION    nr.    L*ÉQUATIOJ«     >*" -f-  !    =  O.  6oi 

SI  m  est  pair;  on  obtiendra  successivemenl ,  pour 

^  =  o r  =  C09  —  ±  sin  —  •  si —  I , 

m  m 

,  3îr^^   .     3ir      / 

X  =  I >  =r  cos  —  ±  sin  —  •  V —  1 1 

m  m     ' 

L  5ïr  .     57r        

«  =  2 /  =  cos  —  ±  sm  —  «y  —  i , 


^  = ....     ^  =  costt  ±  Sin  TT .  y  —  i  =r  — 

,        m  —  2 

A  = ....      Yz=  COS  I  Tf 1 :3r  Sin  I  ïT 1  •  \l —  i . 


^  =  c«s(.-J)±sin(.-^j.v/- 


2 

Je  (lis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  l'équation 

7^  -h  I  =  G. 

Kn  effet,  lorsque  m  est  impair,  comme  la  valeur  X  = 

ne  donne  que  la  racine  —  i ,  mais  que  toutes  les  autres,  o,  1,2,..., 

I  ou en  donnent  dciix  chacune ,  il  s'ensuit  que 

7.  2 

lo  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

2  [m  —  3) 

I  -f-  2  H i ' ,      ou      w. 

2 

Si  m  est  pair ,  chaque  valeur  de  k  depuis  zéro  jusqu'à 

donne  deux  racines;  ainsi,  le  nombre  total  des  racines  fournies 

(m  —  2\ 
J,     ou     m. 

On  démontrerait,  d'ailleurs,  comme  on  Fa  fait  pour  j-^  —  1  =  0, 
qu'en  donnant  \  h  des  valeurs  plus  grandes  qu»* si  ///  est 
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m  —  2      .  .  ,    . 

impair ,  et  que si  m  est  pair,  on  doit  retrouver  les  mêmes 

racines.  Donc ,  etc. 

576.  On  voit  encore,  d*après  inspection  de  ce  tableau,  que 
si  a  désigne  la  première  racine  imaginaire,  ou  cos  —  +  sin  —  -  y  —  i . 
toutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur  sont  expri- 
mées par  a',      a%      a%.       ,      a", 
ou  3t',      a\      3tS     .  .  ,      «'    ', 

suivant  que  m  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  D'ail- 
leurs, les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  étant  Ion 
réciproques  des  précédentes,  ont  pour  valeurs, 

III  I  I 

ou  ,  à  cause  de  a'"  =  —  i ,      dVui     a'"  =  i  , 


..im—i, 


OU 


Donc ,  enfin ,  toutes  les  racines  de  Téquation  r*  -+-  i  =  o  sont , 
dans  l'hypothèse  de  m  impair, 


et  dans  Thypothèse  où  m  est  un  nombre  pair, 


N^  B,  —  Pour  plus  de  généralité ,  nous  avons  établi  des  for- 
^nules  pour  résoudre  Téquation  r*  -h  i  =  o ,  quel  que  soit  m 
Mais  quand  m  est  impair,  on  peut  changer/  en  —  7 ,  ce  qui  donne 
j*  —  I  =  o  ;  et  l'on  voit  que ,  dans  ce  cas ,  les  racines  de  Têqua- 
.tion^'"  -4-1=0  sont  égales  aux  racines  de  ré<^|uation  >-*  —  1=0, 
prises  en  signes  contraires. 

577.  Scolie  général.  —  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d'élre 
dit  sur  les  é(|uations  à  deux  termes,  on  peut  en  conclurr  qu'«« 
radical  quelconque  a  toujours  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d*u/iit*^ 
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^ans  son  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à  la  racine  arithmctiquc 
le  la  quantité  sous  le  signe,  eonsidércW;  avec  sa  valeur  absolue,  et 
DuUipUce  alternativement  par  chacune  des  racines  de  +  i  ou 
le  —  1. 

Ainsi»  lorsque  Ton  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'un  parTautre, 
e  produit  est  susceptible  d'autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a 
i'unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à  moins  que  les  degrés 
Jes  deux  radicaux  ne  soient  égaux;  car  alors  plusieurs  valeurs  de> 
viennent  identiques. 

Soit ,  par  exemple ,  \a  à  multiplier  par  ^b.  pésignons  par/?  et 
7  leurs  valeurs  arithmétiques;  on  a  (n"  574)  |K)ur  le  premier  ra- 

<lical a"/^ ,  ip ,   oL^p , 

tt  |K>ur  le  second....      x°<y,   «7,   a' 7; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun  des. 
termes  de  la  seconde,  on  obtient 


aY7, 

7.pq  , 

xpq. 

^M  1 

y.'pq  , 

u'pq. 

»'y>7» 

xpq  , 

x'pq  , 

expressions  qui  se  réduisent  ù  trois  différentes,  pq,  ypq^  et  a/^^Vr 
si  Ton  observe  que  l'on  a         a'  =  i,     et     x*  =  a. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  factcui 
commun.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au  plus  simple  multiple  commun  des  dctuc  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  Ir 
sixième  chapitre  (n°167)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un 
radical. 

Equation  trinôme ^   .r  *"  '\-  p.rf*  -f-  7  :rr  o. 

578.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment 
'fue  deux  exposants  de  l* inconnue,  dont  l'un  est  double  de  l'autre, 
f't  (les  quantités  toutes  connues. 

Ces  écjuations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  pai  la 
Kîduction,  être  ramenées  à  la  forme  ri  dessus;  et  leur  résoluliom 
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dépend  uniquement  de  celle  de  Téquadon  du  second  degré  et  dr 
réquatîon  à  deux  termes. 

En  effet,  soit  posé  **  =  /;  il  en  résulte 


donc  x=i/r  =  Y-^±y^-^-^• 

Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x,  il  suffit  de  nauhiplitr 

P  /P^ 

riinc  des  racines  /«*'*"  de  ^"  V/  T  "^  ^/  » 


et  Tune  des  racines  //i'«"^*  de 


par  chacune  des  racines  /»'•""  de  -f-  i . 

Soit,  par  exemple ,  r équation  x*  —  7  j:*  =:  4^  *  44  î 

eu  posant     .r^  =^,     on  trouve         r'  —  7^  =  45i44» 
d'où  Ton  déduit         r  =:  216         et         r  =  —  20g. 
Donc       I".   x^  =  2i6;     doii     jr  =  6,  jc  =  6.a,   x  =  6. 


a- 


X  =  —  209;  d  où  X  =  ~  V  209,   X  =  —  a.  v^209,  x  =  —  x'.s'ï 

a  désignant  la  première  racine  imaginaire  de  l'unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à  Textraclion  an 
la  racine  m"*'  d'une  quantité  de  la  forme  a  -h  yfi.  Nous  avons 
déjà  (  n**  118)  traité  le  cas  particulier  de  m  z=  7.;  et  nous  aurions 
maintenant  à  considérer  le  cas  général.  Mais  cette  opération  offrant 
peu  d'applications  dans  l'analyse  algébrique,  nous  nous  di^xrn se- 
rons de  la  développer  ici. 

Décomposition  des  Fractions  rationnelles  en 
Fractions  simples. 

579.  Nous  avons  déjà  vu  .  n*»  184 ,  N,  £.)  que  ces  sortes  de 
fractions  peuvent  toujours  être  ramenées  à  une  forme  telle,  que  \e 
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lumérateur  soit  de  degré  moindre  que  le  dénominateur,  c'est- 
i-dire  à  des  fractions  de  la  forme 

a  -^  bx  -hcx^  -^  .  .  .  -^  ijc^ 
a'  -h  h* x-k-c' x"  '\-  .  .  .  -f-  /'x«' 


m  étant  >  n. 


Maintenant  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait 

^=a,      -=Ç     ..,       ^  =  A,      y  =  a,     y=6,     -  =  7,... 

.,     .                              a  4^  6j:  -f-  7X»  -h  .  .  .  -h  Xx" 
il  vient  1',  fit — ; — t-t~, r~3;' 

expression  dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  x,  au  dénominateur,  est  égal  à  Tunité. 

Cela  posé,  la  question  que  nous  avons  à  traiter  a  pour  but  de 
décomposer  les  fractions  de  cette  dernière  espèce  en  une  somme 
d'autres  fractions 

A_  B.C. 


X  —  p       X  —  q       X  —  r 


/7,<7,  r,...  étant  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  zéro, 
A ,  B ,  C , . .  .  des  quantités  fonctions  de  a,  6 ,...,«',  6' , ... , 
P,  q,  /*,...  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

5B0.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dénominateur  est  du 
second  degré ,  et  posons 

g  4-  6.r         _       A  B 

a'  H-  6'  j:  -+-  .r'        x  —  p        x  —  q 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  et  que  Ton  ait  égard  à  la 
relation 

x"^  -h  6'  j:  -f-  J?'  =  (x  —  p)^^  —  ^) , 

on  obtient        «  4-  6x  =  A  ( j:  —  7)  4-  B  (x  —  /?) , 
on,  transposant  et  ordonnant  par  rapport  à  x , 

(A  4- B  —  6)  X  —  Ay  —  B/?  —  a  =  o, 
équation  qui,  devant  exister  quel  que  soit  x ,  donne  nécessaire- 
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ment  ;  n"*  I80> 

A-+-B  —  6=ro,     A^4-B/»-h3t  =  o; 

d'où  Ton  déduit         K=^J^±^.     ^^^gy-f-g 

Soit  y  comme  cas  particulier,  la  fraction 

3  —  2X  —  3  -f-  2X 


3 -+- 2.r  —  X'  — 3  —  ax-Hx' 

L*êc|uation  j'  —  ax  —  3=o  donnant  x  =  3,  x  z=z  —  i  ,  ton» 
se  réduit  à  poser  a  =  —  3,6=:2,/>  =  3,  q  =.  —  i  dans  \^ 
valeurs  ci-dessus  de  A ,  B  ;  et  il  vient 

3  5 

A  =  7,     B  =  7: 

i  4 

—  3-h2x    3  5 

donc  ^————  __  -^^^ZTl)  ■*■  4  (i^T?)' 

identité  dont  il  serait  f.icilc  de  vérifier  Pexactitiide. 

Pour  peu  qu*on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  dVtre  suivit , 
on  voit  quVUe  |)eut  sVnendre  au  cas  où  le  dénominateur  de  l\ 
fraction  rationnelle  serait  d*un  degré  quelconque. 

Après  avoir  résolu  l'équation  que  Ton  forme  en  égalant  à  o  U 
dénominateur,  on  pose 

a  -h  6j-  H-  7X'  -h  .  .  .  Xj:"  A  B  C 

—  H 1- 


a' -h  6'x -h  7'x= -h  .  .  ,  H-x*       X  —  p       X  —  q        X —  /• 

on  chasse  les  dénominateurs,  puis  on  transpose  tous  les  tenui'> 
dans  un  même  membre,  en  ordonnant  par  rapport  à  x.  Égalant 
à  o  chacun  des  coeflicients  des  diverses  puissances  de  x,  on  ob- 
tient ainsi  autant  d'équations,  toutes  du  premier  degré,  qu*il  y  a 
de  quantités  A ,  B ,  G, .  .  .  à  déterminer;  d'où  Ton  dédoit  alors ies 
valeurs  de  ces  quantités. 

Mais  cette  méthode,  très-simple  pour  le  cas  où  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  proposée  est  du  deuxième  degré  seulement , 
t*utraînc  dans  des  calculs  assez  compliqués  lorsque  le  degri'  est  un 
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[>€U  considérable.  Toutefois^  les  équations  qui  doivent  servir  à 
déterminer  A,  B,  C,  .  . .   sont  toutes  du  premier  degré. 

La  méthode  qui  va  suivre  est  plus  élégante;  et  elle  a  surtout 
Pavantagede  donner  les  valeurs  de  A,  B,  C,..-  chacune  séparément. 

581.  Désignons,  pour  abréger,  par     \     la  fraction  à  décom- 
poser ,  et  établissons,  comme  précédemment, 
fix)  ABC 


¥  [x)       X  —  p         X  —  q        X  ~~  r 
Si  Ton  chasse  les  dénominateurs  y  il  vient 

~  A{x—  7)(-i.-—  r)..,-h  B(x-'p)ii  —/•]... -h  C(j:  —  ;;)  (-r  —  q)  , 

et  comme  cette  équation  doit  exister,  quel  que  soit  .r ,  on  peut  y 
laire  alternativement  x=/;,x=r7,.cz=r...j  ce  qui  donne 
immédiatement 


[p  —  y)  [p  —  '■)..•.  (y  —  r)  (7  —  '•j . . . 

Dans  le  cas  particulier  traité  par  la  première  méthode,  on 
trouve  sur-le-champ 

A  —  ^^^  =  ^-±5^,     B  =  -^^'^^  =  ~  «  -+-  ^^y 

382.  Cas  exceptionnel.  —  La  seconde  méthode,  ainsi  que  la 
première,  peut  toujours  être  employée  tant  que  les  racines  de 
F(x)=:o  sont  inégales  (réelles  ou  imaginaires);  mais  Tune  et 
l'autre  sont  en  défaut  toutes  les  fois  que  F  (a:)  =  o  renferme  des 
racines  égales.  En  effet,  si  Ton  suppose,  par  exemple ,  /?  =  7,  les 

valeurs  de  A ,  B  se  réduisent  à  A  rr"^' ,    B  ='^-in  . 

o  G 

Le  cas  des  racines  égales  exige  donc  que  Ton  ait  recours  à  urt 

autre  mode  de  décomposition. 

Soit  d'abord  F  v >t)  =  (^  —  y  )'"  i 
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il  est  bien  é video t  qu'alors  on  ne  saurait  poser 

f{x)  ABC 

F(x)       X — p       X — p       X — p 

puisque  le  dénominateur  du  second  membre  ne  peut  être  qne 
X  —  /? ,  tandis  que  celui  du  premier  membre  est  [x  —  y?)"  ;  mais  si 
l'on  établit 

/(x)  _        A  B  C  L 

F  {*)  *~  (x  — />)"  "^  (x  —»'"-•  "^  i>  —/?)—'  "*"-  "    '^  x-p 

cette  égalité  n^offre  rien  que  d'admissible. 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient 

/(x)=rA-+-B(x— /;)  -4-C(x-;?)»^-.  ..  4-L{x-/i)— ;  ;i' 

d'où  ,  en  faisant  x  =  /i,     A  =f{p) , 

ou  bien,  A  =  a  H-  6/?  -h  7^'  -h  ...  -h  V*- 

Passons  à  la  détermination  de  B.  Pour  cela,  iJ  est  nécessaiiv  df 
remplacer /(x)  et  A  par  leurs  valeurs  dans  Téquation  (i),  pui;» 
de  transposer  celle  de  A  dans  le  premier  membre  ;  il  vient  ainsi 

«(*  —  A>)  -h  7  (•^'— /»')  -h  .  . .  =  B  (x  — ./>)  -f-  C(x  — /?)'4-  . .   , 

ou,  supprimant  le  facteur  x  — p  dans  les  deux  membres, 

€  -h  7  (x  '\-p)+^[x^'^px-hp^)  -h  ...  =  B  4-  C  (x  —/i)  4- ...  -^^^ 

Faisons,  dans  cette  égalité ,  x  =  /?  ;  il  en  résulte 

64-27/?  4-3  V  4-  . . .  =  B. 

Pour  déterminer  C,  il  suffit  de  retrancher  cette  deraiére  égaliJè 
de  régalité  (2),  et  il  vient 

7  (x  —  /?)  4-  ^  (x'  —  ;>')  4-  (î/>  (x  —  /^ ,  4-  .  .  .  =  C  (x  —  />)  4- . . .  1 

ou,  supprimant  le  fîicleur  x  —  /?, 

7  4- ^(x  4-/?)  4- ^>»  4-  ...  =C4-D(x  — /IÎ-+-  ..., 

égalité  qui,  par  l'hypothèse  x  =  p,  se  réduit  a 

7  4-  3^/>4-  . .  .  =  C. 
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En  continuant  ainsi,  on  parviendrait  à  déterminer  D,  E, .  . . 
isqu*à  L  inclusivement. 

585.  Considérons  actuellement  le  cas  général  où  le  dénomi- 
ateur  renferme  plusieurs  espèces  de  racines  égales  et  plusieurs 
icines  simples,  en  sorte  que  Ton  ait 

F(ar)  =  (x-/.)(x-^)  .  . .  (4:  -  y/)-' (x  ^  ^T  •  •  •  , 
''(x)  étant  toujours  de  la  forme  a  -f-  ^x  4-  ...  4-  7^?"- 
Posons  alors 

A  B  A'  B'  '  V 

4- 4-  .  .  .  4-7- -rz.  -+-  7- -T^^r-  -+-  ...  -H 


X  —  p        X  —  q        '  '  '        (x  — />')*'        (x  —  y?')*'-'  *        X  —  // 

-h 

(1*011,  en  chassant  les  dénominateurs, 

/(*)  =  A  (*  -  7) . . .  (X  -  pY  (x  -  f/r 

+  B  {*-;>)...  (x-//)"'(x- 7')"'  ••• 
+ 

+  h'(x-p)(x-q)  .  .  .  {x-q'Y{x-p')  .  .  . 
+ 

-i-x'ix-p)ix->,)...{x-pr-  ■ 

+  h"{x-p)(x-q)...{x-pr(^-l')-'-- 


Cela  posé  ,  on  déteroiinera  d'abord  A ,  B,  C, . . .    comme  au 
n°  581,  ea  (aisant  successivement  dans  cette  dernière  égalité, 

x=p,x  =  q,..  .; 
Alg.  B.,  10»  éd.  39 
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ce  qoi  donnera 

fip) 


\  = 


B=: 


/(r 

V  —p  "Kl  —pT  (7 — v'r  -• 


après  quoi ,  pour  obtenir  A',  B', . . . ,  puis  A'^,  B'^, . . . ,  on  pour: 
opérer  comme  au  n"*  582. 

334.  Scolie  généraL  —  La  décomposition  des  fractions  radoo 
nelles  en  fractions  simples  stippdse,  comme  l'on  voit,  que  Ti-r^ 
sache  résoudre  complètement  toute  équation  d*un  degré  danat 
Aussi  cette  question  n*est  d'une  facile  application  que  lorsque  le: 
racines  de  Téquation  F  (x)  =  o  sont  commensiirables;  car  oo  sa^i 
que  les  racines  incommensurables,  aussi  bien  que  les  racines ima 
ginaires  (*),  peuvent  rarement  être  obtenues  sous  leur  vént<ib.< 
forme.  Elle  nous  sera  d'ailleurs  utile  dans  le  dixième  et  deniitr 
chapitre.  Mais  c'est  surtout  dans  Tune  des  parties  de  Tanalpe  ioh 
nitésimale  [le  calcul  intégrai)  qu'elle  trouve  sa  véritable  appli- 
cation. 


^*)  La  recherche  des  racines  imaginaires  fera  Tobjet  du  premier  pu- 
graphe  da  neuvième  chapitre. 


NOTE 

SUR  LES  POLYNOMES  RATIONNELS  ET  ENTIERS. 


PREMIERP.    PARTIF. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  n**  250  (*j. 

Tout  polynônie  premier  P  (rationnel  et  entier)  qui  divisa,  exactement  ie 
produit  Axh  de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers ,  divise  néces- 
sairement l'un  de  ces  poix  nomes* 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions  qui  n'en 
6ont  qae  des  cas  particuliers^  et  que  nous  allons  démontrer  successi?e- 
ment. 

1.  Premier  cas.  ~  Soient  P  un  nombre  premier,  A  un  nombre  entier 
quelconque,  F*  un  polyndroe  rationnel  et  entier,  mais  dépondant  d\ine 
seule  lettre  a ,  c'est-à-dire  tel  que  Ton  ait 

B  =  fl«"  -h  fta"-'  -+-  c«"-»  ■+■  ...  -H  ia  4-  / 

(a,  hy  e,. .  . ,  s,t  étant  des   nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  né> 
jalifs). 
Comme  le  produit  A  x  H  devient  alors 

Aa  .  u."  -\'  Ab  ,  a"-  •  -H  Ac.  a"-*  -+-...-+-Af.a-+-Af, 

ei  que  P  divise,  par  hypothèse,  ce  produit,  il  ^'ensuit  nécessairement 
(  II'' 30)  que  P  doit  diviser  chacun  des  coefficients  Aa  y  A2>,  Ac,...,  A5,  A<; 
donc  il  fiiut  {Ai'ilh.,  ^2"  édit. ,  n9  129)  que  P  divise  A,  ou  qu'il  divise  cha- 
cun des  nombres  a,b,  c, . . . ,  s,  t,  et ,  par  conséquent,  B. 

D*où  Ton  peut  conclure  que 

Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  Ax  B  ^  deux 
quantités  dont  l'une  A  est  un  nombre  entier  quelconque ,  et  l'autre  B  un  poly- 
nôme rationnel  et  entier  dépendant  d'une  seule  lettre  ce  ,  doit  diviser  A  ou  B. 

2.  Dbdxièiie  cas.  —  Soient  P  un  nombre  premier,  A  et  B  deux  polynômes 

(*)  Cette  démODStralion  ni  due  a  M.  7.ef'r'!'i(r«  lU  Fouvrr,  ««aniinateur  d'admÏMion  à 
l'Ernlr  Polytrchniqnr 

39. 
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rationnels  el  entiers  dépendant  do  U  seule  lettre  a,  c''est-à-dire  lels  qw 

Ton  ait 

A  =.  ««■   -h&«»-»     -t-coe«-»-h ^sa  -ht. 


B  =  a'a«'-j-fc'a-'-«-H. 


(«,A,  e,.    .,s,i,a'fb\c\.,,,s',t'  étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  Tensemble  des  termes  de  A ,  dont  les  coefficients  rei> 
ferment  le  facteur  P,  et  par  A*  Tensemble  des  termes  dont  tea  coeflieiefii> 
ne  sont  pas  divisibles  par  P^  il  en  résulte 

A  =  A'-i-A'.  . 

Soient  de  même  B'  et  B"  les  deux  parties  de  B ,  dont  Pane  a  tons  sf» 
coefficients  divisibles,  et  Pautre  ses  coefiiclenta  non  divisibles  par  P;  od  a 
aussi 

B  =  B'-^B'.  ? 

Multipliant  Pune  |iar  Pautre  les  égalilê8(i)  et  (2),  on  obtient 

AB  =  A'B'  -t-  A^B'-i-  A'B'  -+■  A'B».  ,3 

Cela  posé,  puisque,  par  hypothèse ,  P  divise  chacun  des  coefficieuls  de  A 
et  de  B',  il  8''en8uit  que  P  divise  les  trois  premières  parties  du  second  mem- 
bre de  l'égalité  (3)  ;  donc,  pour  que  P  divise  le  produit  AB,  il  Uui  neco- 
sairement  quMI  divi»o  la  quatrième  partie  A'  B*.  Or  je  dis  que  cette  der- 
nière division  est  impossible;  car  désignons  par  ^oc,  JPa*-',  les  deux  termes 
de  A'  et  de  B'',  affectés  du  plus  haut  evposant  do  a;  comme  leur  prodoti 
kk'.K'^'''  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  produits  partiels  ^%^i  entrent 
dans  A''  B",  il  faut  nécessairement  (  n^  30),  pour  que  P  divise  A'  B',  qu'il 
divise  kk' -^  ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  premier  P  ne  dirUr 
ni  k  ni  A'. 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  Pabsurdilé  est  de  supposer  A'  ou  B*  t^al 
à  o;  et  alors  tous  les  termes  de  A  ou  de  B  étant  divisibles  par  P,  il  s^cusoit 
que  A  ou  B  doit  être  divisible  par  P,  pour  que  A  X  B  soit  lui-même  divi- 
sible par  P.  —  Done 

Tout  nombre  premier  P,  yuf  divise  exactement  le  produit  A  X  B  die  dfs 
polynômes  rationnels  et  entiers,  fonction  d'une  seule  lettre,  doit  diviser  tous  le^ 
coefficients  de  l'un  de  ces  polynômes ,  et,  par  conséquent,  ce  polynôme. 

3.  TaoïsiÈMB  CAS.  —  Soient  A  un  nombre  entier  quelconque,  B  un  poly- 
nôme rationnel  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  ec,  P  un  polynôme  pre- 
mier, de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  produit  A  x  B  est  divisible  par  P,  on  a  Tt- 
Calité 

AxB=PxQ 

(Q  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 
Décon&posons  le  nombre  A  dans  ses  facteurs  première,  et  soit 

A=//'/^../(-) 
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;  plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  égaux);  l'égalité  (i)  devient 

JJT.../^^^^  B  =  PxQ;  (2) 

iVovk^  divisant  les  deux  membres  pary; 

PxO 


/^y^../<-).B  =  - 


/ 


Or  le  premier  membre  de  celle- ci  étant  une  quantité  rationnelle  et  entière, 
il  doit  en  être  de  même  du  second  membre;  mais /est  un  nombre  premier 
<\\ï\  ue  peut  diviser  P ,  puisque  F  est  premier:  donc  ,  en  vertu  du  second  cas, 
^  doit  diviser  Q ,  et  Ton  a  Q  =/x  Q'  (Q'  étant  une  quaulilé  entière)  ;  d'où , 
substituant  dans  régalité  (a),  et  divisant  par/, 

/^/^../(-).B  =  PxQ'.  (3) 

Raisonnant  sur  cotte  égalité  comme  sur  IVgalité  (a) ,  on  reconnaîtra  de  même 
que  Qf=./*  X  Q"  (Q'  étant  une  quantité  entière)  ;  d^où,  substituant  dans 
y)  et  divisant  par/', 

J"  /".../(-). B  =  PxQ^  (4) 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  supprimé  successivement  tous  les  fac- 
teurs /,  y  ,/*, . .   ,  Z^*) ,  on  parviendra  enfin  à  une  égalité  de  la  forme 

B=:PxQ(-»-), 

(^)(«'(-'>  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique;  ce  qui  dé- 
montre que  B  est  divisible  par  P.  —  Ainsi , 

Tout  poljrnome  premier  (rationnel  et  entier)  â/pendant  d^une  seule  lettre  «, 
'/tti  divise  exactement  le  produit  d'un  nombre  entier  quelconque  A,  par  un 
polxnâme  rationnel  et  entier  B  dépendant  de  la  même  lettre  a ,  doit  diviser  ce 
dernier  polfnôme. 

4.  QuATRiÉHE  CAS.  >- Soient  A,  B  deux  polynômes  rationnels  et  entiers , 
«Cependant  d'une  seule  lettre  a,  et  P  un  polynôme  premier  de  même 
nature. 

jSiipposons  que  A  no  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d'ailleurs  que 
A  &oit  de  degré  plus  élevé  que  P;  divisons  alors  A  par  P,  en  poussant  la 
(iivision  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  h  un  reste  de  degré  moindre  que  P. 
Mais  afin  d'obtenir  au  quotient  des  coeflficieuts  entiers,  multiplions  d'abord 
A  par  un  nombre  convenable  m  (ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  coeflicients  fractionnaires 
«uxquels  on  serait  conduit  si  Ton  n'efTectuait  pas  cette  préparation).  Dési- 
gnons enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division ,  et  par  R  le  reste  ;  nous  aurons 
•'égalité 

»i.A  =  PxQ-»-R.  (i) 

vH  doit  être  supposé  différent  do  o,  car  autrement  il  s'ensuivrait  que  P  dtvi< 
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aormit  m.  A  et  par  conséquent  A,  en  vertu  du  troisième  cas,  ce  qai  sera:'. 
contre  la  supposition  ci-dessus.) 

Cela  posé,  multiplions  par  B ,  et  divisons  par  P  les  denz  memin'et  de  \\ 
galité  {i)j  il  viont 

Or,  P  devant ,  par  hypothèse ,  diviber  A  X  B ,  et  par  conséqucnl  m .  A  X  B ,  ii 
faut  nécessairement  que  P  divise  aussi  B  X  K  ;  et  si  R  est  un  nombre  entier 
quelconque,  la  proposition  est  démontrée  j  puisque  P,  divisant  B  x  R^  doit 
diviser  B ,  en  vertu  du  troisième  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  lui-même  dépendant  de  « ,  et  divisons  P  par  K. 
après  avoir  toutefois  introduit  dans  P  un  facteur  numérique  m'  propre  a 
donner  an  quotient  des  coefficients  entiers;  il  vient  encore 

iii'.P  =  RxO'-t-R'- 

yR'  doit  être  différent  de  o  j  car  si  Ton  avait  R'=  o,  il  s'*ensoivrait  que  H 
diviserait  m\P,  et,  par  conséquent,  que  tous  les  facteurs  premiers  al- 
gébriques de  R  diviseraient  P,  ce  qui  est  impossible  puisque  P  e»t 
premier.  ) 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  régalitê  ('/;  il 
>ient 

BxRxjQ'      BxR' 

égalité  qui  piouvc  que  la  divisibilité  de  Bx  R  par  P  entraîne  celle  de  B  x  B 
par  P.  Si  R'  est  indépendant  de  a ,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  I't 
divisant  B  x  R',  doit  diviser  B ,  diaprés  le  troisième  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a,  et  continuons  de  diviser  F  par  R\par 
R'y.. .,  et  ainsi  de  suite;  nous  parviendrons  bientôt  à  un  rOôto  R(*)  indé- 
pendant de  a,  et  tel  que  B  x  RC*>  sera  divisiblepnr  P.  Donc,  enfin,  B  Ini-méice 
est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  ou  Ton  aurait  P  de  degré  plus  élevé  que  A,  on  dlviseraic  I' 
l^r  A ,  puis  P  par  R ,  R',  R*',  et  les  raisonnements  seraient  absolnmeoi  les 
mèmes.^  *  • 

Ainsi,  —  Lorsqu'un  poljnôme  premier  P  (rationnel  et  entier',  dépendart 
duH€  seule  lettre  a,  divise  exactement  le  produit  A  X  B  </<r  deux  polynâmusi^ 
lionmels  et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  même  lettre  oc ,  on  peut  en  conc/orr 
que  P  diî^ise  exactement  A  ou  B. 

JS.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  ^jénéraliser  la  proposition  ;  car,  en 
supposant  que  les  trois  polynômes  A,  B,  P  puissent  renfermer  letdeui 
lettrtv  a,  €,  on  aura  quatre  nouveaux  cas  à  considérer,  savoir  : 

lO.  .  P  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépendant  de  la 
seule  lettre  a;  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polfnôme  rationnel 
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tl  «nlier  dépendant  de  la  seiilo  lettre  a;  B  un  polyiiôinu  raliunnel  et  entier 
rfnrermant  les  deux  lettres  a,  6j 

i*^  ..  P  UQ  nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d^nio 
Mîule  lettre  a  ;  A ,  B  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant  les 
lieux  lettres  «  y  6  ; 

>. . .  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier 
ilependaot  d^une  seule  lettre  a;  B,  P  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
rcnlermant  les  deux  lettres  a,  6,  mais  P  un  polynôme  premier; 

4°. . .  EnGo,  A,  B,  F  trois  polynômes  renfermant  lesj  deux  lettres  a  ,  o, 
mais  P  un  polynôme  premier* 

Si  Ton  applique  à  chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnements  analogues 
a  ccDx  qui  ont  été  établis  aux  n»»  i ,  2,  5 , 4 ,  on  parviendra  à  cette  nouvelle 
proposition,  que 

Tout  poljrnômc  premier  P  (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  a., 
fi ,  qui  divise  le  produit  A  X  B  <ie  deux  polynômes  renfermant  les  deux  mêmes 
h  lires,  divise  néeessait ement  l'un  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  pour  le  cas  de  deux  lettres,  on  poui 
ensuite  Pétemire  au  cas  de  trois,  quatre,  lettres,  etc.  ;  donc  elle  est  vraie 
^ôncralement. 

6.  On  en  déduit  immédiatement  : 

»**.  Que  Tout  polynôme  premier  B  qui  divise  A*,  doit  diviser  A ,  puisque  l'on  a 
V  =  A  X  A.  —  De  même ,  P  ne  peut  diviser  A",  A*,. . . ,  A-,  sans  diviser  A  ; 

-i^.  Que  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  f I  B  sont  premiers  entre 
eux  y  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A"»  et  B" 

Car  tout  facteur  premier  commun  à  A"  ot  B»  devrait  aussi  diviser  A 
<'t  B,  ce  qui  serait  conttt  Thypolbèse. 

î**.  Qne  Tout  polynônve  rationnel  et  entier  ne  peut  être  décompose  en  fac- 
tfurs  premiers  (rationnels  et  entiers]  que  d'une  seule  manière;  proposition 
analogue  à  celle  qui  a  clé  établie  {Arithmétique,  2a«  édition,  n<»  132)  pour 
un  nombre  entier. 

7.  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui 
«onsliiuent  la  théorie  dû  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers ,  on  peut  remarquer  qu'elles  no  supposent  que  les  quatre 
premières  opérations  de  TAlgàbre,  Ainsi,  nous  aurions  pu,  à  la  rigueur, 
placer  cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût  semble 
pluB  naturel  ;  maie  les  raisonnements  étant  d'une  nature  un  peu  abstraite 
pour  les  commençants,  il  nous  a  paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre 
'JÛ  Ton  en  fait  un  plus  frcqucnl  usage. 
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SECONDE   PARTIE. 

Sur  la  décomposition  tTun  polynôme  rationnel  et  entier  en  ses 
/acteurs  premiers. 

ClairaiU  esl  le  premier  aiitear  qui,  dans  ses  Éléments  d' Algèbre,  ait  tniti 
cette  question.  Sa  niëtbode,  peu  commode  dans  la  pratique,  manqmni 
d^ailleurs  de  géncraliié,  nous  allons  en  exposer  une  autre  qui ,  outre  TaTan- 
tage  de  pouvoir  s^appliquer  à  toute  espèce  de  poljnAmea  rationnels  et  en- 
tiers, présente  oncoro  celui  de  se  lier  immédiatement  à  la  méthode  des 
racines  ooromensurables  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons  avant  tout  un  nouveau  principe  sur  lequel  0005 
aurons  à  nous  appuyer. 

8.  Ainsi  qu'on  Ta  vu  au  n®  5237,  toutes  les  fois  (\u*nne /onction  entière  i 
peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  x  r=  «,  le  binôme  (x—  a 
est  un  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Ajc«-+-  Bx"— «-h  Cji  "•-•-+-... -+-Mx  h-  N, 
A,  B,  (*,...,   M)  N  étant  des  quantités  entières,   numériques  ou  algé- 
briques. Admettons  qu'aune  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire,  '=  f 

(qu*on  peut  toujours  supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété  de 
rendre  nul  le  polynôme  X  :  je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  exactement 
divisible  par  (6x  —  a),  le  mot  divisible  étant  pris* ici  dans   le  sens  de  la 
division  algébrique   ordinaire   {n*^  230). 
En  effet,  il  résulte  d^abord  de  ce  qui  a  été  dit  au  n^  238,  que  le  quotieoi 

de  la  division  de  X  par  /  x —  ^  j  est  exact,  et  égal  à 

Ax— •  H- ^A.  I -t- B^  X— ^  ^A.  ~ -H  B.  g -H  c)  X— »  H- ... 

en  sorte  que,  si  Ton  appelle  Q  ce  quotient,  on  a* 

x  =  (.-|)q.  ;■• 

Q  éunt  un  polynôme  de  forme  fractionnaire,  mais  dont  tous  les  denomi- 
nateura  sont  facteurs  de  6"-'. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  Tégalité  (i)par  €*i  il  vient 
\  ,  Ç"  =  ^f  r  —  «) ,  Q  .  g"»-'  ;  et  il  C5t  évident  que  Q  .  €"•-«  fieut  être  consi- 
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X    6*" 
dtfrc  comme  un  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  valeur  - — '• • 

Mais  €x  —  a  est  un  polynôme  premier  qui  ne  peut  difiser  le  facteur  €", 
puisque  ce  facteur  est  iodépendant  de  x;  donc  (note,  n^  8)  X  lui-même  est 
divisible  par  &r  —  «  ;  et  Ton  a 

X  =  C6x-a)Q'.  (2) 

Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier.  C.  Q.  F.  D. 

y.  B.  —  Comme  régalité  (i)  revient  à  X  =  (&r  —  a)  ^^  on  obtient,  en 

la  comparant  avec  Péj^alité  (2), 

5=Q',        d'où        Q=Q'.6, 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  supposé  de  forme  fractionnaire,  se 
rédait  lui-même  à  un  polynôme  entier,  et  tel  que  6  est  facteur  commun  à 
tous  ses  coefllcients. 

C'est  sur  ce  principe  que  a'appuie  la  détermination  des  facteurs  du  pre- 
mier degré  de  la  forme  {mx-^n)  pour  les  équations  numériques.  {Vqxes  les 
exercices  donnes  n^  325.) 

9.  Passons  actuellement  &  la  recherche  des  facteurs  premiers  d'un  poly- 
nôme rationnel  et  entier. 
Considérons,  en  premier  lieu,  un  polynôme  de  la  forme 

«"•-hP«"»-«-4-Q«"-»-f- ...-*-TaH-U,  (1) 

P,  Q, . . . ,  T,  XI  désignant  des  quantités  algébriques  entières. 
II  est  facile  de  démontrer,  comme  on  l'a  fait  au  n<>  318,  qu'aucune 

expression  rationnelle  fractionnaire  -  (qu^on  peut  toujours  supposer  irré^ 

6 

ductibU),  substituée  à  la  place  de  a,  ne  peut  rendre  nul  le  polynôme 

proposé. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir 


P--+-P- 

6«  I 


M  Ion  multiplie  par  6"-* ,  et  qu'on  transpo&c  tous  les  termes,  &  l'exception 
'ia  premier,  il  vient 

y  =  —  P«-i-i  —  Qocw-ig—  ,..  ^ïaS»--»  —  U6"-', 

«f!altté  évidemment  absurde;  car  le   second    membre  est  un   polynôme 
rationnel  et  entier,  tandis  que  le  premier  est  essentiellement  fractionnaire 
noUj  nO  6). 
Soit,  en  second  lieu,  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Aa»"-»-  Bn*"-'  -f-  ...  4- Ma -h  N. 
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a! 
Egalons  ce  polynôme  à  o,  ei  posons  (n°  96tf  )  a  =  j;  ou  trouve,  aprè»  !.. 

disparition  des  dénominateurs, 

a'-'-hB-a'— «-+-  C.  A.fl'— «-i-D.AVtf'— *H -»- N  .  A— •  =o. 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynôme  (i^ , 
et  qui,  si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  a',  ne  peut  en  admettrt 
que  dVnli^rej, 

Désignons  par  p,  p\  /»",...  les  différentes  racines  entières  de  cett*- 
éqnaliou;  les  racines  correspondantes  de  Téquation 

A«"*  -H  Ba*-«  -h  . , .  -H  tf  -h  N  =  O 

seront  j,  ^ ,  ^ , . . . .  Or,  parmi  celles-ci,  les  unes  peuvent  être  entiGre5 

et  représentées  par  a,  «',...,  les  autres  fractionnaires  ot  exprimées  par 

-,   -7 , . . .  (6  et  y ,  6'  el  y' , . , .  étant  premiers  entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  premier  degré  par 
rapport  à  a,  du  polynôme  proposé,  seront 

a  —  a,     a  —  a',...,     et    ya  —  6,     y'a^6*,.... 

Par  ce  moyen,  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  premier  degré,  par 
rapport  à  Tune  des  lettres  qui  eutrent  dans  un  polynôme  donné,  se  troux 
ramenée  h  la  recherche  des  facteurs  du  la  forme  a  -<  K,  K  éunt  une  quan- 
tité entièrcp  positive  ou  négative,  numérique  ou  algébrique.  EU  pour  obte- 
nir ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoudre  en  quantités  entières  une  équa- 
tion de  la  forme 

«"•-H  ?«»-«  -+-  Qa»"^  -H  . . .  -hTrt  -H  U  =  G, 

P,  Q, . .  . ,  T,  U  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  établie  précédemment  (  n*'  520)  pour  résoudre  en  nombri*!" 
entiers  une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en  toi.:- 
points  à  la  question  dont  nous  nous  occupons  ici.  Il  suffit  donc  de  se  re- 
porter à  ce  numéro  pour  se  former  une  idée  de  la  marche  quHl  faut  suivn 
h  IVgard  d'un  polynôme  rationnel  et  entier,  quelque  compliqué  qu'il  soti 
Nous  nous  bornerons  à  quelques  remarques  générales. 

10.  Première  remarque.  —  L^application  de  la  méthode  supposant  que  l> 
dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé  en  ses  facteurs  pre- 
miers, il  semble,  an  premier  abord,  que  nous  fassions  une  pétition  d 
principe;  mais  observons:  i^  que  ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  !• 
polynôme  proposé;  a^  que,  dans  tons  les  cas,  il  renferme  une  lettre  d* 
moins  que  ce  polynôme. 

\insi  d'abord,  qnnnd  le  polynôme  ne  renferme  qu'um»  seule  lettre.   )• 
dernier    terme  est  nitmérique  ;  or  on  sait  déjà  trouver  tous  le*  di%i*eur»  | 
'ruu  nombre. 


SBCOlfBK    PAATIE.  6lC) 

Si  le  polynôme  renferme  detuc  lettres,  et  qu'on  ronlonne  par  rapport  h 
Tune  d^ellea,  le  dernier  terme  u>st  plus  fonction  que  d^une  seule  lettre;  et 
Ton  est  censé  savoir  déterminer  tous  les  diviseurs  entiers  d^un  polyndnc 
d'une  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n*en  renferme  que 
detur  ;  et  ainsi  de  suite. 

11.  Seconde  remanfue.  —  Lorsque,  dans  le  polynôme  proposé,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  do 
runilé,  comme  il  faut  avoir  recours  à  la  transformation  du  n<^  865  pour 
rendre  ce  coefficient  égal  à  i ,  et  que  cette  opération  donne  liiMi ,  en  général , 
a  de  nouveaux  coefficients  très- compliqués,  il  convient  d^appliquer  d^abord 
la  méthode  au  polynôme  lui-mômc,  de  la  manière  indiquée  au  n^*  524.  Par 
ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  premiers  de  la  forme  (a  —  ai.),  après 
quoi  Ton  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de  tons  ces  factenrs  ; 
et  la  question  se  réduit  à  déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  (*/a —  €), 
de  polynôme-quotient. 

12.  Troisième  remanjue.  —  Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore 
de  s'assurer  si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale 
n^'auraieot  pas  un  commun  diviseur  (n®  847),  parce  que,  s'*il  en  existait 
un,  on  le  supprimerait,  et  Ton  opérerait  ensuilesur  le  polynôme  résul'.ant 
de  cette  suppression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  décomposablo  ; 
et  ses  (acteurs  premiers  seraient  les  facteurs  iodépcodauts  de  la  leltie 
principale. 

15.  Quatrième  et  dernière  remarque. —  Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  comme  facteurs  des  monômes  littéraux,  tels  que  6,  &*,...,  c,  c%..., 
il  est  plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le 
•îgne  -H,  puis  avec  le  signe  —  ,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat  de 
cette  snbstitulion  est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le 
polynôme  sont  reconnues  racines.  C'est  la  même  règle  que  pour -h  i  et—  » 
par  rapport  aux  équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


PREMIiùR   EXEMPLE. 

14.  à  a*-k-  a"  *  -+-  û»  &»H-  ab^—  h*. 

Egalons  ce  polynôme  à  o,  après  Pavoir  ordonné  ;  il  vient 

afl*-j- fca«-H  6*a*-H  fc*rt  —  fc*=  o.#  (i] 

(Conformément  à  la  icmarquc  du  nP  il,  cherchons  d'abord  li»s  divisrui-.- 
lela  que  «  —  a. 
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Or  les  diviseurs  de  b*  étant  b,b* ,b*,  b* ,  il  faudrait  essayer  ces  diviseat> 
tant  avec  le  signe -h  qu^avec  le  signe  — ,  et  pour  cela,  les  sobstitaer  so 
lieu  de  a  dans  Téquation  (i) ;  mais  comme  le  polysAme  proposées!  homif- 
gène  {Algèbre,  n9  11),  il  est  évident  que  b*y  substitué  à  la  place  de  «,  don- 
nerait pour  ^a*  un  terme  de  plus  haut  degré  que  tous  les  autres ,  et  qui ,  par 
conséquent,  ne  pourrait  être  dcti-utt.  Même  raisonnement  par  rapport  ai' 
et  b*.  Ainsi ,  Ton  nu  doit  essayer  que  les  diviseurs  -h  &  et  —  l. 

Or  le  dernier  seul  donne ,  par  sa  substitution , 

nb*  --  b* -\~  b*  —  b*  ^  b*  =  o  ; 

donc  —  2^  est  racine  de  Téquation ,  et ,  par  conséquent,  a  —  ( —  b)  ou  (a  -h  A' 
est  diviseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  ce  polynôme  par  a  +  & ,  et  égalant  le  quotient  à  o,  on  trouve 

aa'  — fca*-+-a&*a— *•=  o.  \-i) 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de  «%  en  posant 

c 
A=  -,  puis  opérer  sur  Tcquation  résultante  comme  sur  la  proposée j  mai» 

si  Ton  rapproche  le  premier  et  le  troisième  termes  de  Téquation  ^a),pnis  le 
deuiième  et  le  quatrième,  on  reconnaît  qu^elle  revient  à 

ad(a»-hA')—  /i(a*H-*')  =  0,       ou       (2a  —  fr)  (a'-H  **)  =  o. 
I>onc,  enfin,  le  polynôme  propose  est  égal  à 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du  second  di'grf . 

15.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  polynôme  est  homo- 
gène et  composé  de  deux  lettres  seulement,  on  peut  ramener  la  résolution 
de  Téquation  à  celle  d'aune  équation  numérique. 

Soit,  en  eflfet,  Téquattou  générale 

Aa"  -+-  BAa— '  -f-  C&*  «—»  -h  ...  H-  M*--'  «i  -H  N&-  =  G, 
A ,  B ,  C, . . . ,  M ,  N  étant  des  nombres  entiers. 
Si  Ton  pose  t  =  ^.     d'où    «  =  ijc,  il  vient 

Afc"*"»  ■+■  Bft"»x*"-'  -+-  Cft"*"-*  -f- . . .  -h  Mfr*  X  -H  Ni*  =  o, 

ou  supprimant,  pour  le  moment,  le  facteur  ft"*, 

Ajr«  -H  B*— •  -f-  Car»-'  -h  . . .  -i-  Mx  -H  N  =  G, 

équation  numérique  quMI  ne  s^agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  coo' 
mensurables.  Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  la  relation  a  =&x,  dooM- 
ront  les  valeurs  correspondantes  de  a,  et,  par  suite,  les  diviseurs  d«  i^ 
forme  «  —  «  ,  ou  y  a  —  6. 
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Ain&î ,  soit  posé  dans  Téquation  (i)  du  n»  14 ,    a=:bx,    il  vient 

&*(a«*-h  jr«-hJc'-hx—  1)  =  o.  (3) 

Le  factenr  entre  parenthèses  étant  égalé  à  o  et  soumis  à  la  méthode  dm 
racines  commensurables,  on  trouve  les  deux  facteurs  (x-^-i),  (a*  — 1), 
et,  par  suite,  le  facteur  (x«-4-i);  d'où,  substituant  dans  Téquation  '3)  et 
remplaçant  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  a  =  6x , 

(a-+-A)(2fl-A)(fl«H-A*)  =  o. 


DKOXIÈIIB  EXEMPLE. 

16.  a*— (&-4-c)a«-(5«--3Ac)a'^(A'-6«c-6c*)ii~i>cH-A«c«  =  o. 

Le  dernier  termn,  —  b*c  -hb*  c",  revient^à  6*  c  (—&-+-  c)  ;  ce  qui  donne 
pour  les  diviseurs  simples , 

6,    c,     —fc-Hc,    A~c,     — c,     —6. 

On  ne  doit  d''ailleurs  essayer  que  ces  diviseurs ,  puisque  le  polynôme  est 
homogène;  car  b*  ou  bc,  par  exemple,  mis  à  la  place  de  a  dans  Téquation, 
donnerait  ft'  ou  &*c*,  quantité  d'un  degré  supérieur  à  toutes  les  autres,  et 
qui,  par  conséquent ,  ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  «  =  &,— A,c,— c,  on  reconnaît  que  b  seul 
vérifie  Féquation.  Ainsi  déjà  (a  —  b)  est  un  des  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  du  n^'SfiO  aux  deux  facteurs 


—     *  H-  c, 


b      — 


-+-     b*c 

—      b*c 

-i-  b'   - 

bc* 

-h 

b' 

-    2b*C    - 

-   bc' 

-    fc«  - 

bc 

u 

-  2b*     -4- 

2bc 

M 

H-  2b 

» 

-H      &     - 

c 

» 

—  r. 

» 

Considérons  d'abord  le  facteur  ( —  6-f-  c).  Après  avoir  divisé  le  dernier 
terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne-hi'c  pour  quotient,  on  ajoute  à  ce  quo- 
tient le  coefficient  de  a',  et  Ton  obtient  pour  somme,  6'  —  bc*. 

Divisant  b*  —  bc*  par  —  i -h c ,  on  a  pour  nouveau  quotient ,  ^  b*  —  bc, 
qui ,  ajouté  au  coeflicient  de  a*,  donne  pour  somme, 

~  2  A*  -»-  a  ic. 

Divisant  — 2  &' -ha  6f  par  — &H-c,  on  obtient -t~  a  &,  quotient  qui,  ajoute 
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au  coefltoiontde  a',  donaû  pour  somme, 

Divisant  enfin  -t-6  —  c  par  —  b-hc,  on  trouve  pour  quotient,  —  1.  l)or.- 
>-  &  H-  c  est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (6  —  r) ,  on  obtient  poar  la 
première  somme,  6'  —  2  &'  c  —  be*,  quantité  qui  n^est  pas  diTisible  par  b  —  c 
Ainsi  &  —  c  doit  être  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseun  entiers,  et  du  premier  degré,  ôk 
polynôme  propose,  sont  (a  —  6]  et  (a  -t-  6  —  c).  Divisant  ce  polynôme  fur 
le  produit  («  —  6)  («  -h  &  —  c)  ou  «•  —  ar  —  ft*  -+-  4c ,  on  a  pour  quotient . 
a»  —  6«  -h  bc. 

Ainsi  le  polynôme  proposé  revient  h 

(a  —  b)    («-Hfr  — c)   (n^  —  ba -i- bc). 


17. 


TaOlSlÈME   EXEMPLE. 

aa*-f-  {b  -h  3c)  «•  —  (7*»  -  afcc  -  c»)a*  —  a  (&•  -t-S&'c)* 
-f.65*  — 4&'c  — a6«c«  =  o. 


t 


Le  dernier  terme  revient  à  26*  (36*  —  'àbc  ~  c*)  :  or  il  est  aisé  de  recoo- 
naître  que  rhypothè^o  b:=c  rend  nul  lu  facteur  entre  parenthèses;  donc  «• 
dernier  terme  est  divisible  par  &  —  c ,  et  Ton  trouve 

6&*— 4i*c  — ai'c«=  i6*  (5— c)(3A-+-c;. 
£n  appliquant  la  mcihodc  à  chacun  dci.  diviseurs  simples 

b,b  —  c,3b-i-c^   -Sb  —  c,  — 6-hc,— ft, 

ou 

q6,  a(6  -  c),  a(36  -H  c),  ~  -2(36  -^-c),  -  q(6  —  r),  —  2A, 

on  reconnaît  que  (b  —  c)  seul  satisbiiÀ  toulCÀ  les  conditions.  xVinsi  Tol  * 
a  =  b  —  c ,  d*où  a  —  5  -H  r  =  o. 
Divisant  le  polynôme  propose  par  a—b-hc,  on  obtient  pour  quoi  if  nt 
2û*  H-  (36  -t-  f)  ««  —  46»  Il  —  65*  —  2 A*  c.  2 


Posons,  dans  ce  nouveau  polynôme,     a  =  —• 

il  vient 

«'•  H-  (3  &  4-  c)  a'*  —  8&'  a'  —  24 A»  —  8i*c. 
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Or  le  dernier  terme  revient  à 

-86«(3&-+-c- 

fc  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples,  abstraction  faite  du  facteur  8, 

b,    3&-hc,    *,     — 3fr  — c. 

L'application  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  36 -h  c,  —  36  —  c,   fait 
reconnaître  que  —  (3&  +  c)  est  racine  de  réquation  (3),  et  par  conséquent 

qaeâ=  —  -^ ■•  est  racine  de*  Téquation  (a).  Donc  (3a-f-36-f-c)  est 

diviseur  du  premier  membre  de  celle  équation  (n**  8). 
En  efTectoant  la  division,  on  oblient  pour  quotient, 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a_6^c)  (afl-+-34-f-c)  (a«-a6*). 

18.  Cet  exemples  suflfisect  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  facteur» 
du  premier  degré  dVn  polynôme  rationnel  et  entier.  Quant  aux  diviseurs  du 
second  degré  ou  de  degré  supérieur,  il  faudrait  employer  une  méthode  ana- 
logue à  celle  qui  a  été  établie  au  n9  SStf. 

Au  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que 
quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes  n^y  sont  élevées 
qu^à  la  seconde  puissance;  et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  facteurs 
ne  dépend  que  de  la  résolution  d^une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  Pexemple  traité  n9  16,  et  observons  que  la  lettrée  n^entrc 
qo*4  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  rordonnani  par  rapport  à  celte  lettre,  on  obtient 

(i*  — flfc)c*  —  (6' -+-«&*  — 3  «•  6 -Ha»)  c -+-/!*•  —  rt»  6*  —  fl»6-|-a*  =  o; 

^t  il  su  (Tirait  de  résoudre  celle  équation  par  rapport  à  c,  puis  d'eflecluer 
toutes  les  opérations  et  siniplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais, 
avant  lotit,  il  convient  de  s^assurer  sHI  n^existerait  pas  un  diviseur  commun 
à  tous  les  coefficients. 

Or  lecoeflîricnt  6*  —  ab  revient  h  b(b  —  a),  ri  il  e»l  aisé  de  reconnaître 
que  PhypothèbC  b  —  a  =  o,  oufr  =  <i,  anéantit  les  deux  autres  cocflicients  ;. 
donc  (6  — a)  est  diviseur  commun.  En  supprimant  ce  fartour  dans  le  poly- 
nôme, on  trouve  pour  quotient, 

i^c*  —  (ft'  -h  a  ab  —  n*)  r  -h  flfc*  —  /?•  =  o  ; 
d'où  Pun  déduit  immédiatement 


-v/^ 


b^-^^ab'-a'  /{b*-^--iabj^-n*y         g*  —  ab* 


•xh        "y  ib 
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OU ,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4  ^'  >  développant  les  calccU 
et  extrayant  la  racine  carrée , 

c  — i ?. 

ih 

n  «  ai'-H!2aA        .  ...  . 

Donc ,  I® . . .        c  = , =  6  H-  a  :      d'où    c  —  h  —  «  =  o  ; 

Qfli  — art*       ai — «"        .,    .        i  .  I 

ao...         c= = — ; ;    d'où     c*— «è-h«'  =  o 

Ainsi,  les  diviseurs  du  polynôme  pro[>osé  sont 

fc  —  fl,     c  —  fc—  fl,     «A  —  ab  +  a', 
ou  a  —  h^     a  -\-  h  —  c ,     a*  —  «A  -h  ftc , 

comme  on  Pavait  déjà  reconnu  au  n^  16. 

Le  troisième  exemple  (n°  17)  peut  être  traité  de  la  môme  manière;  car 
la  lettre  c  n'entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde  puissance. 
On  serait  conduit  à  supprimer  d'abord  le  facteur  (a*— 2&*),  common  a 
tous  les  coefficients. 

19«  Nous  terminerons  par  xm  exemple  assez  remarquable  qu'on  reocootre 
dans  la  Géométrie  analytique. 
Soit  l'éfuation 

(  j.»  -t-  x«  —  cxy  —  (a*  -  c*)x*  -  a*  {x  —  e)*  =  o. 

Gomme,  après  le  développement  du  premier  membre,  les  deux  lettres  >^ 
et  e  n'y  entrent  qu'à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indiflerem- 
ment  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettre  c;  il  vient 

(r'  -^-ot'-  a»)  c*  —  a  xC^^'H-  Jr«—  a*)  c  -+-^-^  (a  x«  —  a*)r* -e  x*  —  *«  x«=  o, 

équation  que  Ton  peut  résoudre  par  rapport  à  c.  Mai&  vérifions  aupara^ani 
sir'-+-  x'  —  fl',  qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficient!,  «' 
diviserait  pas  également  le  coefficient  de  c°.  Or,  en  essayant  la  division,  on 
trouve  pour  quotient  exact,  ^*  +  x^ 
Donc  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(7* -+- x«  —  a*)  (c*  —  2irx -f- j'» H- X*)  =  o, 

ou  bien ,  (r*-l-x«  —  a*)  [x*  ■+-  (x  —  c*]  =  o; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le  prodiut  d: 
deux  facteurs  rationnels  du  second  degré,  que  l'on  doit  d'ailleurs  regarder 
comme  des  facteurs  premiers. 

Si  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à  la  lettre  x,  on  ne  pourni: 
appliquer  la    méthode  du   n»  9,    puisqu'elle   ne  donne  que  les  fsrtf<ir> 
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itionneU  da  premier  degré,  et  que,  parle  fait,  le  polynôme  n^est  décom- 
OMLble  qti^n  des  facieors  premiert  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant 
ar  rapport  &  j^,  on  obtiendrait  une  équation  du  quatrième  degré,  rëso- 
nble  à  la  manière  de  celles  du  second. 

iV.  B.  —  On  arrive  à  Téquation  que  nous  venons  de  traiter,  en  recherchant 
e  Lise  GÉOMÉTEioui  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  fojer  d'une 
Wpse  sur  ta  tangenie  considérée  dans  toutes  ses  positions, 

90.  En6n,  la  décomposition  dUin  polynôme  en  facteurs  rationnels  peut 
itre  fort  utile  dans  rélimination  ;  car  on  a  vu  (  n»  56tf  )  que,  quand  on  est 
>arvenu  à  décomposer  les  premiers  membres  des  deui  équations  en  leurs 
acteara  simples,  la  détermination  des  systèmes  de  valeurs  propres  h  Téri- 
Ser  ces  équations  se  réduit  à  celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  com- 
binaisons deux  à  deui  de  ces  facteurs  ^lés  à  zéro. 


Jig,  B.,  io«  éd,  4^ 


CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations. 


Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  moiis 
indispensables  y  à  la  vérité,  que  les  théories  exposées  dans  les  cha- 
pitres précédents;  mais  elles  doivent  néanmoins  servir  à  coaipletf 
Tensemble  des  principes  de  l'Analyse  algébrique.  Le  neu9ièn< 
peut  être  regardé  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équa- 
tions, et  le  dernier  comme  le  complément  de  la  théorie  des  saitc- 

§  1^.  —  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

585.  Observations  préliminaires.  —  Nous  avons  donne,  daQ> 
le  huitième  chapitre ,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racint  ^ 
réelles,  commensurables  ou  incommensurables,  d'une  équatinn 
numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  rechercht 
des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord ,  cette  recherche  pe-  : 
paraître  superflue;  car  ces  racines,  étant  des  symboles  pureimn 
algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  question  dont  Téquation  es: 
la  traduction  algébrique.  Cependant,  comme  nous  Tavons  dij- 
dit,  remploi  de  ces  expressions  dans  la  haute  analyse  est  d'u^ 
usage  très- fréquent,  et  conduit  quelquefois  à  des  résultats  d'uDr 
grande  importance  :  c'est  pourquoi  nous  tâcherons  de  donner 
tine  idée  du  travail  des  pins  célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  équation  a  des  racims 
réelles  incommensurables  et  des  radnes  imaginaires,  on  ne  petit. 
comme  pour  les  racines  commensurables,  la  débarrasser  d^abd^i 
de  ses  racines  iucomniensurablcs;  car  les  méthodes  ne  donnct ' 
celles-ci  que  par  approximation  ;  et  si  Ton  divisait  Téquation  p.i 
les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on  obtiendrait  pot 
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r]uotient  un  polynôme  dont  les  coefficients  ne  seraient  que  des 
nombres  approchés.  Le  calcul  des  racines  de  l'équation  résultante 
Q^offrirait  donc  plus  alors  aucune  certitude. 

Ainsi  ,  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les 
équations  proposées  renferment  à  la  fois ,  et  des  racines  incom- 
mensurables, et  des  racines  imaginaires,  à  moins  que  toutes  leurs 
racines  ne  soient  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  515)  qu'une  équation  dont  les 
coeflîcients  sont  réels  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu'en  . 
nombre  pair.  Or  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat  plus 
positif  encore,  qui  consiste  en  ce  que  :  Les  racines  imaginaires  de 
toute  équation  h  coefficients  réels  sont  toutes  de  la  forme  de  celles 
du  second  degré ,  c'est'à-dire  de  la  forme  artby^ —  \^  sl  et  h 
désignant  des  quantités  réelles,  commensurables  ou  incommensU' 
râbles;  proposition  déjà  vérifiée  pour  les  équations  à  deux  termes. 

586.  Avant  de  passer  à  la  démonstration  du  cas  général ,  nous 
ferons*  voir  que  :  Si  une  équation  dont  les  coefficients  sont  réels  a 
une  racine  de  la  forme  a  -h  b  \/ —  i ,  elle  en  a  nécessairement  une 
autre  de  la  forme  a  —  b  y —  i ,  a  e*/  b  étant  les  mêmes  dans  ces 
deux  expressions. 

Pour  démontrer  celemme,  considérons  Tcquation 

jc"  4-  P;c"-'  -+■  Qj:^-'  H-  .  . .  -f-Tx  H-  U  =  G, 

P,  Q,  .  .  .  ,  T,  U  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et 
supposons  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression 
telle  que  a  -h  b  ^ —  i  ;  on  aura  l'égalité  vérifiée 

[a^bs-^T-hP(,a^b)/^r"-^..,-hT{a-{-b^^)-i-V=o. 

Développant  les  calculs  et  se  rappelant  que  les  diverses  puissances 
de  ^ —  I  sont  alternativement  (  n*^  170) 

v'^,  —  î,  — v--i>  -^  »  I  v^^^,  —  I,  — V"— »»  +  >  I  ..., 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes, savoir:  une  partie  réelle,  provenant  de  toutes  les /?«/>- 

4o. 
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sancêx  de  degré  pair  de»  ^  \/  —  i  ,   coRibitiôcs  avec  les  ptiiss^ito^ 

/!*,   «"-%  /i"~%   . .  de  flt,  et  les  coefficients  P,  Q,  R, ;  pui> 

une  partit'  imaginaire  provenant  de  toutes  les  puissances  de  degrc 

impair  de  b  ^ —  i ,  combinées  avec  les  puissances  «"•*-•,  «*■■■% .  •- 

de  a,  et  les  coefficients  P,  Q,  R , 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M  et  N  ^ —  i,  l'égalité  ci- 
dessus  se  réduira  à  M  H-  N  \/ —  i  =  o ,  équation  qui  ne  peut  évi- 
deiument  subsister  qu'autant  que  Ton  a  séparément 

M  =  G,     et     N=o. 

Actuellement,  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposât*, 
au    lieu  de  a  -h  à  ^—  i ,     on  substitue     a  —  6  v^—  i ,    ce  qui 

donne 

l 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  ce  développement  ne  difTérera 
du  précédent  qu'en  ce  que  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
impaires  de  b  >J —  i  auront  changé  de  signe,  car  ( — b^^i)' 
est  égal  à  (-H  b  y^—  i)'"  :  mais  (— ^  V' — i)""*"  est  égal  à 
—  {^l,^ —  I  )"*"*"'  (n®  ti$9);  donc  ce  résultat  sera  nécessairement 
M  —  Nv^ — I,  M  et  N  désignant  ici  les  mêmes  quantités  que 
dans  le  résultat  du  premier  développement.  Or  on  a  vu  tout  î 
rheure  que  Ton  doit  avoir  séparément  M  =  o  et  N  =  o  ;  aiiisi, 
régalité  M  —  N  ^ —  i  :=  o  est  elle*méme  satisfaite  ;  par  consê> 
quent ,  fî  a  -+-  b  ^ — i  est  une  racine  de  la  proposée  y  a  —  b  y—  » 
est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  sur  la 
forme  des  racines  imaginaires. 

587.  Cette  proposition  est  évidemment  une  conséquence  du 
théorème  dont  voici  l'énoncé,  théorème  que  Ton  peut  regarde! 
comme  un  des  plus  beaux  de  Tanalyse^  et  que  Ton  doit  à  rillusiir 
Laplace  : 

Toute  équation  de  degré  pair  y  dont  les  coefficients  sont  ixïcls, 
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rst  décomposahle  en  facteurs  réels  du  second  flegré,  c'est-à-dire 
en  facteurs  de  la  forme  x'  -h/'J?  4-  7,  J?'  -^p'x  -H  ?'>  •  •  •  1 
dans  lesquels  p,  r/,  p'y  q\  -  -  -  désignent  des  quantités  réelles 
quelconques;  car  ceci  étant  admis,  les  facteurs  x*  -^ px  -^  q^ 
X* -+-/»'x-h7',  . .  .  ,  égalés  à  o,  donnent  lieu  à  des  racines 
qui ,  si  elles  sont  imaginaires ,  ne  peuvent  être  que  de  la  forme 
a-±zb  ^ —  I  ;  et  réciproquement. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème. 
Soit  une  équation  X  =  o  de  degré  pair  m ,  à  coeflicients  réels. 
Appelons  /i,  6,c, ...   ses  différentes   racines;   les  lecteurs  du 
second  degré  correspondants  seront 

X- — {a-^b)x-\-aby  x'  —  (a -^ c) x -{- ac y  x'  —  [b-\-c)x-\~bc..,, 

Gîla  posé,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vun  de  ces  facteurs  y 
au  moins ,  a  ses  coefficients  réels. 

En  effet,  supposons,  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule  fois 
divisible  par  2 ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  mz^^n,  n  étant  un 
nombre  impair. 

On  peut  toujours  (n^'  899)  former  une  équation  en  z,  dont 
les  racines  soient  des  combinaisons  de  la  forme  a  +  6  +  kab^ 
rt  -f-  c  4-  kacy  ^  -f-  c  -h  kbcy .  .  . ,  k  étant  un  nombre  entier 
tout  à  fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée ,  et  dé- 
signons-la par  Z  =  o  ;  son  degré  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons,  deux  iv  deux ,  des  racines  a,  b^  r, . . .  ,  c*est-àodire 

à  m . ou  n{m  —  i);  or  n  est,  par  hypothèse,  impair,  et 

il  en  est  de  même  de  [m —  1);  donc  l'équation  Z  =:  o  est  de 
degré  impair  :  ainsi  (n°  518),  cette  équation  a  au  moins  une  racine: 
féelle,  et  cette  racine  est  la  valeur  de  l'une  des  combinaisons 
a  -^  b  -h  kab ,  a  -^  c  -{-  kac , . . . . 

Maintenant,  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième,.  . . 
valeur^  nous  formerons  ainsi  autant  d*équations  Z'  =  o,  Z''=  o, . . . , 
(|ui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  d'abord 
se  faire  (|ue  la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  appar- 
tienne À  une  combinaison  composée  de  doux  lettres  différentes 
de  celles  qui   entrent  dans  les  combinaisons  prccédcnlcs  ;    mais 
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oomme  le   nombre   de    ces  combinaisons  est   limité  et  égal 
m. ,  qu'on  peut  désigner  par  p,    il  est  clair  qu'après 

avoir  attribué  à  X-,  \p -k-  i)  valeurs,  et  formé  (/>-Hi)  équa- 
doos  Z=:o,  Z'=:o,  Z"=:o,...,  dcux  de  ces  équations  se- 
ront telles ,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  à  unr 
combinaison  composée  des  deux  mêmes  lettres  :  ainsi ,  Ton  peut 
supposer,  par  exemple ,  que  Ton  ait  trouvé ,  en  désignant  par  2 
et  x'  ces  deux  racines  réelles» 

4i-\-  b  -h  ^'ob  =:  a  ,•       «  -H  6  -f-  A^ab  =  a'. 
De  ces  deux  equadons  on  déduit  par  Télimination  : 

,         a— a'  ,         XV  —  X'a 

r..,.6=-^— p,        ^^...a^b=^j^—jr-' 

Ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies;  donc 
il  est  démontré  que  Viui,  au  moins,  des/acteurs,  x* — {a  -h  b)x  -h  a^, 
de  b  proposée ,  a  ses  coefficients  réels. 

Soit,  en  second  lieu ,  m  =  2» .«',  «'  étant  impair.  Formons  en- 
core une  équation  Z  =  o ,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme  a -^  b  -^^  kab  ;  cette  équadon  sera  du  de- 

gr^»  „,  'ml  ou  in'  [m  —  1).  Or,  n'  et  (m  —  i)  étant  des  nombres 

impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2;  donc, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d*ètre  dit,  Téquation  Z==  o  aura,  aa 
moins  y  un  facteur  du  second  tlegré  a  coefficients  réels.  Ce  facteur, 
égalé  à  o ,  donnera  lieu  à  deux  valeurs  de  z  de  la  forme 
a  rt  €  \  —  I  (6  pouvant  être  o  ,  ce  qui  arriverait  si  les  deux  valeurs 
de  s  ouient  réelles).  Considérons  seulement  la  première  racine,  et 
sup|X)Sons  qu'elle  appartienne  à  la  combinaison  a  -h  6  H-  kab. 

D'après  les  raisonnements  précédents,  rien  n'empêche  de  sup- 
poser encore  qunne  autre  écpialion  Z'  =r  o,  formée  de  la  mémr 
manière,  ait  une  racine  de  la  forme  a'  -h  6'  v/^^,  appartenante 
la  combinaison  #1  -h  A  -f-  k'ab,  composée  des  deux  mêmes  lettres; 

.     ,,     ^.     (fl-4-AH-  /a^=a  -+-6  /^  ) 
en  si»rte  que  Ion  ait  a  la  lois  J  . —  J- 
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lioù  rond<*<iiiit 

-^=  JZTk '      ^'-+-^  = -^-;P 

Ces  expressions  sont  de  la  foriiie  r-f- j  ^ —  i  et  r'  -H  s' ^ —  i . 
Ainsi,  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degré,  tel 
que  jc^ —  (/■'  -\-  s  '  >J —  i)  X  H-  r-i-  5  sj —  i  ;  et  si  l'on  égale  ce  fac- 
teur à  o  9  on  obtient 

La  <|uantité  sous  le  radical  ,  étant  développée,  donne  un  résnicul 

«le-  la  foruie  r" -{- s"  sj  —  \ 'y  mais  l'expression  \l r"  -f-  5"  \J~-  1 
^e  réduit  elle-même  (n"  iSl  )  à  une  autre  de  la  forme 
r"  -h  J^'V — '  »  ^*où  l'on  peut  conclure  que  la  première  des 
deux  valeurs  de  x  ci*dessus  est  aussi  de  la  forme  p-h  q  ^ —  1  \ 
et  y  d'après  le  lemme  démontré  au  n"^  586 ,  il  faut  ([u'elle  en  ait  une 
autre  telle  que  p  —  q  s/ —  »• 

Or,  si  Ton  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x—  (/^H-  7  ^^i) 
al  jc  —  {p  —  q  si —  i) ,  on  obtient  pour  produit  {x —  pf  -\  7  , 
t)U  x"^ —  ipx  4-/?'  -f-  7%  polynôme  du  second  degré  en  x  ,  dont 
les  coefficients  sont  réels.  Ainsi ,  il  est  encore  démontré  que,  dans 
le  cas  de /w  =  2-./i',  V équation  a  au  moins  un  facteur  rccl  du 
second  eiegré. 

Soit,  en  troisième  lieu,  m  =:  2'./i",  n"  étant  impair;  on  peut 
former  une  équation  Z  rr  o  analogue  aux  précédenlcs ,  dont  le 

degré  m ou  2\  //"  (m  —  i)  sera  deux  fois  divisible  par  2, 

et  qui ,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit ,  aura  au  moins  un  fac- 
teur réel  du  second  degré;  d'où,  en  répétant  les  mêmes  raison 
iieraents  que  dans  la  seconde  partie  do  la  démonslration  ,  l'on 
pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même  a  nu  moins  un  facteur 
téel  du  second  degré. 
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Même  raisonnement  dans  Thypothèse  où  Ton  aurait 

iw  =:  2*  .  /i'" ,     w  =  2*  .  /i*^, . 

Donc ,  enfin ,  /oii/«  équation  de  degré  pair  quelconque  dont  k^ 
coefficients  sont  réels,  a  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 

CoHtÎQUBiiov.  —  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation 

'de  degré  pair  est  décomposable  dans  le  produit  d'autant  defac^ 

m 
teurs  réels  du  second  degré  qu'il  y  a  d* unités  dans —  ou  dam^  la 

moitié  de  son  degré. 

En  efict,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre 
par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré 
pair,  à  coefficients  réels,  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel 
du  second  degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  cette  seconde  équation;  et  ainsi  de  suite.  Donc  le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  prodnn 
d'autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  qu^il y  a  d'unités  dan> 
la  moitié  de  son  degré. 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du  théo- 
rème n^  519,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on  pourrait 
Ten  débarrasser  ;  et  Féquation  résultante  serait  décomposable  eji 
facteurs  réels  du  second  degré. 

D*où  Ton  peut  conclure,  en  dernière  analyse,  Iç  théorème éoooct 
11°  S8tf  ;  savoir,  que  les  racines  imaginaires  d*une  équation  vont 
par  couples,  et  sont  toutes  de  la  forme  a±  b  v^ —  i. 

388.   Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations, 
La  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 

Soit        jr"  -^  Pj?«-»  -+-  Qjc*-'  -4-  .  .  .  -f-  Tx  -f-  U  =  o 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables  «-i 
des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  p  H-  r/  ^ —  i  Tune  de  ces  dernières;  il  vient,  pr 
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ta  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée, 

Or,  si  Ton  développe  les  calculs,  et  qu'on  appelle  M  Tenseiuble 
des  termes  réels,  N  ^ —  i  Tensemble  des  termes  imaginaires, 
régalité  ci^dessus  revient  à  M  +  N  ^ —  i  =  o  ,  équation  qui  ne 
peut  exister  à  moins  que  l'on  ait  séparément 

M  =  o     et     N  =  o. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  petq,  combinées  avec  les  coefficients  de  la  pro<^ 
(>osée.  Si  donc  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q, 

£N  IfOMBEES  BiELS  GOMMEHSUEABLES  OU  lirGOlIMBNSUmABLES ,  pro- 
pres à  -vérifier  ces  deux  équations,  et  qu'on  les  substitue  dans  l'ex- 
pression p  4-  q  V —  '  y  ^^  obtiendra  ainsi  successivement  toutes  les 
racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imagi- 
naires. Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent 
faciliter  cette  recherche,  et  qui  sont  d'ailleurs  assez  importantes 
vn  elles-mêmes. 

589.  Supposons  que,  pour  obtenir  les  racines  réelles  incom- 
mensurables d'une  équation  X  =  o ,  on  ait  été  obligé  (n*^  541)  de 
former  Téquation  aux  carrés  des  différences  2  =  0,  et  voyons  le 
parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,  (,  c,  « . .  les  racines  réelles  de  X  =  o,  et 
par  p^q  ^ —  I ,  f>'  ±  ^'  V^ —  I , . .  .  les  racines  imaginaires  ; 
prenons  d'ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à  deux.  On  en  obtient  de  quatre  espèces, 
savoir  : 

1°.  Les  différences  entre  deux  racines  réelles,  telles  que 
a  —  b  f  a  —  c  f  b  —  c,  ••*; 

2®.  Les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées  , 

p-^qs/^'-{p'-q\/^)^7.q)/~,     ^q  ^^      2?"^^; 

;i**.  Les  différences  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  iuia- 


634  DÉTEEMINATION    I>P.S    RACINKS    1MAG1NAIBES. 

ginaire , 

4"*.  Enfin ,  les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  dod 

conjuguées  ,/?  —  />'  -h  (y  —  7')  Z^»  Z'  ^P*—  (^  —  ?')  V"-^- 
Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  reconnaît 
que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  esscnticUement po- 
sitifs; les  carrés  des  secondes  différences  sont  —  4  7%  —  4^">'-« 
c*est-à-dire  des  quantités  réelles,  mais  essentiellement  négatives. 
Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement 
des  expressions  imaginaires. 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  Téquation  Z  =  o,  les  racines 
réelles  et  négatives  de  celte  équation  sont,  en  général,  les  carns 
des  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  —  a,  —  6,  —  7,...  ces  racines,  que  Von  peut 
obtenir,  soit  par  la  méthode  des  racines  commensurables ,  soit  pur 
la  méthode  des  racines  incommensurables  ;  on  a 

d*oà  l'on  déduit 

Connaissant  les  valeurs  de  q,  q',  q",...,  on  obtiendra  ceiln  àc 

P>  p\p'%'',  en  substituant  dz-^a^    ±-^61. ••  àiaplacedeq 

dans  les  équations  M  =  o,  N  =  o,  que  Ton  a  établies  dans  le  nurot-ro 
précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution ,  un  com- 
mun diviseur  en  p,  lequel,  égalé  à  o,  donnera  les  valeurs  tic 
P,  p',  p",...'- 

A  la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut  lorsque  l'une  des  racines 
réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  p,  p\" 
de  l'une  de  ces  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de  â  =  p^  p«r 
exemple,  les  deux  différences  a  —  p--  q  v/—  1 ,  a  — /^  -h  y  \  —  i« 
bC  réduisent  à  —  7  ^—  1    et  f/  V'—  '  >  ^«"^  '«  carrés  sont  égaux 
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a  —  7'.  //  est  encore  en  défaut  lorsque  les  parties  réelles  des  deux 
racines  imaginaires  non  conjuguées  sont  identiques;  car,  par 
exemple,  p  =  p'  réduit  les  différences 

p  —p* -H  (<7  —  ç') \/^,  p—p'  —  {q  —  q')  V^^> 
à(ç-^')^zr7     et    ^(q^q')^ir;^ 

dont  les  carrés  sont  égaux  à  —  (g  —  g'  )'. 

D'où  l'on  voit  que  Téquation  Z  =  o  peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  —4 9% 
—  47%*-';  ™*is  iï  ^'  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 
négative  telle  que  —  a'  est  une  valeur  convenable,  à  ce  que,  si 

Ton  substitue  -  ^a  dans  M  et  N,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 

polynômes  en/?,  résultant  de  cette  substitution ,  aient  un  diviseur 
commun  ;  toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à  cette  condition  devra 
être  rejetée  comme  provenant  de  Tune  des  circonstances  dont  nous 
venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que ,  dans  ces  mêmes  circonstances , 
l'équation  Z  =  o  devrait  avoir  des  racines  égales ,  puisque,  comme 
nous  Tavons  reconnu  plus  haut,  dans  Thypothèse  de  a  =r  ^,  deux 
carrés  au  moins  se  réduisent  à  —  7'  ;  et  dans  Thypothèse  dep  ^=p\ 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à  —  [g  —  7')'.  Ainsi,  Ton  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  Téquation 
Z  =  o  des  valeurs  différentes  de  —  4^'>  —  4^'%  —  {9  —  ^')%  ®^c« 

Quoi  qu*il  en  soit ,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  décou- 
vrir les  racines  imaginaires  d'une  équation  doit  être  pénible  et 
laborieuse  toutes  les  fois  que  Téquation  est  d'un  degré  supérieur 
au  troisième. 

§  II.  —  Résolution  des  Équations  générales  de  degré 
supérieur  au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  tache  importante  à  remplir,  c'est 
(le  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème 
de  la  résolution  des  écjuations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce 


636  RESOLUTION 

problème^  qui  a  longtemps  occupé  les  iiiathéinaticiens  les  plu* 
célèbt*es,  a  pour  but ,  étant  donnée  une  équation  générale  ri  corn 
plète ,  d'obtenir  les  expressions  de  ses  racines  au  moyen  du. 
nombre  limité  d'opérations  algébriques  effectuées  sur  les  coejfi 
cients.  Jusqu'à  présent,  la  question  n*a  été  résolue  que  pour  IH 
quatre  premiers  degrés;  et  Ton  doute  si  jamais  on  pourra  par>ti 
nir  à  une  résolution  complète  pour  tous  les  degrés. 

Quoi  quMl  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  pluj 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équation 
du  troisième  et  du  quatrième  degré  \  ensuite  nous  ferons  connaîtra 
d'autres  méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec  plus  de  succé^ 
aux  équations  d'un  degré  supérieur. 

Équation  du  troisième  degré. 

o90.  D'abord,  on  peut  supposer  (n®  860)  l'équation  privée  de 
son  second  terme ,  et  ramenée  à  la  fonne 

j:'  -h  />j:  +  7  =:  o.  1 1 

Faisons,  dans  cette  éq,uation , 

c'est-à-dire  supposons  x  égal  à  la  somme  de  deux  autres  inconuuo 
(cette  forme  que  nous  donnons  à  la  valeur  de  x  peut  être  motivec 
sur  ce  que,  dans  l'équation  générale  du  second  degré,  la  valeur 
de  X  se  compose  aussi  de  deux  parties  distinctes). 
On  obtient,  en  élevant  l'équation  (2)  au  cube, 

o:^  =  j3  ^  SjU  -^  3r«'  -H  »'  =/"  -4-  2'  -f-  ^y^  [y  4-  s), 

ou  bien ,  x^  =  j-^  -h  z'  4-  3j^s.x, 

et  transposant,  jr*  —  Zyz  .x  —  y^  —  **  =r  o. 

Pour  que  celte  équation  s'accorde  avec  Téquation  (1) ,  il  fa"i  ^ 
j1  suffît  que  l'on  ait 

S     a  OU     <     ^  '  3 

q  = — r  --  *%  )  \r'  H-  5-  =  —  y .  i^ 
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Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs  dç  > 
Frt  de  2  seront  telles,  que  leur  somme  exprimera  la  valeur  de  jr, 
propre  à  vérifier  Téquation  (i).  Tâchons  donc  de  déterminer  j 
t.-t  z  d'après  ces  deux  conditions. 

^.'équation  (3),  élevée  au  cube  ,  donne      j'z^  =  —  —  : 

n>ais  on  a  déjà  j^  4-  2*  =  —  y  j 

donc  (n®  114)  les  quantités  y'  et  z^  sont  liées  entre  elles  par 
réquation  du  second  degré 

dont  le  second  terme  a  pour  coefficient  la  somme  donnée  —  7, 
prise  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 

aussi  donné,  —  ^--  • 

Cette  équation  est  appelée  la  réduite  de  Téquation  du  troisième 
degré,  parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la 
proposée. 

L'équation  (5)  donnant  r  =  —  -±:i/i--f-^, 

2       V   4       27 

d'où ,  à  cause  de  la  relation  j:  =  j  -+-  z , 

expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines. 

En  effet ,  désignons  par  m  et  /i  ce  que  deviennent  respective- 
ment les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y  remplace  petq  par 
les  valeurs  correspondant  à  l'équation  (i);  puis  observons: 

I®.  Que  les  équations/^  =  m\  »'  =  n*  donnent  (n«  575) 

jr=zmyX'=otmjy  =  a}m^     et     z:=n,   z=an,   z  =  a*/# 
(i,  a,  a^  étant  les  trois  racines  cubiques  de  Tunité   ; 
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2°.  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  j  et  de  s ,  dont  h 

somme  exprime  la  valeur  de  x ,  doit  être  égal  à  — ~,  diaprés  la 

relation  (3). 

Il  en  résulte  évidemment  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
réquation  (i)  en  combinant  deux  à  deux  les  six  valeurs  ci-dessus 
de  j^  et  de  z,  et  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  <\m 

p 
donnent  un  produit  égal  à  —  ^  • 

Or  on  a  ,  en  premier  lieu , 


m>C^ 


'=\/-i-v/F|xv'-i-\/?-ë 


4     4     27  ~     3' 

donc  X  :=im  -h  n  forme  la  première  racine. 

En  second  lieu ,         a/w  X  «'«  =  a?mn  =  mn  r=  -^^  ; 
donc  X  =  oLm  -ha^n  donne  une  seconde  racine. 

Enfin ,        oL^m  X  ««  =  a^w/i  =  — 'Ç; 

donc  .r  1=  a'/7î  -h  a/î  exprime  une  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  (comme  on  peut 
s'en  assurer  aisément)   la  condition  que   le  produit  soit  égal 

à  —  ^  ;  ainsi,  elles  doivent  être  rejetées  ,  et  Ton  a  ,  pour  les  trois 

racines  de  la  proposée , 

j:  =  /?j-h/ï,      xr=iam-ha}n,     x  z=z  a^ m  -^  an . 

N.  B,  —  On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x 
en  divisant  le  premier  membre  de  Téqualion  (i)  par  x  —  m  —  n. 
Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  pre- 
mier membre.  Comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (3) ,  (4).  ^^ 
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des  deux  équations j-  =  /w,  z  =  n, 
p 

il  en  résulte  /?  =r  —  3  m/i ,     ^  =  —  w^  —  /l' j 

d'où  y  substituant  ces  valeurs  de  p  et  de  ^  dans  le  premier  membre 
de  la  proposée , 

.r^  —  3  mn  ,x  —  m'  —  /i' , 

expression  qui ,  divisée  par  x  —  m  —  « ,  donne 
X*  =  {/?!  -H  /i)  X  H-  m*  —  mn  -f-  «'. 

Égalons  ce  quotient  à  o,  et  résolvons;  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite, 

j  = 1 i/ —  3,  X  = V  ~  3, 

2  2        '  2  2        ^  ' 

valeur  dont  il  est  facile  de  prouver  l'identité  avec 
X  =  a  m  -I-  a'/î ,      x  =  a'  w  H-  a/î , 
en  se  rappelant  (n°  167)  que 

a  = 7  a!  OU      a*  = • 

2  2 

DISCUSSION. 

Les  quantités  m   ei  n   renfermant,  dans  leurs  expressions, 

le  radical  4  /  j--\-  —•>  on  conçoit  que  la  réalité  ou  V imaginante 

des  trois  racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité 

'  +  -- .  On  est  donc  conduit  à  faire  les  hypothèses  suivantes  : 
4       ^7 

4     27-^  '    4      27  4      27^ 

Examinons  successivement  ces  trois  hypothèses  (*). 

(*)  Les  conditions  de  réalité  ou  dUmaginaritc  des  racines  de  réqualion 
du  troisième  degré  ont  été  déjà  discutées ,  indépendamment  de  sa  resolu- 
tion, au  moyen  du  théorème  de  M.  Sturm.  {Vofez  le  n»  3tfô.) 
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591 I» ^4-^>o 

4      -^1 
Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (5;  sont 
réelles  et  inégales ,  il  sVnsuit  que  les  quantités  m  et  a  sont  aussi 
réelles  et  essentiellement  différentes  l'une  de  l'autre. 

Ainsi,  la  première  valeur      j:  =r  /»  -h  /i , 

f 


ou     X 


=v/-'Vf^'4-\/-'-v/^S' 


est  réelle, 

m  -+-  n   t^  m  —  n    » 
Les  deux  autres ,       j:  = it v  —  3 , 

2  2^ 

sont  imaginaires  ;  car  elles  renferment  V —  3,  et,  diaprés  l'hypo- 
thèse ,  m  —  ;i  est  réel  et  différent  de  o. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle ,  le  principe  établi  n®  519  sur 
les  équations  de  degré  impair  prouve  que  cette  racine  euposimr 
si  9  est  négatif,  et  négative  si  g  est  positif;  ce  dont  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur 
de  X  ci -dessus. 

599 a*» ll^tL^x^ 

4      27 

Dans  ce  nouveau  cas,   les  racines  de  la  réduite   se  réduisant 

a 
Tune  et  Tautre  à  —  -,  les  valeurs  de  /n  et  de  m  sont  réelles  n 
2 

égales  chacune  à  tV  —  -  ;  ce  qui  donne,  pour  la  première  valeur 
de  X , 


='\/-î- 


Pour  les  deux  autres ,  comme  on  a    m 


il  en  résulte     m  —  /i  :=  o ,     et 


m  ' 
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Ainsi,  ces  valeurs  sonl  égales,  et  se  réduisent  chacune  à 


-fb 


c'est-à-dire  que  leurs  valeurs  numériques  sont  chacune  moitié  de 
la  première. 

Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  g  positif,  Téquation  (i) 

a  une  racine  réelle  négative ,  —  2  i/  - ,  et  deux  racines  positives 

égales,    y/|- 

Le  contraire  a  lieu  quand  le  dernier  terme  est  négatif;  c'est- 
à-dire  qu'elle  a  ane  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 
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Cette  condition ,  qui  exige  nécessairement  que  p  soit  négatif, 
donne  pour  la  réduite  cleux  racines  imaginaires;  et  la  première 
valeur  de  x  se  présente  sous  la  forme 


D'après  cela,  il  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x 
doive  être  imaginaire,  aussi  bien  que  les  deux  autres  qui  renfer- 
ment déjà  dans  leur  expression  le  symbole  ^ — 1.  L'équation  (1) 
aurait  donc  ses  trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contra- 
diction avec  le  premier  théorème  du  n°  512. 

Mais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois 
racines,  les  imaginaires  s'entre-détruisent ,  et  que  les  trois  racines 
sont  réelles, 

£n  effet,  si,  en  admettant (n°  174)  l'exactitude  de  la  formule 
du  binôme  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire,  on  pose 

w  =  i     dans     {a -h  b  sl^^Y'     (  n"  ôm) , 
Jlg,  B.,  10*  «W.  4' 


i\i_f  BtSOÎ.lTTIO^ 

on  Iroiivf  \  M  -f-  N  v  ~  »  ~  ^  "^   Q  V 


VM  —  ?J  v'— 1  —  P  — Qv/—  I, 


ce  qui  donne  m  -h  «  =  vM  -f-  N  v^--  i  -H  \  M  —  N  v' —  «  =^^'' 
ainsi,  la  première  valeur  de  x  est  réelle,  el  se  réduit  à 

jr  =  2  P. 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 

W  -+-  /l  rrr  ?.  P ,       w  —  //  =:  2  Q  ^ —  |  , 

on  obtient;  en  substituant  dans  l'expression 


///  -4-  //    ,    m  —  n 


xz= ± V  —  3, 


r  =  —  PdbQy/—  I  .  V^— 3  =  —  PqiQv/3       (n«  ITO' 

Ainsi ,  les  trois  valeurs  de  x  sont  réelles. 

Le  dernier  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  sur  lequel  K> 
«malystes  se  sont  beaucoup  exercés,  porte  le  nom  de  cas  ibri- 
DuoTiBLE,  parce  que,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trui^ 
racines,  les  formules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  t^tr 
d'aucune  utilité  pour  leur  détermination.  En  effet,  on  vient  <!• 
voir  que  Ton  ne  saurait  débarrasser  ces  formules  des  imaginain'ir 
(|u'clles  renferment,  qu'en  réduisant  la  première  valeur  de  xei. 
une  mite  infinie,  rarement  convergente;  et  il  est  impossible,  lur^ 
même  que  la  série  est  convergente,  d'obtenir  les  exppessi*>n- 
exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcé,  dans  ce  cas,  d^avoir 
recours,  pour  les  applications,  aux  méthodes  de  la  résolution  tlt^ 
équations  numériques. 

Équation  du  quatrième  de^rè. 
504.   Soit  r*  -f-  /?.r'  -^  qx  -^  r  =  o  \ 

Tf^quation  à  résoudre.  (Nous  supposerons  encore  réquatîon  privi 
de  second  terme.; 
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En  se  laissant  conduire  par  l^analogie,  on  peut  être  tenté  de 
faire  x  =  ^-  -+-  2 ,  c'est-à-dire  jç  égal  à  la  somme  de  deux  autres 
inconnues^  c'est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a  suivie,  en 
employant  ensuite  plusieurs  artifices  d*analysi^  pour  tirer  parti  de 
sa  méthode.  Mais  les  calculs  qui  se  rattachent  à  cette  méthode  sont 
très-compliqués  9  et  Ton  parvient  beaucoup  plus  promptement'aux 
expressions  de  l'inconnue  par  l'introduction  de  trois  indéterminées. 
Soit  donc  fait,  dans  l'équation ,  r  =  j^  H-  2  +  m  ;         (a) 

il  vient,  par  l'élévation  au  carré, 

X*  =r  j»  -I-  i'  -I-  «2    -f-  2  [yz  -h  jrti  4-  zu) , 
ou  X'  —  { j'  -+-  3*  -f-  u^)  =  2  {yz  H-  yu  -\-  zu)  ; 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation , 
on  obtient 

-H8^za(r-+-2H-«), 
o\x ,  remplaçant  y  -h  z-^  u  par  x,  et  transposant, 

j:'—  2(j»4-2»-f-  tt»)x»~8/3i/J:-f-(7'-f-z'-t-a»)»  1 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée,  il  faut  et 
il  suffît  que  Ton  ait  : 

!"./>=:  —  2(^'-f-2^-^«^j,        d'où      j'-hZ^ -h  «'  =  —  -;  (3) 

(l'on  y'z'  H-/'tt»  -f-  z'  «*  =  ^'   ^     --  (4) 

3*».  7  =  —  8 yzii ,     d'où      rz«  =  ~  û*  ( ^) 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  fieuvent  servir  à  déter- 
miner les  valeurs^,  z,  m,  dont  la  somme  formera  d'ailleurs  la  valeur 
rie  X.  Or  l'équation  (5) ,  élevée  au  carré ,  donne 

b4 

4i. 
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D'où  l'on  voil  que  les  carrés  jr%  «%  a'  sont  tels,  que  leur  somme 

est  égale  à  un  nombre  donné,  — -,  la  somme  de  leurs  produir> 

p^  —  kr 
deux  à  deux  égale  à  un  autre  nombre  donné  ^- — ■^— ,    et  enfin 

«> 
le  produit  de  ces  trois  carrés,  égal  à  ~ 

Donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n*^  MS)  entre  les 
coefficients  et  les  racines  de  Téquation  du  troisième  degré ,  la  dé- 
termination des  carrés  x',  z%  m'  ne  dépend  plus  que  de  la  résolu- 
tion de  réquation  du  troisième  degré 

Si ,  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs ,  on  pose  t  •=:  -^  A 

4 

vient  .c^ -h  2^^* -H  (/>'  —  4'')*  —  çr»  =  o.  (6 

Telle  est  la  réduite  de  l'équation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  s\  /',  s'"  les  trois  racines  de  l'équation  (6)  que 
Ton  sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 

et,  comme  on  a  d'ailleurs  x  =  ^  +  s  4-  '/,  il  faut  combiner  ccî 
valeurs  par  addition ,  ce  qui  donnera  en  apparence  huit  valeurs 
dilTérentes.  Mais  si  l'on  observe  que  Ton  a ,  pour  une  des  éi]ua- 

lions  de  condition ,  ^zw  =  —  ^, 

on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
des  trois  valeurs  de  y  y  z  et  u  soii  positif  si  g  est  négatif,  et  mègatij 
si  7  est  positif. 

D'après  cela,  le  nombre  de  solutions  est  évidemment  réduit  a 
ifitatrc ,  savoir  : 


i7,! 


(H 
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I".   Lorsque  q  est  négatif,  auquel  cas  la  proposci*  csi 
X*  ■+■  px^  —  7x  4-  r  =  o , 

x  =  -H7V^-t-|v/7-f-i.V^r, 
*  =4- ^  V/?  _  I  V^— 1  V^.ç~, 
x  =  -^yi?^Lsf?-l,sf?, 

Dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  Y  un  po- 
sitif et  les  deux  autres  négatifs. 

a".  Lorsque  q  est  poùtif,  ou  que  la  proposée  est 

j'  H-  /»*'  -+-  yx  -4-  /•  =  o , 

Yro/V  radicaux  négatifs,  ou  un  négatif  el  deux  positif:»). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  cot^f 
ficients  de  la  proposée,  il  faudrait  remplacer  /,  s\  s*"  par  leurs 
valeurs  tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  Ton  obtiendrait 
seraient ,  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compliquées. 

DISCUSSION. 

39)S.  La  réalité  ou  Timaginarité  des  racines  de  la  proposée  dc- 
{leod  essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite  ;  ainsi, 
Ton  est  conduit  à  établir  les  hypothèses  suivantes  : 

i".  La  réduite  peut  avoir  ses  trois  racines  rjlelles.  Mais 
alors,  comme  son  dernier  terme  —  7'  est  essentiellement  négatif, 
il  s'ensuit  que*  ces  trois  racines  sont  positives ,  ou  bien  que  Tunr 
est  positive  et  les  deux  autres  négatives  (n°  318). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives,  lis  quatre  radnrs 
de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 
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Si  Tune  d'elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive,  1^ 
quatre  racines  fie  ia  proposée  sont  imaginaires  ^  à  moins  que  l'on 
ne  suppose  les  deux  racines  négatives,  s" y  .v'^de  Ja  réduite  (6  . 
égales  entre  elles,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  a 

oubien,x=|v/.^'-V^?',  -i^?^v^7,       i  ^/? ^       i.^?., 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  deux  premières  racine* 
sont  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales. 

2°.  La  réduite  peut  avoik  uite  seule  racine  eéelle.  Soit  s' 
cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le  dernier 
terme  —  7'  est  négatif)  ;  comme  les  deux  autres  racines  s"  et  s 
sont  imaginaires,  si  Tune  est  de  la  forme  a -i-  b  ^ —  i^  rauin* 
est  nécessairement  (n**  386)  de  la  forme  a  —  b  ^ —  i.  Or  oa  a 
(n-  »ïl) 


\a  -+-  b  \' —  I  nr  m  -h  n^' —  1,    \a  —  b^ —  i=/w  —  n  ^ —  1  ; 
d'oii  \ja  -\-b  si —  I    -f-   \la  —  b  sj —  i  z=z^my 


\a  -\-  b  ^ —  I    —  \a  —  b  ^ —  i  =  2  «  ^ —  i . 

Donc ,  quel  que  soit  le  signe  de  7  dans  la  proposée ,  les  deux  pre- 
mières racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires:  car,  dans 
les  formules  (7)  et  (8),  les  expressions  des  deux  premières  radnes 
renferment  ^s"  et  s/T'  avec  le  même  signe ,  tandis  que  dans  les 
expressions  des  deux  dernières  ,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de 
signes  contraires. 

Kn  récapitulant,  on  voit  que  Téquation  du  quatrièuîe  degré  peul 
avoir  ses  cjuatre  racines /t^f/Zr^//  la  fois  ou  imaginaires  à  ia  fots, 
ou  bien  avoir  fieti.c  racines  réelles  et  deux  racines  imaginain^ 
(de  résultat  est  conforme  au  principe  établi  n*  3150 
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^féthotlt:  de  rèiolution  des  équations  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré  par  les /onctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  pour 
vsoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
héorie  des  fonctions  symétriques,  et  que  Ton  doit  n  Lagrange, 
^st  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante ,  quoiqu'elle 
!nlraînc  dans  des  calculs  assez  longs  ;  mais  du  moins  on  se  forme 
lisément  une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  être  applicpiée  aux 
tVqua tiens  d'un  degré  supérieur  au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode ,  nous  allons  d'ahord 
rappliquer  à  l'équation  du  second  degré. 

Equation  du  second  degré. 

596.   Soit  x'  -h  px  -^  q  =  o  r équation   proposée. 
Appelons  a  ci  b  ses  deux  racines  ;  on  a  déjà  (n"  242) ,  entre  ers 
racines  et  les  coefficients,  les  relations 

a  ^  h  =  — p^       ab  z=z  q. 

Si  l'on  pouvait  obtenir  une  autre  équation  du  premier  degiv 
vn  fz  et  ^,  on  aurait,  pour  déterminer  ces  quantités,  deux  équa- 
tions du  premier  degré;  et  la  question  n'offrirait  plus  aucune 
difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -h  mb  la  fonction  de  a  et  de  b  (jui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  équation  inconnue;  et  posons 

la  -f-  mb  =r  3, 

^  w,  z  ét<mt  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib-^-ma  donne,  par  rechange  des  lettres  a  et  />, 
deux  combinaisons  différentes,  la  -\-  mb  et  Ib  -h  mn  ,  il  s'ensuit 
(n°  287)  que  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  r.  doit  ùtn- dw 
second  degré ,  et  de  la  forme 

[z  —  [ta  +-  wb)]  [z  —  (Ib  -f-  ma)]  —  o  ;  ^  i  ) 

^\  puisque  celte  inpiation  est  du  second  degré,   il  faut  dn  nioin^ 


/ 
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faire  en  sorte  qu'elle  ne  soit  qifà  deux  termes  ou  de  la  forroc 
s»  =  ^ ,  parce  qu^alors  une  simple  extraction  de  racine  snflin 
pour  la  résoudre. 

Or  9  pour  qu'elle  se  réduise  à  cette  forme ,  il  faut  et  il  suffit  qne 
les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition     Ib  -^  ma  =z  —  (/a  +  m  fr)  ; 
il  en  résulte  (/  -+-  ot)  (a  -i-  6)  =  o. 

Mais  on  ne  peut  avoir  a  +  6  =  o ,  puisque  le  coefficient  du  se- 
cond terme  de  la  proposée  est  différent  de  o  ;  on  a  donc  néces- 
sairement 

/  -f-  iw  =  o ,     d'où     /  =  —  «î. 

D'ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  I*objeC 
que  l'on  s'était  proposé;  ainsi,  m  reste  indéterminé,  et  l'on  peut 
faire,  pour  plus  de  simplicité ,  m  =  i .  ce  qui  donne  /  =  —  i . 

L'équation  (i)  devient  alors 

ou,  réduisant,  z*  —  a* — ^* -4- -2 «6  =  0.  12 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n""  998) 

S|  =  fl-|-Ô  =  — ^,      S,  =  — />S,  —  7.q'=zp^  —  27,      ab  =  q. 

Substituant  ces  valeurs  de  a^  +  b^  et  de  'i,ab  dans  l'équation  (2  , 
on  obtient,  pour  cette  re^/a/Vr, 

2*  — />*-+•  49  =  0;     d'où     z=:±^p^  —  4?- 
(Si  la  première  valeur  de  z  i*eprésente  a  —  ^ ,  la  seconde  exprimt 
celle  de  ^  —  a.) 

Combinant  enfin  l'équation  a  -h  b  =  —  p 

avec  la  relation  ff  —  b  :=  ^p^  —  4^  » 

on  en  déduit 

^'^— f-+-^V/^'  — 47.    *  =  -f-^v^/^'~4^> 

rui  bien , 


■=-f*\/f- 


C.  Q.  F.  T. 
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Équation  du  troisième  degré. 

397,  Soit  x^  -\- px  -\- q  =z  o  l'équation  à  résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation  ,  on  a 
déjà  entre  a,  ^,  c,  la  relation  ii-hA-hc  =  o;  si  donc  nous 
pouvions  former  deux  autres  équations  du  premier  degré  en 
A,  ^y  Cy  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées. 

Désignons  par  la  +  mb  +  ne  une  des  fonctions  qui  doivent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu^il  s*agit  d'obtenir, 

et  posons  ia  -{-  mb  -\-  nc  =  z,  (  i  ) 

4 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes  par 
réchange  des  lettres  a  ,  b,Cy  les  unes  dans  les  autres  ,  savoir: 


la  -h  mb  -h  ne, 

Ib  -h  ma  '^'  ncy 

la-^mc  ~h  aby 

et 

Ib  -^  me  -\'  na  y 

le  -^  ma  -^^  nb  y 

le  -{-  mb  -j-  na  y 

l'équation  d'oii  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré.  Or, 
pour  qu'une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'après  les 
principes  déjà  établis ,  il  faut  (n°  378)  qu'elle  ne  renferme  que  les 
exposants  6  et  3;  c'est-à-dire  qu'elle  soit  de  la  forme 

z*  H-  Aï*  -I-  B  =  G.  (a) 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les 
six  racines  de  cette  dernière  équation ,  afin  d'en  déduire  celles  qui 
doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  ufy  u"  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immédia- 
tement en  posant  z^  =  u; 


d'où 


A  /a* 

'-f-Aa-4-B=o,   et  «  = ±i/-^  — B; 


appelons  en  outre  i,  a,  a?  les  trois  racines  cubiques  de  i  :  on  a 

i«. ...      z  =  u'y      zz=au'f     «=«'//'; 

2" z=  u'\     z  =  0LU'\      s  =  a»  u",  • 
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Ainsi ,  eti  prenant  la  -f-  ntb  -^  ne  =  z\  et  ia  -^  me  -\-  itb  :^  z 
pour  les  deux  combinaisons  principales ,  si  Ton  veut  exprimer  qii* 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2  , 
il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait  les  relations  : 

I".  le  -h  ma  -4-  /lA  =  a  (la  -h  mb  -+-  //c), 

Ib  -+-  me  -^  na  =  9}  (la  -f-  m6  -+-  ne)  ; 

a".  Ib  -h  ma  -{-  ne  =2  a  {la  -h  me  -h  nb) , 

le  -^  mb  -\^na-=  at}  (la  H-  me  -H  nb). 

(Il  est  à  remarquer  (pie  Ton  ne  doit  pas  égaler  indifFcreiii • 
ment  une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  pro- 
duit de  a,  ou  de  a',  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin 
que,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre  d« 
la  relation  ,  aucune  des  lettres  a^  b ,  e  ne  soit  afFectée  d'un 
coefficient  égal  à  celui  dont  elle  est  afTeclée  dans  le  second  membre  : 
autrement  on  serait  conduit  à  des  relations  qui  impliqueraient 
contradiction. } 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées 
ainsi  : 

(/  —  a/i)  e     •+-(//!  —  al)  a      -H  (/î  —  am)  b   =  o , 

(/  —  a^m)  b  -h  {m  —  a'/i)  e  -4-  («  —  a'  /)  /i  =  o , 
(/  —  an)  b  -+-  (m  —  al)  a  -h  (n  —  a,m)  r  =  o , 
(/  —  a'm)e  -h  (m  —  a'«)  b    -h  {n  —  a'/)  a  =  o; 

<ft  ces  conditions  seront   évidemment  satisfaites  si  Ton  a  sépa- 
rément 

l  =  an,  m  =  a/ ,  /ï  =  ajn , 

/  =  a"*  //i ,      m  z=z  a*n,        n  =  a^U 
Or  celles-ci  se  réduisent  à  detix  essentiellement  différentes , 
savoir  :  m  =  al     et     n  =  aV. 

Kn  effet ,  on  a    a^  =  1  ;      d'où      a  =r  —      et     a'  z=  -: 

donc  m  =.  al  revient  à  m  z=  —  .  /,     d'où     /  =z  a' m. 

•  a' 
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De  mëiiie,  n  =.  a?  l  revient  h  /i  =:  -  .  /,      d*oii     /  rrr  a//; 

efiiin  ,  les  roénies  relations,  m  =  olI,  n  =  «'/,  divisées  Tune  par 

f  autre,  donnent  —  =  -;     d  ou     m  =  -fi=:  a^n     et     w  =  a/?/. 
n        a  a 

Donc  il  suftit  de  considérer  les  deux  relations 
m  =  al     et     /i  =  aV. 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  n  en  fonction  de  /,  et  que  / 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

/  =:  I ,     ce  qui  donne     /w  =:  a ,   //  =  a'  ; 

eo  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  /ti  ,  /i    ne  sont  autre  chose  (pie 
les  met  nés  cubiques  de  F  unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la  -f-  rnb  -h  ne  =  z\     la  -+•  me  -h  nb  =z  z"  ; 
il  vient         «-+-  ai -ha'crzr  z',       « -|-  at-  -|-a»6  =  z". 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  Téquation  en  z;  mais 
observons  que,  vu  la  forme  (2)  qu'elle  doit  avoir,  ses  six  racines 
sont  comprises  dans  les  deux  équations 

2»  =  z'^  =  (a-{-  ab-h  a'r)%      z'  =  z"'  =  [a  ■+-  ac  -h  a'' b)\ 

0U9  ce  qui  revient  au  même ,  dans  Téquation  unique 

[z^  —  (a  -h  ai  -h  OL^cY]     [33  _  (rt  4.  ac  -f-  a» bY]=z  o. 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit 
à  ceux  de  Téquation  (2),  on  trouve 

A  =  —  [(^  -f-  ai  H-  a^cy  -f-  (fl  -+-  ac  —  a'  bf], 
B  =  (rt  -4-  ai  H-  a'cf  (a  -f-  ac  -f-  a?by  , 

Si  l'on  remonte  a  la  composition  primitive  de  l'équation  en  ?, 
on  reconnaît  que  celte  équation  est  symétrique  en  ^,  i ,  r  ;  ainsi, 
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Ainsi ,  eti  prenant  la  -\- tné  -h  ne  =i  z\  et   la  -{-  me  -^  nh  =i  z 
pour  les  deux  combinaisons  principales,  si  Ton  veut  exprimer  qiir 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2  , 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  les  relations  : 

I".  /c  -H  ma  -H  /16  =  a  [la  -h  mh  -^  nc)y 

Ib  -h  nie  -i-  fia  =  a'  {la  -f-  m 6  4-  ne)  ; 

a".  Ih  -h  ma  -h  /If  =  a  {la  -h  me  -h  nb) , 

le  -+•  mb  -^  na-=  a.^  (la  H-  me  -j-  nb). 

{Il  est  à  remarquer  que  Ton  ne  doit  pas  égaler  indifforein- 
ment  une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  pro- 
duit de  a,  ou  de  ol\  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  Mnn 
que,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre  (if 
la  relation ,  aucune  des  lettres  a^  b  y  e  ne  soit  affectée  d'un 
coefficient  égal  à  celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  second  membre  : 
autrement  on  serait  conduit  à  des  relations  qui  impliqueraient 
contradiction. } 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées 
ainsi  : 

(/  —  a«)  c     -h  (/w  —  olI)  a      4-  {«  —  oLm)b   =  o , 

(/  —  a}  m)  b  -h{m  -^  a'  n)  c    -h  («  —  «*/}«=  O ,     . 
(/  —  an)  b     -h  {m  —  al)  a      -4-  (/i  —  a/w)  c   =  o , 
(/  —  a'w)  r  -h  (w  ~  aVi)  b    -h  (/i  —  a'/)  //  =  o  ; 

ict  ces  conditions  seront   évidemment  satisfaites  si  Ton  a  sc{i4 
réœent 

l  =  an,  m  z=z  aly  a  =  am , 

Or  celles-ci  se  réduisent  à  deiix  essentiellement  différentes, 
savoir  :  m  z=  al     ei     n  =z  a'/. 

En  effet ,  on  a    a^  =  i  ;      d'où      a  =  —      et     at-  =  -  : 


donc  m  =.  al  revient  à  m  =  -;  •  ',     d'où     l  =  x' 


I 
a' 
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l>e  ixiëme,  n  =:i  cr  l  revient  à  /*  =r  -  .  /,      d'où     /  =t  a//: 

enfin  ,  les  noémes  relations,  m  =  a/,  n  =  «*/,  divisées  Tune  par 

Tau  Ire,  donnent  —  =  -;     d*où     m  =  -n  z=  x^n     et     /î  =  a/?/. 
n       OL  a 

Donc  il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 
m  =z  clI     et     n  -=.  cf}l. 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  n  en  fonction  de  /,  et  que  / 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

/=z:i,     ce  qui  donne     //irra,   /izna'; 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  m ,  /*    ne  sont  autre  chose  que 
les  racines  cubiques  de  l'unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la  -h  mb  -h  ne  =  a',      la  -h  me  -h  nb  =z  z   ; 
il  vient        a  -h  a^  -H  a'c  =r  z',       «  -h  ac  -f-a'  ^  =  z" . 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  Téquation  en  z;  mais 
observons  que,  vu  la  forme  (a)  qu'elle  doit  avoir,  ses  six  racines 
sont  comprises  dans  les  deux  équations 

2»  =  z'^  =  ia  -j-  a^  +  a'c)3 ,      z'  nr  z"'  =  \a  -f-  ar  -h  a-  b)\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  Téquation  unique 

[z3  _  (a  4,  aô  -h  a>c)']     [z^  —  (rt  -h  ac  -h  a'  /»)*]  =  O. 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  ])roduit 
i\  ceux  de  Téquation  (2) ,  on  trouve 

A  =  —  [(/7  H-  a6  -4-  (j}cf  -t-  (û  -h  «c  —  a»  b)% 
B  =         (f/  4-  a^  -h  a'tf  (a  -h  ac  -+-  a^bj . 

Si  Ton  remonte  à  la  composition  primitive  de  l'équation  en  z, 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,h  ^i\  ainsi, 
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les  coefHcienls  A  et  B  peuvent  (n^  1I9IS)  s^expriroer  au  moyen  <1^ 
coeflicients  de  la  proposée,  et  la  difBcultc  consiste  à  évaluer  la 
diverses  fonctions  symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d*aller  plus  loin ,  rappelons-nous  que  i ,  z ,  x'  étant  ia 
racines  de  Téquation  y^  —  i  =  o ,  Ton  a 

a'  =  I  ,      a*  =  ût-^  .  a  =  a ,      a'  =  a* ,      «*  =  i  ,  .  .  . 

et  I  4-  a  -h  a»  =  O  ;      d'où     a  4-  «'  =  —  i  . 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A  et  B  ;  il  vient  : 
1«...      A  =  —  [2Ta^-h3(a-ha')Ta'6-+-  itabc], 

ou  A=r  — (2T<i'  — STfl'ft -H  laa^c]. 

Or  les  formules  des  n®*  292  et  suivants ,  appliquées  à  Twju^-  ' 
tion  x^  -k-  px  -\-  q  z=:  o  y  donnent 

S,=o,  S,— — PS,— aQrr— 2;;,  S,=  — PS,— QS,— 3R= -3v ; 

d'où  Tû'^=:S,S,— 83  =  — 84=317. 

D'ailleurs  on  a  abc  1=^  —  7  ; 

donc  A=:  —  ( — 6<7  —  97 — 12  7)  =  27  7. 

2*.  .  .  B  ==  [(fl  -f-  a*  -h  a'f)  (a  -h  ac  -h  a>  b)]K 

Mais 

d'ailleurs  on  a       Ta'  =  S,  =  —  2/>,  Tab  =/i  ; 
ainsi,  B  =  ( —  3/>)*  =  —  27  /?*. 

Donc  ,  enfin ,  Ton  obtient  pour  l'équation  en  z , 
«*  -4-  27  72^  —  27 />^  =:  0. 
Cette  équation  donne  d'abord 
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J'où  l'on  tire,  pour  les  valeurs  de  2'  et  de  z" , 


Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  a,  6,  r,  il 
buffit  de  combiner  les  trois  équations 

fl  -H  a^  -h  a'  c  =:  l' , 
«  4- a»  A  H- oc  =*'', 
fl  -H      A  -h    c  =  o, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  que  la 
proposée  est  privée  de  son  second  terme. 

D'abord ,  l'addition  de  ces  trois  équations  donne  ,  en  vertu  de 

la  relation  i  4-  a  -h  a*  =  o ,  3  a  =  »'  -h  a"; 

*'  -h  z" 
ii*oii  Ton  déduit  a  =  — r — > 

ou ,  remplaçant  z'  et  z"  par  les  valeurs  ci-dessus , 


C'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n®  590. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a,  la  seconde 
par  a',  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation;  l'on 
obtient 

3r  =  az  4-  a' z   \     d  ou     c  = ^ =  a/w  -f-  a'  /i , 

m  et  n  désignant  toujours  (  n°  590)  les  deux  radicaux  i/  —  -.  ... 

Enfin,  multiplions  la  première  par  a'  et  la  seconde  par  a,  puis 
ajoutons;  il  vient 

3  ^  =  a»  a' -h  oz"  ;      d'où      b  = =  a'/w  -h  a". 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 


(')^4  MKTHOUK    l>E    RÉSOLDTIOW 

Équation  du  quatrième  degré, 

598.  Soit     or' -H  pj:^-\-  qx  ^  r  =:  o     inéquation  à  résoudre. 

Comme  on  a  déjà  la  relation  a-h^-hc-+-^  =  o,il  £aut  tâcher 
d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en  a^  f*  i  c,  d. 

Désignons  par  Aa  -h  Ib  -^  me  -h  nd  Tune  de  ces  fonctions  dont 
il  s*agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque ,  en  permutant  les  lettres 
/7 ,  6 ,  r ,  r/  de  toutes  les  manières  possibles ,  un  pourrait  (n^  £45 
former  24  combinaisons  différentes ,  il  s'ensuit  que  la  réduite  en  z 
serait  du  vingt-quatrième  degré;  ainsi,  nous  devrions  faire  en 
sorte  de  la  ramener  à  la  forme 

pour  qu'elle  fût  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d*abord  il  est  possible ,  à  Taide  de  quelques  artifices  d'ana- 
lyse ,  d'abaisser  son  degré. 

En  effet ,  X  ,/,/«,  /î  étant  des  indéterminées,  on  réduit  le  nom- 
bre des  combinaisons  à  douze  par  la  supposition  de  /*  =  /. 

Faisant  ensuite  m  =  rtj  on  obtient  les  six  combinaisons 

t(a-h  b)  -hm{c  -h  d],  t(c  -k-  d) -^  m(a -\-  b)^ 

l{a  -h  c)-^^m[b  -hd),      et     i(b  -^  d)  -i-  m{a -^  c)^ 
i{a-\-d)  -f./»(^-f.c),  i(b  -h  c)  +  iïi{fl  -h#/); 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 

Cela  posé,  |)uisque  la  nouvelle  équation  en  2  est  du  sixièmr 
degré ,  il  faut  tâcher  de  la  ramener  à  la  forme 

z^H-  As*  H-  Ba»  H-  C  =  o  ;  (2) 

ce  qui  exige  que  ses  racines  soient  égales  deux  à  deux  et  désignes 
•contraires.  Or  il  est  évident  que  Ton  satisfera  à  cette  condition 
■en  posant  /  =  —  /w  =  i  ;  car  alors  les  combinaisons  précédentes 
<leviendront 

„  -^  b  —  {c  -^  d),  f  H-J— (#1  -h  b), 

fi  -i-  r  —  {b  -h  d)  y      et      b  -{-  d  —  {a  -^  c] , 
a  ~\-  d—  [b  -h  c)^  b  -^  c  —  m  -H  d). 
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Observons  «pio  les  combinaisons  placf'es  sur  une  même  ligne 
horîzonulc  sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  raulti- 
liant  entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  z  qui  corres- 
ponilent  à  ces  valeurs,  on  obtiendra  pour  la  réduite, 

[z^^in  -hh  —  r^  dy]  X  [«'  —  (û  -i-  c  —  i»  —  ri)'] 

X[z»—  (/i  -i-rf—  6—  r)']=  G. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  «,  by  c,  r/, 
ses  roenicients  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
ronsidérations  suivantes  : 

D^abord     {/i  -+-  />»  —  c  —  r/)',     développé ,  revient  à 

(fl  -H  ft  -h  c  -+-  r/)-  —  4  (''^  +  ^^  -+-  ^^  -^  ^'')- 
Mais  on  a 

^'f  -f-  A  H-  c  H-  ^  =  o ,      et     ab  -^  ac -{-  ad  -\-  bd  -^  cfi  z=  p  \ 
donc  —  (a  -h  ^  —  r  —  rf)'  =  ^p  —  4  ("^  H"  ^'0  • 

on  trouverait  de  même 

^  (a  4-  c  —  ^  __  r/j'  =  4/^  —  4  («^  ■^-  ^^'0  » 

—  (/i4-rf—  />»  —  c)»  =  4/^  — 4M-^  '^^)- 

Ainsi ,  soit  posé  z'  -+-  4 /^  =  4  "  5  1 3) 

réquation  en  z  se  change  en  celle-ci  : 

[«  —  [ab  -H  cr/)l  [  tt  —  (ac  -f  /^^/)]  [«  —  [ad ^  bc)]  =  o  , 

équation  de  la  forme     u?  -\-  A'  «'  -4-  B'  «  H-  C  =  o,     et  dont  il 
ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 

Or  on  a:  i"...  A'=  — [ab  -i- ac -h  ad  -^  bc -h  bd -h  cd)  =:  — y/, 
2"...,  B'  =  (ab  ■+-  cd)  (ac  H-  bd)  -H  (ab  ■+•  rd)  {ad  -h  bc) 

-h  {ac  -+-  bd)  {ad  -h  bc) , 
ou,  développant  et  employant  les  notations,  H*  =  Ta'  bv. 


^56  MÉTHODE    DE    EÉSOLUTIOH 

Mais  la  première  formule  du  n*»  294 ,  qui  peut  s^rire  ainsi, 

devient ,  dans  l'hypothèse  de     /i  =  2     et    /?  =  i , 

S,(S,)'  -  2S^ --(SOM-2S4 . 
Te  bc  =  — ^ — —  ) 

2 

d'ailleurs ,  la  proposée  étant  x"  -h  /wc»  -h  ^x  H-  /•  =  o , 

on  a  S,=:  — P  =  o,S,  =  — 2Q=  — 2/>,S3=  — 3R  =  — 3^, 

S4  =  —  QS,  —  4S  =  2/?»  —  4  '•  ; 
d'où ,  substituant  dans  la  valeur  B'  ri=  T<i'  ^c , 

—  4  n»  -4-  4  n»  —  8r  . 

B'  =  Tfl»*c  =  — ^^        ^^ =  —  4'"- 


2 


3" C  =  —  (û^  4-  cd)  {ac  -^  bd)  (o^/  -t-  Ac) , 

et  en  développant ,     C  =  —  (Ta*  b'  c»  -4-  n^crf  X  Ta'). 
Or  la  seconde  formule  du  n*»  ft04  ,  cjui  peut  s'écrire  ainsi , 

Ta»  fc"<^  =  ^-^^ g » 

devient,  dans  le  cas  de  /i  =  2, 

D'ailleurs  on  a  déjà  trouvé 

S,  =  0,    S,  =  —  2/?,    83  =  — 3^,    S4  =  2/>»  — 4r; 
d'où  8«  =  —  Q8,  -  RS,  —  88,  =  —  2/?,  +  4/,r  H-  3^»  4-  a/^r 

=  —  2/?^  H-  6/;r  -H  3  ^% 

—  8p*  h-  1 20*  —  24pr  —  ip^  -h  1 2/?r-H 67' 
Donc  Tfl'ô'c'  = ^—^ — ^ -^g — ^^ ^ ? 

ou  ,  en  i-éduisant ,         Ta^  b^  c"  z=  €j^  ^  T^pr. 
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On  a  enfin  abcd,  ou  le  dernier  terme  de  Téquation ,  égal  à  /*, 
d'où  abcd  X  Ta»  =  abcd  X  S,  =  —  2/;r; 

donc  C=  —  q^-^-  npr-h^iprzz:  ^pF'  —  7'. 

Ainsi,  réquation  en  u  devient 

tt'  —  pti^  —  4  '■"  +  4/''"  —  ^*  =  o. 

Remplaçant  maintenant  u  par  sa  valeur  tirée  de  réquation  (3), 

c*est-à-dire  par  — 7--^»  ou  plutôt  par  z  4-/?,  afin  de  conserver 

4 
la  réduite  au  troisième  degré  et  d'avoir  des  coefficients  plus  sim- 
ples y  on  obtient  finalement  pour  résultat, 

z^-^2pz'^{p'-'/ir)z--g'  =  o,  (4) 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (  n°  594  )  d'après  la 
première  méthode. 

Si  l'on  désigne  par  «' ,  z" ,  z"*  les  racines  de  cette  équation , 
4  z' ,  4*"  9  4  ^  seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a  "h  b  —  c  —  d,     a-hc — b — rf,     a -\- d — b  —  c, 

puisque  Ton  a  remplacé  dans  l'équation  primitive  en  s,  s' par  ^z. 
Ainsi,  Ton  a,  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a-hô  —  C'-d  =  ±7L^z\ 

a-f-  c  —  é>  —  ^  =  ±2  V «'' , 

a  -h  d—  b  —  c  =  ±2  v^?" . 
Combinant  ces  trois  relations  avec  l'équation  déjà  établie, 

a  -h  6  -h  c  4-  <2?  =:*o , 
on  trouve  premièrement ,  par  leur  addition, 

4fl  =  ±2  sl7±.:isj7±LisJir, 

d'où  «  =  ±:-v/7±-v^±-v^. 

2  ^         2  '  2  ^ 

Alg,  B,,  10'  éd.  42 
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Secondement,  ajoutant  ia  première  et  la  quatrième,  puis  soo^ 
trayant  de  leur  somme  celle  des  deux  autres ,  on  obtient 

on  trouverait ,  par  des  moyens  analogues , 

Mais  il  se  présente  ici  une  <iifBculté  analogue  à  celle  que  Ton  à 
rencontrée  dans  Temploi  de  Tautre  méthode  :  elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer 
ces  signes,  ii  suflît  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a -\- b  —  c  —  d^     a -f- c  —  b  —  dy     a -h  d — b — c. 

Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit , 

Ta^  —  T«'  ^  -h  2labc; 
et  comme 

Tfl'  =  S3  =  —  3^,     Ta'b  =  S,S,  —  S,  =  3y ,     Tabc  =  —  f , 

il  en  résulte 

{a-^  b  —  c  ^d)  {a  -^  c  -—  b  —  d)  {a  -^  d  —  b  —  c)  =  — 8y. 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  \!V^  ^z'\  sjz"  doivent  être  af- 
fectés de  signes  tels,  que  leur  produit  soit  positif  si  q  est  n^atif, 
et  négatif  û  q  est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  e^ 
obtenues  par  la  première  méthode. 

599.  Scolie  généraL  —  En  appliquant  la  niétiie  mélhode  «t 
réquation  du  cinquième  degré ,  on  devrait  chercher  la  valeur  d'uni* 
fonction  de  la  forme  ha  -{-  kb  -^  le  -\-  md  -4-  ne.  Comme  les  n"'l 
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lettres  a^  by  Cy  </,  c  fournissent  24  X  5  ou  120  permutations 
dilTérentes  (  n^  t4tf  ),  il  s'ensuit  que  la  détermination  de  cette  fonr> 
tion  dépendrait  d'une  équation  du  cent  vingtième  degré ,  dont  il 
faudrait  ensuite ,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'analyse,  faire  en 
sorte  d'abaisser  le  degré.  Mais  jusqu'ici  les  efforts  que  l'on  a  tentés 
pour  obtenir  une  réduite  convenable  f^t  été  infructueux;  et  Ton 
doute  si  jamais  on  pourra  y  parvenir,  à  cause  de  la  longueur  et  de 
la  complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations ,  problème  qui  ne 
peut  être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le 
seul  avantage  qu'offriraient  les  résultats  serait  de  confirmer  la 
proposition  hy|iothétique  (n'assit)  :  Toute  èif nation  a  au  moins 
une  racine. 


4a. 
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CHAPITRE  X. 

Complément  ck  la  théorie  des  Suites. 


§  V^,  —  Des  Séries  récurrentes. 

400.  Nous  avons  vu  (n^*  183)  que  les  fractions  algébrique^ 

rationnelles  de  la  forme  — ; j-r-  ?  —7 77 ;--  >  •  •  •  donnent 

lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière,  connues  sous  le  nom  de 
séries  récurrentes.  Or  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sortes  de  séries, 
deux  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  résolues  pour 
les  progressions  par  quotient,  qui  sont  d'ailletirs  elles-mêmes 
(  n"  198  )  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  liéterminer  le  terme  ^f - 
nérai  d'une  série  récurrente,  c'est-à-HÏire  une  expression  à  Taide 
de  laquelle,  le  rang  d*un  terme  étant  donné,  on  puisse  obtenir  \à 
valeur  de  ce  terme  sans  être  obligé  de  former  d'abord  tous  ceiw 
qui  précèdent. 

La  seconde  a  pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à  l*i 
fraction  génératrice,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  déterminer 
la  somme  des  termes  de  la  série» 

Nous  supposerons  que  Ton  ail  revu  avec  attention  ce  qui  a  otr 
dit  aux  n°*  183  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 

PafeMiiRB  QUESTION.   —   Détermination  du  terme  général. 

401.  Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  pre- 
mier lieu,  la  fraction  —. p.-j    qui,  comme  on  sait,  donm- 

a    -h  0  .r 

naissance  à  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 


On  a  trouvé  (  n"  179) 

a  a        a     b'  o     h"'     ^       a     // '    ^ 


rt'  -4-  6'  j?  ~"  a'        fl'     n'            ri'    a'  -  a'    a! 

Or  reltc  série  n'est  autre  chose  qu'une  progression  par  quotient 
dont  le  premier  terme  est  -7»  et  la  raison -,x\  donc,  d'après 

c-e  qui  a  été  dit  au  n"  1 92 ,   le  terme  général  de  cette  série ,  ou  le 

a     I      b'     Y~' 
«'-- terme,  est    -.^.^--^xj 

^  .  .  ....  a  -\-  bx  ,, 

402.  Soit  niam tenant  la  fraction  -^, n tt  »   n"^  »  ^" 

a  H-  é'j-  4-  r  x' 

|>eut  (n^  579)  mettre  sous  la  forme 

a  -H  6.r  . 

en  posant     --=:«,       --=:6,        — nra',       Cl      -7  =  6- 

Désignons  par  x  —  p  et  j:  —  7  les  deux  factoui'S  du  trinôme 
jï  -l_  6'x  -f-  a'  ;  et  concevons  qu'on  ait  décompose  l'expression  (i  ) 
dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 

A  B 


X  —  p        X  —  q 

A  et  B  ayant  été  détermines,  soit  par  la  méthode  du  n*"  380 , 
soit,  plus  simplement,  par  celle  du  n'^SSi,  on  a  trouvé 

V 

A  — s    B  ^rr  — —       ■    ■       • 

p  —  n  p  —  H 

Comme  chacune  de  ces  fractions  donne  lieu  à  une  série  récur- 
rente du  premier  ordre,  si  Ton  forme  ces  deux  séries  séparément, 
ainsi  que  le  terme  général  de  chacune  d'elles ,  la  somme  des  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre. 

Cela  posé,  si  Ton  compare  les  deux  fractions  , î 

r  —  p    X  ^  n 


iWy?  UKTEKMINATION    IH)    TERMK    OKKKAAI. 

a 
à  la  fiacûuD  -7 — 77- ,  pour  laquelle  le  terme  généra)  est  (  n*  Mi 

-7  [ 7  •  «^  )      >  il  vient ,  pour  le  terme  général  de  la  série  qui 

correspond  à  la  fraction  (  i  ) , 

expression  dans  laquelle  il  ne  s'agirait  plus  que  de  remplacer  A 
et  Bpar  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 
Soir  y  pour  exemple,  la  fraction 

3  —  2.x  —  3-+-ajf 


3-f-2Jc  —  ^''  — 3  —  ajT-hjr'' 

pour  laquelle  on  a  déjà  trouvé  (n"*  381) , 

3  5 

En  vertu  de  la  formule  —  ( h  —  )  J^~' ,   le  terme  génénl 

3  — —  2  jc 
du  développement  de  r -,  est 

j     I     2  •*  ^~"  X 

Soit     /i  =  1  ;  cette  expression  devient  —  (  7  —  j  |  j*,ou  -4- 1- 


"■  =  ^•••-^-^1)''' 


34 

ou     —  -^  -r* , 
27 
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On  a  donc,  pour  le  développement  lui-même, 

3  —  2  X  4  n     ,       34    , 


3h-2«  — x'  3  9  27 

résultat  quHl  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d'après 
ia  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avan- 
tage qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général,  c'est  de 
pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par 
tous  les  termes  intermédiaires. 

405  Dans  le  cas  particulier  dey?  =  9,  le  terme  général  de  la 
fraction  génératrice  ne  peut  plus  être  déterminé  de    la  même 

manière ,  puisque  le  mode  de  décomposition  en 1 

est  impossible  (n^582}. 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction,  devenant  alors 

peut  (même  numéro)  se  décomposer  en  ces  deux-ci  ; 

(x  —  pY        X  —  p 

Or  la  seconde  pai'tie  de  cette  expression  donne  lieu  à  une  série 
ifcurrente  du  premier  ordre,  qui  a  {n"40l  )  poiu'  ternie  général, 

Quant  à  la  première ,  elle  revient  à 

(a-H6,.)(y>-x)-S     ou    «-±i^.(._f)-'. 

Kn  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

(x\-''  IX       3x'       4^'   .  .    ^^"^ 

p]  P  F"  P'  /^   • 

//  désignant  le  rang  d'un  terme  quelconque;  donc  le  terme  général 
correspondant  à  la  première  partie  est 

a.  ^  ^p     naf'-'                  n  (a  -h  ê/.') 
£-  . ,      ou      — i .  x"  -  ' . 


I  »   Li- I  x"    '       OU 
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Ainsi ,  le  terme  généra]  qui  correspond  à  la  proposée  (?.)  est 

/la -4- (/i  — 1)6/?   ^ 

404.  Le  cas  où  les  deux  racines/?  et  q  sont  imaginaires  semble 
aussi  devoir  faire  exception ,  puisque  Texpression  du  terme  général 
renferme  les  quantités  p  eiq^ei  qu'alors  elle  doit  être  elleHméme 
compliquée  d'imaginaires.  Mais  il  est  facile  de  s^assurer  que  les 
imaginaires  se  réduisent  et  disparaissent  tout  à  fait. 

En  effet,  si  Ton  remplace  dans  —  |  —  H — -\  x*-',  A  et  B   par 

6/?  -+-  d                        6ç  -f-  a 
leurs  valeurs     A  =r  -^ ,     B  = 2 ,    i|  vient 

P  —  ^  P  —  H 

(!L±  «)/^-(6/>-4-«)y    ^_. 

p^rip-9) 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ip^rlp-é    p^^T'ip-q)]' 

Cela  posé ,  si  Ton  a         />  =  r  -h  s  y  —  i, 
on  a  aussi  nécessairement     i/  z=  r  —  s  ^ —  i  ; 

d'où  pq^r^-hs\  p''q''  =  {r''hs'Y,  z^^'^»"' =  (r'-h*')'", 
p—q=z:is  ^ — I,  //'—q'*={r^s  ^ —  I  y — (r— J  V —  >  )*=2iJ  v'— ' 
(en  déyeloppant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant)  ;  enfio. 

Le  terme  général  devient  donc 

^ >^^H 7=^      .x^' 

(r'  -h  .*»)»  .  a.v  v/~i        (r«  4-  .^')"-'  .  2  j  \^—  i  J 

"~  j   <r(r'-|-j>)""^  j(r»-j-f')— '  J  ' 

expression  tout  à  fait^dcbarrasséc  d'imaginaii'es. 
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40tf .  Remarque,  —  En  réfléchissant  sur  la  marche  que  i*on  a 
suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à  une  série 
récurrente  du  second  ordre  y  on  aperçoit  facilement  que  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
Jr-actions  simples;  problème  qui  a  été  résolu  à  la  fin  du  huitième 
chapitre  (  n®*  579  et  suivants). 

Tan^que  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  o  seront  iné- 

A 

gales  y  la  décomposition  en  fractions  de  la  forme  pourra 

toujours  être  opérée  :  et  la  détermination  du  terne  général  se 
réduira  à  celle  d*un  terme  général  d'une  séfrie  récurrente  du 
premier  ordre.  Mais  s*il  y  a  des  racines  égales,  on  sera  conduit  à 

la  recherche  du  terme  général  d'une  expression  telle  que  ; r- 

A  /         x\  ""^ 
ou ^11 j      ;  ce  qui  est  toujours  facile  par  Tapplicaiion 

de  la  formule  du  binôme.  Toutefois ,  pour  ne  rien  laisser  à  dési- 
rer, il  reste  à  indiquer  comment  on  peut  arriver  au  terme  général 

A  A  A 

d'expressions  telles  que  ; r-, r-,   , r-,.  ... 

{^—py  ('^—py  (^—pY 

406.  Soit  d'abord  l'expression    , — 


\^—P> 


qui  revient  à  A(j:  —  p)"^     ou (  i ) 

P'\        PI 


On  a 


(-,f= 


^    X       3.4    x^       3.4.5    X' 
p  2       /?'  2.3/»^ 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3.4.5.6.    .    .(/l  —  l).  AI.  (/!+   1)     ^-' 

2.3    4.5.  .  .(/i-  0  V"- ' 

ou,  en  simplitiant ,  — •  •  — -,• 

Donc  le  terme  général  de  l'expression  proposée  est 

A     /i(/i-hi)    x"-'  ..  /ï(/ï4-0      A 

^ L ,      nu  bien i^ •  --rr:  •  ^ 

p^  2  /?"-'  2  p""^^ 
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A 

{^-p¥  p 


De  ipéine ,  , — "    .  ■    revient     à    —  1  i |     ; 


.    {         x\~*  .    X        4.5    x=        4.5.6    je 

mais  (1 =  I  -h  4 h  ^ ;  -h 5 ;  -t- 

\  PI  p  2         /p»  2.3         /?^ 

sÎTie  dont  le  terme  général  est 

4  .  5  , 6 .  7  .  .  .  (/?  —  I  ) .  /i .  (/i  -i-  I  )  (/i  H-  2)    jc— ' 
2. 3. 4-5. 6. 7-. .(/ï  —  1)  fy-'  ' 

...  /i  ''«  -+-  I  )  (/i  H-  2)    x*"' 

on  ,  en  réduisant,  — i-— 

1.2.3  /»^— 

Donc  on  a,  pour  le  terme  général  de  l'expression  proposée, 

et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  y  nous  pouvons  regarder  comme  résolu  complètement  le 
problème  de  la  détermination  du  terme  général  d'une  série  récur- 
rente. 

Seconde  question.  —  Sommation  des  séries  récurrentes. 

Celte  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  Ton  demande  la  somme  des  termes  de  ia  série  tout  entière , 
c'est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donne  lieu  à  cette  série, 
ou  bien ,  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à  traiter 

407.  Première  partie.  —  Soient  A ,  B ,  C,  D ,  E ,  F,  . .  •  1« 
termes  d'une  s<>rie  récurrente;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  la  série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire 
s'appliquera  aisément  à  une  série  d*un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  (n**  195}  pour 
les  progressions  par  quotient. 

Désignons  par  p^  g ,  r  les  quantités  qui  forment  Téchelle  de 
relation,  c'est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut 
nuiltiplicr  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C,  pour  former  E, 
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rt  ainsi  de  suite;  on  aura  les  relations 

D  =  C/?  4-  B<7  4-  Ar, 
E  ==  D/>  4-  C^  4-  Br, 
F  =  E/>-f  Dg-hCr, 
G  =  F/>-+-Ey  4-Dr, 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  si  on  les  ajoute 
terme  à  terme,  et  que  Ton  appelle  S  la  somme  ou  h  fraction  gé- 
nératrice cherchée,  on  obtiendra 

S— A  —  B  —  C  =  ;»  (S— A  -  B)  4- 7  (S  —  A)  4- rS, 

i>    M.      AA.       Q      /^(A4-B)4-7A~(A-^B4-C) 

d  où  r  on  déduit       S  = ; t—i : 

/?  4-  7  -^  ^'^  ' 

En  sui>?anl  la  même  marche  pour  les  séries  du  premier,  deuxième, 
quatrième,  . .  .  ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

i"ordreS=  — — ? (0 

P—  ï 

s=M-(^  +  »), (.) 


/?4-y — 

3,       \^_/^(^-^^)  +  ^^-"(^"^^^^\ (3) 

p-^q-^r—  \ 

^  ^;?(A4-B+C)  +^(A4-B)+rA~(A4-B+C4-D).   ^^, 

^ /^4-74-r4-5  —  I 

. .  et  ainsi  de  suite. 
Soit  pour  exemple  la  série  du  troisième  ordre , 

,  —  24:  4-  3x'—  io.r'  4-  22  J^*  —  5i  «'  4-  125 x^'. .  .  , 

dont  réchelle  de  relation  se  compose  de  Tensemble  des  quan- 
tités 

(— Jc,     4-axS     — 3je); 
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on  trouve ,  en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  que  l'on  » 

s  —  *— ^('^•'^^)">"^-^*—  '  H-2J  — 3x»  __        I  —  X  —  jr 
"~  —  X4-2X'  —  3.r*— I  I  -hx — 2x»-v3z 

11  arrive  quelquefois  qu^,  dans  la  série  proposée,  les  deux  ou 
trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récur- 
rence. Cela  provient  (n"*  184}  de  ce  que,  dans  la  fraction  qui  lui 
a  donné  naissance^  le  degré  du  numérateur  e^t  plus  élevé  qui- 
celui  du  dénominateur.  Dans  ce  cas,  pour  obtenir  \si/raction  gf- 
nératrice,  on  commence  par  faire  abstraction  des  termes  dont  on 
vient  de  parler;  puis,  après  avoir  obtenu,  d'après  les  formules  pré- 
cédentes, la  somme  des  autres  termes,  on  y  ajoute  les  termes  dont 
on  avait  d*abord  fait  abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout 
en  une  seule  expression  fractionnaire. 

408.  Seconde  partie,  — Dans  les  formules  précédentes,  il  n  cotre 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
l'échelle  de  relation.  Mais,  si  Ton  demande  V expression  de  in 
somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes,  il  faut  en  outre  connaître 
les  derniers  termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont  les 
premiers  termes  sont  A,B,C,D,E,...,  Téchelle  de  relation 
ip^  7»  '*)  >  ^t  l<*s  derniers  termes,  K,  L ,  M ,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a  les  relations 

D  =  C/?  -+-  B^-h  Ar, 
E  =  D/^  -h  C^  4-  Br, 
F  =  E/?  -+-  D^  -h  Cr, 


N  ~  M/^  -+-  L7  +  Kr, 


[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  <lo 
termes  dont  on  cherche  la  somme,  diminué  de  trois.] 

Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S  l.( 
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suinnie  cliercliee ,  od  a  évidemineut 

S— A— B— C  =  /?(S-A-.B-N)-h7(S-A-N-M)4-r(S-N-M-L); 
d*où  Ton  tire 

g  ^  ^(A-hB-HW)-4-y(A^W4-M)^rffl-hM4-L)~  (_A  4-Bh-  C) 
"""  p-hq  -\-  r  —  I 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatives  à  une  série 
récurrente  d'un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (3)  du  n?  407 ,  on 
voit: 

1**.  Que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu'on  vient  d*obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  de  L ,  M ,  N ,    . .  ; 

2".  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  suffit,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit ,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  réchelle 
de  relation;  tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  formule  précé- 
dente ,  il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes 
qui  précèdent  celui  auquel  on  a  arrêté  la  série  :  ce  qui  exige  que 
l'on  sache  trouver  le  terme  général  de  la  série ,  c'est-à-dire  l'ex- 
pression d'un  terme  de  rang  quelconque ,  question  qui  devient 
très- compliquée  quand  la  série  est  d'un  ordre  un  peu  élevé. 

409.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d'un 
nombre  déterminé  de  termes  s'appliquent  principalement  aux 
svn'es  récurrentes  numériques. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordre, 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  i ,  2 ,  3 ,  ie  suivant  est  égal 
au  double  du  troisième ,  augmenté  de  la  somme  des  deux  premiers  ; 
le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième ,  augmenté  de  la 
somme  du  troisième  et  du  deuxième  ;  et  ainsi  de  suite.  Le  déve- 
loppement de  cette  série  sera 

I,    2,   3,    9,    23,    58,    148,   377,  960,    2445,  6227,.... 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes,  on 
fera,  dans  la  formule  ci-dessus, 

A=:l,B=:2,C=3,/^=2,yr=I,r=I,N:3:G227,M=r  2445,14=960; 
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ce  qui  donnera 

^      a  X  6230  -h8673H"g632-~6_        ^, 

Si  Ton  demandait  la  somme  d*un  plus  grand  nombre  de  tenues, 
par  exemple  la  somme  des  5o  premiers  termes,  il  faudrait  potuser 
la  série  jusqu*au  cinquantième  inclusivement ,  ce  qui  ne  laisserait 
pas  que  d'être  forl  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  quarante-huitième, 
quarante-neuvième,  cinquantième  termes,  d'après  l'expression 
du  terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par  la  méthode  expo- 
sée précédemment,  om  commencerait  par  mettre  la  série  propos*^ 
sous  la  forme 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  cetft 
série,  et  on  la  décomposerait  (  n**  404  )  en  trois  fractions  simpic^ 
pour  chacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant 
ensuite  la  somme  de  ces  trois  termes  généraux,  on  aurait  celui  dr^ 
la  série  i  -H  2  j:  -h  3  jc*  -f-  .  •  -  J  enfn ,  on  supposerait  x  =  1 ,  tv 
qui  donnerait  le  terme  général  de  la  série  i-h2-|-3-h9-f-23-f--.- 
Mais  il  est  facile  de  s*assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent 
impraticables. 

En  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (3)  du  n*»  407  à  laser» 
I  -h  2:r  -+-  3j*'  -h  9jr  -H  .  .  .  ,  en  y  supposant  A  =  i  ,  B  =  ?-r, 
C  r=  3  .r'  ,/;=?,  .r ,  y  =r  .r%  r  =  x* ,  oïï  aura 


I  —  2  X  —  .r^  —  xP' 


Or  réquation   x-t-aî'H-2x —  1  =  0    ne   peut  évidemmnii 
avoir  que  des  racines  incommensurables;  ainsi,  la  décomposition 

de  la  fraction en  fractions  simples  ne  peut  v» 

I  —  IX  —  X'  —  x-^  * 

faire  d'une  manière  exacte. 

Ces    réflexions  prouvent  que   certains   résultats  analytiques , 

simples  en   théorie,   sont  quelquefois  peu  susceptibles  d^appli- 

cation. 
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410.  Mous  terminercBs  la  théorie  des  séries  récurrentes  par 

Texposition  d*un  moyen  dd  à  Lagrange,  pour  reconnattre  si  une 

série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 

i<*.  Si  la  série  proposée,  qtie  nous  désignerons  par  S»  est  une 

série  récurrente  du  premier  ordre,  elle  provient  d'une  fraction 

de  la  forme  -; 77-- 


a'-^b'x       a'        b' 

Or  on  a  = \ jc  , 

a  a         a 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou ,  ce  qiti  revient  au 
même ,  l'unité  divisée  par  la  série  proposée,  S ,  doit  donner  pour 
quotient  une  fonction  entière  de  x  (  n®  950)  égale  à  p  -H  qx.  Si 
cette  division  ne  se  fait  pas  exactement ,  c*est  que  la  série  (en 
supposant  qu'elle  soit  récurrente]  est  du  second  ordre  ou  d'un 
ordre  supérieur. 

a".  Si  c'est  une  série  récurrente  du  second  ordre,  elle  provient 

d'une  fraction  de  la  forme  -7 ,- 7—  :  or  on  a 

a'  -h  h'x  -h  r'x-  ' 

a'  -f-  b'x  -^  cV        a'       ab'  —  ba'  a'  c'—  b  (ab  —  ba') 

fl  H-  fej:  a  a'  a^  [a  -\-  bx^         '       ' 


on  /;  -{-  ox  -+- X'  ; 

a  -h  ox 

ce  qui  prouve  que  l'unité,  divisée  par  S ,  doit  donner  lieu  à  un  quo- 
tient entier  de  la  forme  p  -H  qx  ,  plus  un  produit  de  lO  par  une  série 
récurrente  du  premier  ordre ,  c'est-à-dire  qu'en  désignant  |)ar 
S'x'  le  reste  auquel  on  |>arvient  après  avoir  divisé  i  par  S  et  ob- 
tenu le  quotient  p-\-qx ,  on  doit  trouver  —  égal  à  un  quotient 
exact  de  la  forme />'+  q'x\  et  ainsi  de  suite. 

411.  Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  règle 
suivante  pour  reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente  ; 
Soit  S  =  A  -h  Ba?  -4-  Cx»  -h  Dj;^  -f-  .  .  .  cette  séri<*. 


<)^2  CAftACTÀRES    AUXQUELS    OX    EECOn^TAnT 

1".  Divisez  l'unité  par  S ,  et  poussez  L'opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p  +  qx^  et  tel  que  S'x^  (S'  dé- 
signant une  série  indéfinie  de  la  forme  A'  +  B'x  -4-  C'x^  4-  .  .  .!• 

2*.  Divisez  S  par  S',  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
TOUS  ayez  un  quotient  de  la  forme  p'  -^  q*  x  ^  et  un  reste  tel 
que  S"x»  (S"  étant  égal  à  A"+  B"a:^4.  C'x^  -+-...)• 

3®.  Divisez  S'  par  S",  et  poussez  l'opération  jusqu'à  oe  que 
VOUS  ayez  un  quotieat  de  la  forme  /?"+  q"x ,  et  un  reste  %f\ 
queS^'x'. 

4°.  Divisez  S'  par  S" y  et  poussez  l'opération  jusqa^à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme/>*'4-  q'^-^y  et  un  reste  S'^x-'; 
et  ainsi  de  suite. 

Dès  qtie  Tune  de  ces  divisions  se  fait  exactement ,  la  série  pro- 
posée est  récurrente ,  et  l'ordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang 
de  la  division  qui  s^est  faite  exactement. 

Quant  à  l'échelle  de  relation  de  la  série,  on  l'obtiendrait  aisé- 
ment (n"  184)  si  Ton  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d'équations 

'  S'     , 

S  ^/'-H^x  +  ^x', 

S  S" 

S"  I 

La  dernière  donne  ^  = 


S'         />"-h  q''x  ' 
d'où ,  en  substituant  dans  la  seconde , 


Donc 


P"-^  ^"^ 


S         [p'\-q'x\[p"^q"x)^x^^ 
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ubstituant  cette  valeur  dans  la  première  équation,  on  trouve 
'  =  />  -4-  7-J?  -4-  7—, ,  ,  >   // — Sr-î *  »  ow  bien 

onc  enfin 

'  ~    {P-^  9^}  [p'  +  1'^)  [P   -»- 1"^)  -+■  (Z'  -H  7^) «'-h  (/>''+  7"*)*'' 
expression  qui ,  simplifiée ,  est  de  la  forme 
S  —  a-^-hx-f-cj^ 

"^  fl'  -H  b'x  -f-  c^or»  H-  rf'x-»' 
et  réchelle  de  relation  est  alors  (n°  184) 

i-^'"'     -^'^'     ~?^j' 
Prenons  pour  exemple  la  série 

I,  3,  6,    lo,   i5,  21, 28,  36,  45,...» 
dont  chaque  terme  s'obtient   d'après   l'expression  générakt . . 

/ï(7l-hl),,.  ,  .  -, 

— i ,  n  désignant  le  rang  du  terme  que  1  on  veut  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente,  on  la  mettra 
d'abord  sous  la  forme 
I -h  3x  H- 6^'-*-iox»-+- 15 x*  -+-  2 1  jr»-4-  28j:«4-  36x'-f-45^-h . . . 

Cela  posé,  en  appliquant  la  règle  ci -dessus,  on  trouve 

S""  1-4-3x4- 6x» -h...        *  "^  S  * 

(S'  ayant  pour  développement 

3-h8xH- i5x»-h24x»-h35x«-h48x*-h63x«-f-8ox'-+-99x«4- . . .  ); 
S  _  1  -I-  3x-h    6x'4-...  __i      i         X»  S[' 
S^""3  4-8x-Hi5x'4-...  "'3"^9"^'^  9'S' 
(S"=i-f-3x-h    6x^4- lox^-f- ...J5 
S'  3-i-8x-hi5x'4-.. 


S"        i  4-  3x-h6x'4-  iox»4-.  . 


c=  3  —  X, 


tjuotient  exact, 
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Ainsi ,  la  série  esl  récurrente  et  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  Téchelle  de  relation ,  rapprochons  les  équalion> 

i.=  ,_3.r  +  |.x% 

S        I        I  X'  S" 

S'       , 
3.=  3-.r; 


la  dernière  donne 
d'où 


s;;_ i_ 

S         3  -+-  J?       j:' 


S'"         9  9    3— X 

et,  par  conséquent,      -  =1— 3jr-f-Jr*(3— x)=ri — 3x-f-3x'— jt   . 

donc  enfin  S  := 5 .    ^ ;  =  , q- 

Ainsi  Téchelle  de  relation  de  la  série  i  4-  3jr  H-  6x^  H-  . .  .  st 
compose  des  (juantilés  (3x,  —  3.r%  -+-  x^),  et  l'échelle  de  relation 
de  la  série  proposée ,  i  4-  3  4-  6  -h  10  -f-  . . .  ,  est  Tenseroble  des 
nombres  (3 ,  —  3 ,  -h  i  )  ;  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produii> 
des  trois  termes ,  21,  1 5 ,  10 , 

multipliés  respectivement  par  3,      —    3,       -h    i> 

iV.  B.  —  On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le 
moyen  de  retrouver  l'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente , 
quand  la  trace  en  a  été  perdue. 

§  II.    —   Des  Séries  de  nombres  figurés  et  de  celles 
qui  en  dépendent. 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on 
peut  obtenir  facilement  le  terme  général  et  V  expression  delà  sommr 
d'un  nombre  limité  de  termes  :  ce  sont  les  séries  numériques  «pii 
tii-ent  leur  origine  d'une  progression  par  différence. 
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419.    I>étermi nation  du  terme  général  de  la  série 
«•  4-  ^^  4-  ^  ^-  rf»  ^_  . . ,  ^ 

,  6 ,  c ,  <f , . .  .  étant  les  termes  d'une  progression  par  différence. 
On  a  vu  (n^  186)  que,  dans  toute  progression  par  différence, 

^a,b.c,d,e.f,g.h,..,^ 

e  terme  général ,  / ,  a  pour  expression  /=r€i-4-(/i  —  i)r,  r  dési- 
;nant  la  raison  et  n  le  nombre  des  termes  ;  donc  le  ternie  général 
le  la  série  des  m^*^**  puissances  des  différents  termes  de  cette  pro- 
p*esston  a  pour  valeur, 

/'"  =  [£!  4-  (/i—  i)r]'». 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  trouver  te  quinzième  terme 
de  la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 
7 1 .3.5.7.9.  II.  i3. .. .  On  aura,  en  faisant  dans  la  formule, 
1-=^  i5,#w  =  5,fl=:  i,r=2, 

/*  =  (i  -h  i4  X  2)*  =  29^^  =  ao5i  1 149« 

415.  —  Sommation  des  termes  de  la  série 

n»  4-  ft*»  -h  c*  -h  </"  -h  .  .  .  -+-  A"  -f-  /*, 

rt,  bj  c,  dy, , ,  y  Ay  l  étant  les  termes  d'une  progression  par  dif- 
férence. 
On  a ,  d'après  la  formule  du  binôme, 

b"*  =  (a  -h  ry*  =z  «"»  -f-  mra'^^^  -^  m r»  a"-»  -f-  .  •  . , 

<-  =  (6  4-  /•)-  =  6"  -h  mrb'^-'  -h  m  'i^  -  r'  b'^'  4-  . . .  , 


/«•  =:  (/  4-  /•)*  =  X*"  -h  mr^*"-'  4-  m  ^ î-  r» X«-»  4-  .... 

Ajoutant  toutes  ces  égalités   membre  à  membre,  et  désignant 

43. 
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par  Sm  9  S„,_, ,  S._„ . . . ,  S} ,  s, ,  les  sommes  des  /w*'"",  {m  —  i}**^% . .  - 
puissances,  on  obtient 

s«-fl-=:S«-r-f-mr{s^.-./*-)-h/»  ^î!:iii  /^S,.,— /—>)-+-..., 

ou  réduisant, 

/-.__rt«=r;„r(S«_, —  /•»-') -h  wî^-^r»(S^,  —  /^») +  ...,      (A 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances ^  depuis  S,., 
jusqu'à  So  inclusivement. 

(So  élant  égal  à  <7®  4-  ^  -f-  c"  -h  ...  -h  X*  -h  /**,  équivaut  à  n. • 
Pour  faire  connaître  Tusage  de  la  formule  (A) ,  faisons  successi- 
vement 17/  =  1,  2,  3,  4»  ^*  -  •  • 
Soit,  i".  m  =  1  ;  on  trouve 

/  — fl  =  r;So  — /«);  d'où  So= h  I  =:^ ^  =  ^r, 

r  r 

résultat  que  Ton  connaît  déjà. 

a»,  w  =  2 ;     il  vient     t^-^a^z^  2r{S,  —  /)  -H  r»(So  -—  /") , 

d  où  S,  —  /  = ^ i  -, 

donc  ^^l'_^_^Hl±a)^(l+^)il-a^^ 

2r  2r  2/" 

ou  bien ,  à  cause  àe  l  -=  a  -{-  [n  —  i)  r,    d*où    i^^  a  -h  r  =  nr, 

2r  2 

résultat  qui  est  encore  connu  (n**  187). 
3**.  wj  =  3;  la  formule  (A)  devient 

/^  - /i^=:  3r(S,— /O -4- 3/^(8,  — /) -h  r^(So  — /"), 

résultat  qui  fera  connaître  S,  en  fonction  de  S,  et  de  S». 

I 
4M»  =  4;  I 

/*-/i»  =  4r(S,— /04-6r»(S»-/')-h4'-MS.  — /)-4-r*^S»,-/^;    j 

ot  cette  formule  donnera  S.,  en  fonction  de  S2 ,  S, ,  S„  ;  ainsi  de 
suite. 
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I>*où  Ton  voit  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  semblables  d*un  nombre  détermin«>  de  termes  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les 
degrés  de  ces  puissances. 

4t4.  Prenons  pour  exemple  la  suite  naturelle  des  nombres 
1,   2,  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9,.  ..,      . 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc.,  des  n  pre- 
miers termes. 

On  a,  d'après  les  formules  précédentes,  et  en  observant  quo 

0=1,      rrrri,      1=  n,      So=«, 

I».  S,  =  -^--— S     ou     . 

2  2 

2°.       /i»  —  1  =  3  (S,  —  /i')  H-  3  (S,  —  «)  -h  /<  —  1  ;  donc 

«*  —  I       n^  —  n       n  —  i        2  /i'  -h  3  /i'  4-  /< 


S,  =  /i'  -f. 


3  2        .       3      ■" 

fi{n  4-  i){2/i  -+-  i) 


ou  bien  encore ,      S,  —  _ 

2 .  6 

3\  /i»  —  1  =  4(S,  —  fi')  -h  6(Sa  —  /!')  -h  4(S,  —  «)  +  «  —  i; 

,        ^          ,       n*  —  1        a/î^  —  3/i^4-«       /»'  —  n       n  —  i 
donc  Sj  =  «^  H 7 7 7 —  » 

4  4  24 

4  4 

On  trouverait  pareillement 

6/ï*-+- i5/ï*-f- lo/i^— /î  ... 

S4  = 5 ;         et  amsi  de  suite. 

00 

N.  B.  —  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  série  naturelle  i ,  2 ,  3 , . . . ,  des  sommes 
relatives  à  toute  autre  progression ,  nous  désignerons  dorénavant 
les  premières  par  /« ,  /a,  /a ,    . . ,  /^  ;  en  voici  T usage  : 

4itf.  On  peut  toujours,  à  Taide  de  ces  expressions,  obtenir  la 
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THileur  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une  sent 
dont  le  terme  général  est  une  Foifcnow  aATio99si.Ls  ETSimÛE  du 
nombre  des  termes  que  l'on  considère. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général  esÂ 
anPj  a  étant  un  nombre  connu  quelconque,  p  un  exposant  eDtiei| 
et  positif,  n  le  rang  du  terme  que  l'on  considère. 

La  sérîfe  proposée  est  alors  de  la  forme 

Il  .  i/»  -h  fl  .  2/»  -H  a  .  S''  -H  a  .  4'*  -+■  •  •  •  -4-  «  .  '?'', 
série  qui  revient  évidemment  à 

/!(!/»-+-  2/» +  3'' -4- 4/» -h...  ■^nP)=za.J^, 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  p^r 
a.nP±b.n9±c,n^j  revient  à 

±  ô  ( ,  9  +  2Ç  +  3  î  +  .  .  .  +  „ç)  j  r=  a  .  /^  ±  ^  .  /,  d:  r  ./ . 

±c(i'-H- V  -I-  a*--!- hW)) 

Or  les  expressions  /p^/g^J^^oni  connues  d'après  les  formules 
du  n®  414  ;  ainsi  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée. 

416.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  —  On  appelle 
ainsi  les  séries  que  Ton  déduit  d'une  progression  par  difTéreDce, 
dont  le  premier  terme  est  Tunité  ,  et  la  raison  «n  nombre  entier, 
en  faisant  successivement  la  somme  des  deux  premiers ,  des  trois 
premiers ,  des  quatre  premiers , . . .  termes  de  la  progression ,  et 
opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  série  que  Ton  obtient  par  ce  moyen . 
comme  on  a  opéré  sur  la  progression  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  d*abord  la  progression  naturelle  des  nombres 

3.  4      5.       6.       7 , 

6,  lo,   ï5,     21,     a8 

lo,  2o,  35,     56,     84 7 

1^*  séries <   i,     5,    ,5^  35,  ^o,    126,  210 


I . 

2. 

I J 

3, 

I, 

4, 

1, 

5, 
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dont  la  premièrv  se  forme  en  ajoutant  alternativement  les  deux 
premiers,  les  trois  premiers , . .  .  termes  de  la  progression  propo- 
ser* ,  dont  la  seconde  se  forme  à  l'ai  fie  fie  la  première  romme  celle- 
ci  s^est  formée  au  moyen  de  la  progression ,  dont  la  Ooisième  est 
«iédnite  fie  la  secontic  comme  celle-ci  Ta  ôtt;  fie  la  première, ...  ; 
ces  séries,  dis-je,  sont  celles  des  nombres  Jt garés  fie  la  première 
ciassc 

L.a  première  est  la  série  des  nombres  tritingulaires; 
I-»a  seconde,  celle  des  nombres p;^ ramifia ux  triangulaires. 
Les  séries  qui  viennent  après  la  seconde  n'ont  pas  reçu    de 
tlénominations  particulières. 

I^  progression  h  i.  3.  5.  7.  9.  1 1 ...  2/1  — 1  donne  naissance 
aux  nombres  figurés  fie  Ui  seconfie  classe;  et  les  séries  qui  en 
il<>pcndent  sont,  d'après  la  loi  ci-dessus, 

I  ,  4,     9,    16,   25,   36   . ., 
1 ,   5,    i4,   3o,  55,  91 . . . 


1^  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la 
seconde ,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  Tanalogie  que  ces  nombres 
ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

417.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs/?n)/?r/e/f^j  curieuses ,  dont  nous  ferons  connaître  la  plusim* 
l)ortante  :  c'est  que  Ton  peut  toujours  former  leur  terme  général  y 
rt  obtenir  l'expression  fie  la  sftmme  dei  n  premiers  termes ,  en  fonc- 
tion fies  quantités  J\ ,  J 2 ,  ./^  ?  •  •  •  • 

En  effet,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des 
séries  qui  en  dérivent  est  telle,  (lue  son  «''"•*  terme  est  égal  à  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  proposée  ;  donc  , 
1**  ce  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction 
de  /i  ;  2"  puisque  ce  terme  général  est  uu^  fonction  rationnelle  de  n  , 
la  somme  des  n  premiers  termes  peut  (n"  /ilT»)  être  exprimée  an 
moyen  des  sommes  ^ ,  ./i,  ./^, ,  ■  •  •  >  *^<>"^  ^^^  valeur»  sont  connues. 
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Ainsi ,  soient  la  progression   ii.2.-3.  4-     5..., 

et  les  suites  qui  en  dérivent,          1 9   3»     6,  10,    i5. .  .  , 

I ,  4>    »o>  20,   35. . . , 


La  somme  des  termes  de  la  pro^^ression  étant ^— ,  le  iermt 

7. 

.....  . ,  f/i  -h  I  )  /î  /i'        n         , 

général  de  la  première  suite  est  ^ '— ,  ou 1 —  ;    donc 

(n^  4lo)  la  somme  dus  n  premiers  termes  de  cette  suite  a  pour 
expression 

ou,  remplaçant  J\ ,  J\  par  leurs  valeurs  (n**  414) , 

2 /i* -h  3  rt' -t- /i       /l'-h/i  __  «•4-3/i'-t-2« 
12  4  6 

expression  qui  peut  encore  s  ecnre  arasi  :      — ^^ '-^ • 

De  même,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 

/i^  -h  3  /ï'  -h  2  /i  ï    ,       I  1 

;= ,     ou     ^/ï* -f--/t'-H  ^/î, 

o  020 

on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite, 

1   ^        I   ^        1  ^ 

ou,  substituant  pour/i,  /, ,  f^  leurs  valeurs, 

rt*  4-  2  /i*  -H  rt*       2  «'  +  3  /ï'  -h  «       /»'-!"  /y 
24  12  6 

/î« 4-  6 /i^  -4-  II  «'  +  6 « «  (/i  -H  1) («  4-  2) (/i  -f-  3) 

■~  24  "^  2.3.4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite , 

/a»  -h  6  /î'  -I-  1 1  «'  -h  6  /i  I     ,        I    ,        n     ,       I 

24  24  4  ^4  4 
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f  t ,  pa.r  conséquent ,  pour  la  somme  des  n  premiers  termes , 

n^-i-io  n* +35  n^-hSo  /g^-ha4 n  _  /if/i+i)  (/i-f-a) (/i-h3)  (/t4-4) . 
120  "*  2.3.4.5 

ainsi  de  suite. 

iV.  J3,  —  Il  est  à  remarquer  que  les  expressions 

n      /ï(/i4-i)     „  (;,-^- ,)(;,^-2j     /j(/ï -H  i)(/i-|-2)(/i  4-3) 
_, , ,    _ — « , 

1  2  2.3  2.3.4 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coefïïcients  du 
développement  de  (i  — x)""",  en  supposant  successivement  it?  =  2, 
w=r  3,  /ii  =  4,^  =  5,....  {J^oyez  à  ce  sujet  le  n°  406.) 

418.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  correspondent  à  la 
progression       t1.     3.       5.       7.       9. ..2/1  —  i, 

^ï^voir  ',     4>       9»     '6>     ^5 > 

1 ,     5,     14  9     3o,     55 9 


i>  n'***  terme  de  la  série  des  nombres  carrés,  étant  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  proposée  ,  a  pour  expression 


(2/1  —  i-h  î)n 


2 


Donc  /«  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  même  série  est 
«gale  à /„  ou  (n"  412  j  à  — ~ 9  expression  qui  revient 


encore  a  « 

2  .  3 


/j  («  -h  1  )  (2  /î  -h  I  ) 

2  /f  ^  -4-  3  /î'  -f-  /i 


Le  n*'""  r^r/wf  d^  la  seconde  série  étant tt 

«Ml  bien  ,  ;r  /!•'  -f-  -  n'  H-  >;  « , 

320 
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on  a  pour  la  valeur  de  ia  somme  des  n  premiers  termes , 

373  +  -7>  +  6/.  = • 

..  «(/ï -h  iP(«  H- 2) 

ou  bien  encore  — i^ = — 7 ^  • 

3.4 

On  trouverait  de  la  même  manière  les  termes  généraux  et  som- 
matoires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  progression. 

§  III.  —  Retour  des  Suites ^  ou  méthode  inverse  r/e^ 

sciies. 

419.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne,  en  gé- 
nérai, le  moyen  de  développer  toute  /onction  de  x  suivant  \es  di 
verses  puissances  de  cette  lettre.  Réciproquement ,  cette  foncdon , 
que  Ton  peut  désigner  par  y  y  étant  développée  suivant  les  puis- 
sances de  X,  on  peut,  par  la  même  méthode ,  obtenir  le  développe 
ment  de  la  quantité  x  suivant  les  puissances  de  j  \  et  c^est  en  ce\i. 
que  consiste  le  retour  des  siu'tes ,  ou  la  méthode  inverse  des  séries 

Soit 

^  =  iix  -h  ^x»  -h  fx^  -h  'i^  4-  . . .  .1 

ia  fonction  développée  suivant  les  diverses  puissances  de  j 
(oy  by  Cy  d,. . .  étant  des  quantités  connues) ;  on  demande  réci- 
proquement la  valeur  de  x  en^',  c'est-à-dire  les  coefficients  du 
développement 

j^=  A^  H-Br»V  Cr  -h  Dr*H-  —  (2 

Pour  y  parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube,... 
les  deux  membres  de  Téquation  (i);  il  vient 

v'=fl=x=-+- îflA  x'-f- é-        |x'-h2arf   x*-h 

-h  2  /ic    j      -h  2  ^r 
,>-*=:/î'x=  -h  3ff'  bx^  -h  3ab^  ix*-i-  , 

-u  3<i'c| 
r*  =  a'x*  -{-  ^a   bjr"^  ~h  ... 
y'  =  a'x'-{-  ...; 
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d*où,  substituant  dans  Téquation  (2)  et  or.lonnant, 
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o  =  A/i  I  .r  -^-  A^  I  x'  H-  Ac 
—  1     I      4-  B<iM      -h^Bab 


x^4-Arf 
4-B^' 
-4-  2Bac 
4-3Gi»t 


Égalant  à  o  les  coefficients  de  Xy  x\  ar\  x%. . .  y  on  obtient  les 
éqnations 

Aa — 1=0,     A^-f-Brt"=o,      Ac -h  zBab -h  Cn^=  Oy 

Arf-h  B6'  -+-  aBac  +  3Cû'^  -4-  D/i«  =  o,  . . . , 

desquelles  on  déduit  successivement 

I  Ab  b  —  Af  — 2B<ïô       2^' — <ic 

A  =  -,    B  = 7  = -,     C=  ; = ? 


D=r 


5  abc  —  Sb^-^  a^fi 


Ainsi  Ton  obtient  pour  le  développement  demandé, 

1  b  2^' — ac  5b^ — Sabc-^n^d    ^ 

an}  a^  a^ 

N,  B.  —  Si  Ton  a  un  développement  de  la  forme 

j^  =  a  -f-  /ïx  +  bx"^  H-  cjt'  4-  . .  . , 

il  est  facile  de  s^assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente ,  que 
Ton  ne  peut  pas  développer  x  suivant  les  puissances  de  la  fonc- 
tion X  elle-même;  mais  on  peut  faire  /  —  a  =  2,  ce  qui  donne 

z-=z  ax  -^  bx^  -+-  c x^  -f-  .  .  .  . 

Posant  ensuite  x  =  Az  -h  Bz'  -h  Cz'  4-  .  .  • ,  on  déterminera  les 
coefficients  A,  B,  C,...;  après  quoi  Ton  remettra  pour  z  sa 
valeur^  —  a;  et  alors  le  développement  de  x  procédera  suivant 
les  puissances,  non  de  la  fonction  y  y  mais  de  Tcxpression  y  —  a. 
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480.  Applications.  —  SfÀi  ^  pour  premier  exemple,  la  scrif 

Posons    JT  =  Ar  -h  B j'  4- Cy^ -H  D^*  4-  E^* -h  . . . . 

En  formant ,  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  de  j*, et 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité ,  on  obtient  les 
équations  suivantes  : 

A— I  =0,  A-+-B  =  o,A-h2B-hC=:o,A-h3B-h3C-t-D=o, 

A  4-*4B -h  6C -+- 40 -h  E  =  o  ; 

d*où  Ton  déduit  successivement 

A=i,     B  =  — I,     C  =  -hi,      D  =  — I,     E  =  4-i, 

Donc  x=zr  — j*  -H  j-*  —  7*  -h  j^  — 

Et,  en  effet,  x  -h  x'  -h  x^  4- ...  est  une  série  récurrente  dont  L 

fraction  génératrice  est  (n"  410)         ;• 

X  Y 

Ainsi  Ton  a     /  =r ,     d'où  l'on  tire     x  = 


4-r 

Or,  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  divi- 
sion,  on  trouve 

x  =  r  —  j'4-r*— r^-^-r*—  •  ••  • 

Soit ,  pour  serond  exemple ,  Téquation 

X  X'  X*  x« 

r  =  i  H — I 


I      1.2     1.2.3     1.2.3.4  ^ 

dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le  développement 
de  c*  {voyez  n*>  229). 

En  faisant    y  —  i  =  z ,     on  a 

X        x'  x^  x^ 

I        1.2        1.2.3       1.2.3.4 

Posons  alors  x  =  A*  -f-  Bs'  -h  C«'  H-  D»*  4-  • .  • .  (2 

En  formant,  à  Taide  de  Tidentitc  (ij,  les  diverses  puissance? 
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de  s  y  puis  substituant  leurs  valeurs  dans  Tidentité  (2),  on  sera 
conduit  aux  équations  suivantes  : 

A — 1=0, hB=o,-2--4-B-*-C=o,  -7  -h  i-  H hD=:o,...  ; 

2  o  24       1 2        2 

d'où  Ton  déduit 

A=i,     B  =  — i,     C=-4-^7     D  =  —  7,.    .. 
234 

Donc  le  développement  de  .r  en  z  est 

Z         Tr         Z'         z* 

1234 
ainsi  Ton  a  pour  celui  de  x  en  /, 


4 


+- 


observons  d'ailleurs  que  Téquation  y  =  c*  donne  (n°  ^08), 
dans  le  système  népérien ,         x  =  1' .  j^  ;       donc 

Tel  est,  en  efiet  (n**  223) ,  le  développement  en  série  du  loga- 
rithme naturel  d'un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'un  usage  peu  fréquent, 
parce  qu'il  est  difficile  de  reconnaître ,  diaprés  la  nature  des  cal- 
culs, une  loi  de  formation  pour  les  coefficients;  et  Ton  est  sou- 
vent obligé  de  déterminer  un  grand  nombre  de  coefficients  avant 
de  pouvoir  saisir  cette  loi. 

481.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cette  mé- 
thode par  la  remarque  suivante  : 
Si  Ton  a  une  équation  de  la  forme 

flj  _f-  ^)»j'  -f.  cj^  -I-  , .  .  =  fl'  X  -4-  ô'  x'  4-  c'  a;^  -h  . . . , 

formée  par  deux  séries ,  et  qu'on  veuille  exprimer  y  eux  par  une 
série  telle  que  7  =  Ax  -+-  B.r»  H-  Gr'  H-  . .  .  ,  il  faut ,  pour  obtenir 
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A,  é,  C,...,  former  les  diverses  puissances,  rS  >^>  J^f->  ^ 
l'aide  de  cette  dernière  équation ,  puis  les  substituer  dans  la  pre- 
mière ,  ce  qui  donne  alors  une  équation  identique  en  x ,  dont  on 
égale  séparément  à  o  les  coefHcients  correspondants. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parce  que  les  coefficients  A,  B,  C,...  entrent, 
dans  les  équations  de  condition ,  à  des  puissances  de  degré  supé- 
rieur au  second. 

§  IV.   —  Des  Séries  trigonometriques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonometriques  principales^  sin  x, 
cosx,  tang  JT,  suivant  les  diverses  puissances  de  Tare  x,  séries 
qui  servent  à  la  confection  des  tables  trigonometriques. 

Développement  de  sin  x  et  de  cos  x, 

4!I2.  Pour  résoudre  cette  question ,  nous  partirons  de  U 
formule 

(cos  û  -f-  sin  fl .  ^ —  I  r  =  cos  ma  -f-  sin  ma .  ^ —  i , 

démontrée  (n"  580). 

Si  Ton  développe  le  premier  membre  de  cette  équation  d'après 
la  formule  du  binôme  y  il  est  aisé  de  voir  que  le  développe- 
ment se  compose  de  deux  parties  distinctes:  une  partie  réelle 
et  une  partie  affectée  de  ^ —  i .  Or,  pour  que  l'équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres  et  entre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué  ;  nous  obtiendrons 
iesdeux  nouvelles  équations 

m  —  I 
cos  ma  •=■  cos"* a  —  m  . .  cos*""'  a .  sm' ^ 

2 

m  —  i/w  —  2//I  —  3 

-♦-  w  . . — 5 y — -cos^-^û.sin^a. . .  , 

234 

i>in/îiû=/ît.cos*'~'o.sinfl — m, 5 — 'Cos^—'a.sin^ii-l-...- 
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Ces  formules  servent  y  en  Trigonométrie,  à  déterminer  les  sioiis 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples,  ma ,  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  Tare  a  ;  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du 
sînns  et  du  cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 
AQS.  Observons  d'abord  que,  d'après  la  relation 

sin  a 
tang  a  = i 

COSÛ 

on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 


=cos' 


sin  ma 


(m — I           ,            m — I    m — 2   m — 3  .  \ 

1 — m. .  tang'«-f-/w. •  —^ j—  .tang^n — ...  U 

(m  —  I     //2  —  2  \ 

m  .  tang<7 — m  . — ^ —  .tang'a  4-  ...  )• 


Cela  posé ,  faisons     maz=z  Xy     d'où     /w  =  -  ;      ces  formules 
deviennent 

X — a   tanu'a           x — a  x — o.a  x — Za  iAnu^a 
t)Sx  =  cos'"£i    I— J7. 2 \,x,- ^ 


=  COS'"£l(  I       w.  T    -. ^ ,      

\  2  û'  2  3  4  rt* 

\         a  2  3  «^  / 


sin.r 


Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités  y  a  y  x  ci  m  y 

X 

étant  liées  par  la  relation    ma  =:  x    ou    /w  =  - ,     on  peut  faire 

varier  m  et  a  de  manière  que  leur  produit  x  reste  constant;  car  s» 
Ton  prend  pour  a  ,  par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à  fait 
arbitraires ,  les  valeurs  de  m ,  correspondant  à  ces  valeurs  de  a  et 
à  la  valeur  constante  de  x ,  s'obtiendront  au  moyen  de  la  relation 

X 

m  =-.  D'un  autre  côté,  l'on  sait,   d'après  les  principes  de  la 

Trigonométrie,  que  plus  un  arc  a  diminue,  plus  il  approche  de 

devenir  égal  à  son  sinus  et  à  sa  tangente;  ce  qui  revient  à  dire  que 

siufl  tang  a  ,  .... 

le  rapport ,  ou   — 2—  ^  fe^gi  sans  cesse  vers  l  unité ,  et  que, 

a  a 

quand  on  suppose  Tare  moindre  que  tout  arc  donné,  ce  rapport 
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ne  difTère  de  Tunké  que  d'une  quantité  moindre  que  tourr 
grandeur  donnée ,  en  termes  algébriques  ;  si  Ton  suppose  a  =  o . 
il  en  résulte 

sin  G tang  o 

o  o 

D*après  ces  considérations,  faisons  a  =  o  dans  les  deux  for- 
mules ci-dessus:  les  premiers  membres  ne  changeront  pas  puisque 
Ton  suppose  x  constant;  mais  les  seconds  membres  deviendront 

1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6  ' 

;x  je  je  \ 

C0S"0.|-.  I =-.  H oit:'  ï  — .  •  •   ]h 

d'ailleurs  on  a  coso  =  i ,  d'où  cos"o  =  i  ;  donc,  enfin,  l'on 
obtient 

x'  x'  x* 

~*  ' = •  — rri + rrriT?  -  TTTrsTTTsre -^- •  •  ' '^' 


;  *)  En  appliquant  aux  séries  (A)  et  (B)  les  principes  établis  à  la  fin  du 
sixième  chapitre  Sote  sur  les  séries  convergentes' ,  il  est  aisé  de  reconnaître 
quVlles  finissent  toujours  par  devenir  convergentes. 

En  effv*!,  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précèdent  peut  ^tre 
exprimé 

pour  la  première  série  ,  par        — ; , 

et  pour  la  seconde ,  par ; 

(m  désignant  le  ranj  du  terme  à  partir  du  second). 

Or^  X  ayant  une  valeur ^nie  et  déterminée,  il  est  toujours  possible  de 
prendre  n  assos  grand  pour  que  le  rapport  soit  une  fraction  ;  et  cette  Trac- 
tion fliminuera  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n^  8  de  la  note  qui  Tteot 
d'être  citée. 
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4â4.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  construction  des  tables 
trigonomé triques,  il  faut  supposer ,  i°  que  Ton  connaisse  le  rap- 
port it  =  3914^592^ de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 

de  la  demi-circonférence  au  rayon  ;  2?  que  x  représente  la  Ion- 
s:tteur  d'un  arc  d'un  certain  nombre  de  degrés,  rapportée  au  rayon 
pris  pour  unité. 

Diaprés  cela,  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus 
de  l'arc  d'une  minute. 

Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i,  a  pour  va- 
leur 3,1415926...  ,  il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence, 
1,5707963  .  .  ,,  et  pour  Tare  de  i' ,  qui  est  le  loooo***'  du  </««- 
(irons  dans  la  division  centésimale,  0,00015707963.  Il  suffît  donc 
de  substituer  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B)  cette  valeur  à  la 
place  de  j:  y  en  calculant  les  deux  premiers  termes  seulement  ;  car 
il  est  visible  que  les  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut 
inèro^  observer  que,  les  termes  étant  alternativement  positifs  et 
négatifs  ,  l'erreur  commise  s* estime  (n°  176)  par  le  premier  des 
termes  que  Ton  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x  de  la  série  relative 
au  sinus,  pour  exprimer  sin  i';  Terreur  commise  est  moindre  que 

^o, 000 15707. . ,y 

-1 /- -i L .     Or  on  a 


2 . 


o , 000 1 5707  .  .  .  )^  <^  (o  ,  000 1 6 ; ',      ou       0,000000000004096  ; 

le  sixième  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001  : 
donc  la  valeur  de  sin  i'  ne  diffère  pas  de  Tare  lui-même,  dans  les 
douze  premiers  chilTres  décimaux. 

En  général,  tant  que  x  sera  une  fraction,  ce  qui  aura  toujours 
lieu  si  Ton  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de  la  circon- 
férence (ou  5o"),  les  deux  séries  seront  très-convergentes;  et  un 
petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très-rap- 
prochées  de  sin  x  et  de  cos  x. 

42^.  Les  séries  (A)et(B)  donnent  lieu  à  des  conséquences 
assez  importantes  que  nous  allons  déduire  successiviMnent. 
Mg,  B  ,  xo'cd.  44 
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Première  conscqttcncc,  —  Kn  comparant  ce%  deux  séries 

cos X  ==  i 1 =r7  —  .  .  .  •  .A 

1.2         1.2.3a 

ci-  o:^  x* 

I        1.2.3       1.2.3.45 

à  celle  qui  donne  le  développpement  de  e'  [  n^  289  ; , 

i  1.2  1.2  3  1.2.3.4 
on  voit  que  leur  somme  donne  cetle  dernière  série ,  aux  si{,w> 
près,  de  deux  en  deux  rangs  ;  mais  si  l'on  remplace  dans  celle- 
ci  ,  je  par  x  ^ —  i ,  et  qu'on  multiplie  les  deux  membi^es  de  (Bî  par 
^ZTi",  on  aura ,  en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
^ZTi  sont  périodiquement  (h-  y''—  i ,     —  i ,     —  V  —  '  »     -+■';- 


—  ,  j.  X-  -^         y —  ,        -^ 

cosar4- V- 1  sm.r=:  1 4- Y  •  V  -  »  —  —  —  ^7^- V  -  » -+- 


1.2.3.4 


^^     ''  l-T-jV  j^  1.2.3  1.2.3.4 

donc  e"^^  =  cos  j:  -h  v/—  i .  sin  x. 

En  changeant  x  en  —  x,  et  observant  que  cos  (—  .r)  :=  ct)s  j^  . 
et  sin  {—  x)  =  —  sin  X ,  on  trouverait 

e-""^-'  =  cosx  —  ^— 1 .  sin  x; 
ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

ert*  ♦^  =  cos  X  ±  v^— I    sin  X.  i^ 

iV^.  ^.  —  Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour  r^''"'. 
<r-'*'^,  combinées  par  addition  et  par  soustraction,  condiiisenf 
aux  deux  formules  suivantes,  qui  sont  employées  assez  fréquem- 
ment :  ^  ,—. 

cosx  =  4-(r-*^'-h^-'^--0, 

sui  .r  =rr  -=^  V<'^  —  <^  h 

2  v  — I 
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496.  Deuxième  conséquence.  —  Si ,  dans  la  fornuih*  (C  ) ,  on  met 
''•r-  à  la  place  de  j:,  /?  étant  un  nombre  réel  quelconiiuc,  il  vient 

^«x  •-  I  __  j.Qjj  ,ix±  si —  1 .  sin  nx  ; 

d'un  autre  côlô, 

r^'^^  =  {ti^'~^^Y  =:  (cos  X  ±  v/^.  SÎQ  x)"  ; 

donc  (cosx  it  V  —  i  •  sin  xj   =  oos  nx  dtz  ^ —  i .  sin  nx. 

Ainsi ,  la  formule 

(  cos  «  ±  sin  û  .  ^ — I  )"  =  cos  ma  -h  sin  ma  ^ —  i , 

<|ui  n'avait  été  démontrée  (n""  380)  que  dans  le  cas  où  m  était  un 
nombre  entier  et  positif,  est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposant 
<|ue)conque. 

4*27.  Troisième  conséquence.  —  De  la  fornuile  (C)  l'ou  déduit 
encore,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le 
système  népérien , 

±x  V^— i  =  i'  (cosorih  v^— I  .  sin  jt)  j 

d'où,  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci ,  ci 
retranchant  la  seconde  de  la  première , 

I ,,  cos.r  -f-  d — !  .  sin  x 

^  COS  X  —  y— T-  si'i  ^ 

.  ,  j .,  I  -h  v'— I .  tangx 

ou  bien  ,         7.x  SI  —  !  =n  l  .        ^^—  . 

I  —  V  —  *  •  ^^W  ^ 
Or  on  a  trouvé  (n"  «25)      T  -^-^^  ~  ^  (-^  "^  "^^  "^  "^  '^^    )  ^ 
faisant  dans  cette  formule,  y  =  sj — i  .  tangjt;,  on  obtient 

r "^-^^ ^-^2(tanga \—^-A V-'. 

I  —  V — I.  tango;         \  j  a  / 

,  / /  tan^  .r       tang*  x  \    / 

donc    2.r  v^  — I  =.  2  1  langx ^ 1 v •  •     I  S  —  \\ 
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et,  par  conséquent, 

tanc^jp       tan£^x  .^ 

X  =  tang  X 1 1 1 ....      >  D 

Cette  formule  donne  la  valeur  dUin  arc  en  fonction  de  la  tan- 
gente de  cet  arc.  Donc ,  par  la  méthode  inverse  des  séries  (n"  417), 
on  pourrait  développer  réciproquement  tang  x  en  fonction  de  x. 
Mais  on  parvient  aussi  à  ce  dernier  développement  par  le  moyen 
qui  suit  : 

Soit  Ung  xiziAx-l-Rr'^-Gr*-!-  D.r'  H- .  .  . 

(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus,  ne  peut  ren- 
fermer dans  son  développement  aucune  puissance  de  degré  pair 
de  l'arc,  puisqu'elle  doit  changer  le  signe  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A,  B,  G, . . .  ,  on  substitue  dans  la  relation 
tang  X .  cos  x  =  sin  x  ,  à  la  place  de  sin  x  et  de  cos  x ,  leurs  déve- 
loppements trouvés  au  n^  48 1  »  puis  à  la  place  de  tang  x ,  la  sérk 
ci-dessus  ;  et  il  vient 

m 

(Ax-f-Bx^H-Cx''-hDx'...)(  I  —  —H ^^ ^rTà-^'"  ' 

^  '\        1.2      1.2.3.4      I.2.3.4-5.0 


1       1.2.3       1.2.3.4*^       1.2.3.4*5.6.7 

Effectuant  la  niulliplication  indiquée,  et  égalant  les  coeffidenis 
des  mêmes  puissances  de  x ,  on  trouve  successivement  ^ 

A=I, 

1 

I .2        I    a, 3 

_B A  1 

1.2       1.2.3.4       1.2,3  4-5 


1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6  1.2.3,4.5.6.7 

et  ainsi  de  suite. 

428.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  numen 
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précédent  à  la  détermination  du  rapport  approcfté  de  la  vircor^é- 
rence  an  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il 
faut  que  l'arc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal 
à  5o® ,  puisque  Ton  a  rang  5o°  =  i . 

Cela  posé,  soit  5o^  =  /n  +  /I9  et  prenons  jiour  m  Parc  dont  la 

tangente  est  égale  à  j9  auquel  cas  on  a,  d*aprés  la  formule  (D), 


"•~4      3.4'      5.4*""7.4'  ' 

série  très-convergente  et  dont  la  loi  est  manifeste. 

D'ailleurs,  l'équation  5o°  =:  m  -h  n  donne  n  =  5o"  —  /n;  d'oii 

ta n L'  /i  =  ^"g^Q"-t«°g  !^  ^  IZï  =  l  ; 
I  H-  tani;  m  tanc  5o®  i       5  ' 

'+4 

donc,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 
_       3         3^  3*  3^ 


6      3  .  5»      5 .  5*      7  •  5'  ^ 

ainsi  (/n  H-  /i) ,  ou  Parc  de  5o*»,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 

4     3.4''^5.4*     •r4'"^'""^5     3.5^  "^5.5^     7.5'"*""** 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n*est  pas  trcs-convergente,  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré 
d'approximation  suffisant. 

489.  Mais  on  peut  parvenir  à  deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

Soit  V  Tare  dont  la  tangente  est  égale  à  -=  \,  il  en  résulte 
II  11 


5       3  .  5^      5  .  5*      7  . 5'  ^ 

Or  on  a,  diaprés  les  formules  trigonométriques , 

2  tang  V        5  ,7.  tanc  2  v  i 

rang2c  = ^-:-= — »     tanc4»'== ^—^ — =  1  H 

^  I — tang'f'      12  ^  I — tang'2P  119 
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Comme  cette  dernière  tant^cnte  difiere  très-peu  de  Tunilé ,  on 
peut  déjà  conclure  que  Tare  4  <'  diffère  peu  de  5o*,  et  qu'ainsi  la 
tangente  de  4  ''  —  5o**  doit  être  une  fraction  très-pelite. 

Cela  |>osé,  soit  s  =  4  «'  —  5o°,  d'où  tang  z  =  lang  (4  «^  —  5o^  . 

tang  4  »'  —  »  > 

il  vient  tang  z  =  — ^- 7-  =  -5-  ; 

^  I  4-  tang  4  ^       289 

^  __    i 1  _i 

**       289       3.239'       5.289*       *'' 

d'ailleurs ,  réqualion       s  =  4  *»  —  5o°     donne      5o"  =  4 *'  —  ^ 

Mettant  dans  cette  expression ,  à  la  place  de  p  et  de  z,  leurs  va- 
leurs ,  on  obtient 

^  l  5  ""  375"^  "^  5~5^  -  ^  "^  •  •  •  j  I 

\239  ""  3  .  239'  "*"  5~.  239^        '  "  *  ) 

d'où  l'on  conclut  enfin ,  pour  le  rapport  de  la  circonfércnct;  au 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  delà  demi -circonférence  au  ray«>D, 


200°   ou    TT  Z= 


'^(5~3-5-^"^5:^^~7-5^-^---)| 

|_,/j^__      J _' \( 

\239      3  .  239^      5 .  289^         *    /  / 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quatre  premiers  tenues  de  la  prt 
inière   série  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde  donnent 
la  valeur  de  n  à.  moins  de  0,00001  près. 

450.  CoifCLUSiON  GÉNÉRALE.  —  En  réfléchissant  à  tout  ce  qui 
vient  d'être  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trigonométriques ,  on  vint 
le  parti  que  Ton  peut  tirer  de  Temploi  des  symboles  imagioairc's, 
pour  résoudre  des  questions  d'une  très-grande  utilité.  Comme. 
pour  parvenir  à  ce  but,  on  étend  à  des  expressions  imaginiiiroî». 
des  formules  qui  d'abord  n'avaient  été  reconnues  vraies  que  poui 
des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  1  évoquer  en  (l(»ui' 
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rcxactilude  dos  resiillAts  aux(|ue1s  on  ost  conduit  ;  cependant  si , 
après  certaines  transformations,  on  parvient  à  des  expressions  dé- 
barrassées d'imaginaires,  qui  s'accordent  avec  celles  que  fourni- 
rait un  raisonnement  rigoureux  et  direct ,  on  est  forcé  d'admettre 
la  légitimité  des  moyens  employés. 

C'est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  im- 
portantes, auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement 
par  des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  a:  et  cos  x 
oiTre  encore  Texemple  d'un  raisonnement  qui  conduit  prompte- 
ment  au  but,  quoique  laissant  d*abord  un  peu  de  vague  dans 
l 'esprit. 

Pour  parvenir  à  ces  expressions,  on  suppose  que,  Parc  a  de- 
tan"  fi 
venant  nul,  le  rapport  — ^^ —  se  réduit  à  i.  Au  premier  abord , 

on  a  de  la  peine  à  concevoir  que ,  Parc  étant  nul ,  il  puisse  exister 
un  rapport  entre  Tare  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal 
a  I  ;  mais  si ,  au  lieu  de  supposer  Tare  tout  à  fait  nul ,  on  suppose 
qu'il  ne  diffère  de  o  que  d'une  quantité  extrêmement  petite ,  le 
rapport  entre  la  tangente  et  Tare  est  alors  calculable  et  diffère  très- 
|î€u  de  l'unité  ;  et  plus  l'arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de 
l'unité.  D'où  l'on  peut  conclure  qu'à  la  limite  de  décroissement 

de  l'arc,  c'est-à-dire  quand  a  devient  nui,  on  a  — -  —  =  i .  L'exac- 
titude des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi ,  exactitude  qui 
se  trouve  vérifiée  par  les  applications  que  l'on  en  fait  à  la  déter- 
mination des  sinus  et  des  cosinus  de  certains  arcs,  confirme 
aussi  rexactitude  des  piincipes  qui  y  ont  conduit. 

Im  considération  des  rapports  des  grandeurs  varia birs,  dans  les 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est 
l'objet  de  V  Analyse  infinitésimale  y  nouvelle  branche  des  Mathé- 
matiques à  laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme 
une  espèce  d'introduction. 


FIN. 
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